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,
C )可解子群的结构与环面上
F u c h s 方程的可积性

*

管克英 张绍飞

(北京航空航天大学应用数理系
,

北京 1(口刀3

摘要 证明 SL ( 2, C )可解子群的导出长度不超过 2
,

给出其具体结构 (定理 l)
,

研

究对应的单值群是可解的环面上只有一个正则奇点的 F cu hS 方程的解 R ie 们n a n n 曲

面结构
,

并给出这类可积型方程的具体判例
.

关键词 F u e h s 方程 单值群 特殊线性群 可解群 可积性

可积性是微分方程理论的核心问题之一 自微积分学创立到 19 世纪初
,

人们对微分方 程

的研究集中在一些具体方程的积分法
.

19 世纪初 A be l 和 G a
ilo

s 证明了 5 次及 5 次以上的多

项式一般不能用根式求解
.

在 A be l 的思想基础上
,

iL o u vi lle 又证明了许多微分方程都不能用
“

积分法
”

求解 lj[
.

此后
,

常微分方程可积性理论的研究较系统地发展起来
.

现今这方面的一

般理论是建立在微分代数基础之上冈
.

众所周知
,

多项式的 G a l o i s 理论的核心就是对每一多

项式建立一个相应的 G alo is 群
,

并将该多项式能否用根式求解与对应的 G alo is 群的可解性联系

起来
.

类似地
,

基于微分代数的可积性理论的基本思想就是对每一微分方程 (组 )建立一相应的

G a】0 15 群
,

并将 G alo is 群的可解性与方程的可积性联系起来同
.

迄今
,

这方面的研究主要集中

在线性常微分方程 (组 )
,

特别是对 F u e hS 系统已取得较大的成功
.

但由于对微分方程 的可积

性的含义
,

微分方程的 G a fo is 群 (一般是无限群 )的定义与构造
,

可解 的无 限群的结构等问题

的研究远较多项式的理论复杂与困难
.

既使是关于 F u c hS 系统
,

所得到 的结论也远较多项式

理论复杂与难于理解
.

例如俄罗斯数学家 lI’ yas he n k 0 l习归纳总结 了这方面一个较好 的结果

—
K ho

v a 力̀ ik y 定理 :

E加。 v a n
isk y 定理

`

如果一个 F u c hS 系统的单值群含有有 限指数的可解正规子群
,

则该系

统是可用积分法积分的
.

如果单值群不具有这种性质
,

则该系统就甚至不能用
“

广义积 分

法
”

积分
.

就是说该系统的解不能用方程的系数通过解代数方 程
、

积分以及 与具有任意多 变

元的整函数的复合来表示
.

由此不难看出
,

这方面理论的复杂与困难
.

这里指出
,

上述的 F u e hS 系统是指在扩充的复

平面 (或 R ie ma lm 球面 )上只有有限个正则奇点的线性常微分方程 (组 )
,

其单值群可在一定意
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义上被当做方程的 G afo is 群
.

1 孔( 2, C )的可解子群的结构

任一给定的二阶 Fcu hS方程总可化成没有一阶导数项的二阶 F u c hS 方程
.

后者的单值群

G是复域 C上的二阶特殊线性群 SL (2
,

C ) 的一个子群 3[, 月
,

由复域上一些 (一般是无限多 )行列

式等于 1 的二阶方阵组成
.

下面简介一些本文需用的群论的知识同
.

设元素 gl
,

9 2

属于群 G
,

一般将

【9 2 ,

夕.

] = g牙
’ g 「

’
夕

2
口

;

称为 9 1

与 g : 的换位子
.

由群 G 的所有元素的换位子可生成 G 的一个正规子群
,

称为 G 的换

位子群或导群
,

记为 G
` .

群 G 称为可解群是指 G 有如下的正规子群列
:

G “ 民〕 民一。 … 。 G
,

。 0G 三 {玛
,

( l)

其中氓= G扛
, ,

=1 0
,

1
,

2
,

…
, n 一 1

,

E 是单位元素
.

非负整数
n
称为 G 的导出长度

.

设 T 是 c 上任一二阶非奇异方阵
,

则 SL (2
,

C ) 的子群 G 可经相似变换 T
一 ’ G T 变成 与 6

同构的子群 G (仁 SL ( 2
,

C ) )
.

G 与 G 的可解性相同
.

下面设 G ( C SL (2
,

Q ) 是一可解子群
.

通过直接计算判断得知
,

按导出列 ( l) 的顺序由右

向左的所有可能的结构分别为

关于 G : 的结构
.

由于 G ; = E
,

显然 G
,

是 A be l群
,

只能属于下列情况之一 :

ll( ) G
,

中仅有元素 E 和 一 E
.

这种 G
,

记为 G牲

( 1
2
) G

l
中所有的方阵的特征值均等于 1或 一 1

,

而且存在非奇异方阵 T使得 G
,

(二 T
一 ’ G

.
T )

中所有的元素均化成如下的下三角型 :

”
_

、
土 1 2

其中至少有某一方阵的左下角的 C 值非零
.

这种 G
.

记为 G性

(I乡存在某非奇异方阵 讯 使得 G ,
(二 T

一 ’ G : T ) 中的所有元素均化为如下的对角线型
:

、、飞..产产

0川拜O
Z了..、、
、

而且其中至少有某一元素满足 拜笋 士 1
.

这种 G
,

记为 侧.a)

关于 q 的结构
.

与 G: 的 3种类型相对应
,

q 也有 3种类型 :

l( 1 .
) 设 G梦,满足 ( G梦))

`

二 G钾
.

定存在非奇异阵 T及一非零复数声
,

使得群 G梦, ( = T
一 ’

恻 l) T )

是由元素 f 和 g 生成
,

其中

f 一

( ; ?--),
g一

(洲 )
l(I公设 G尹满足 ( G黔

`

=酬 2)
.

由 l(z )可知存在非奇异的 T, 使得 云{)(z 二 T
一 ’

侧” T )中的元
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素均为主对角线元素为 士 1的下三角型
.

这时令 J护= T
一 ’

G护T
,

则其所有的元素都必是下三

角型方阵
,

而且其中至少有一个的特征值不等于 土 1
.

(II
3 )设 G沪满足 (G黔

`

= G尹
.

由 la( )可知存在非奇异阵 T, 使得 J沪( = T
一 ’

G户T )中的元

素均为对角型
.

这时令 G梦二 T
一 ’

G护T, 则其元素必分成非空的两类
: 一类为对角型方阵

,

另一

类为反对角型方阵
.

关于 几
,

与 q 的 3 类对应
,

直接有以下结果 :

( 11 1
1

) 不存在满足 (G梦,)
`

= G梦,的子群 G梦,
.

(I n 办不存在满足 ( G黔
`
= G护的子群 G黔

(l n 办不存在满足 ( G物
`

= G尹的子群 G黔

综上所述
,

便得到关于 SL (2
,

C ) 的可解子群的结构定理
:

定理 1 任何 SL (2
,

C ) 的可解子群 G 的导出长度都不超过 2
.

当导出长度等于 2 时
,

G

必属于 (11
1

)
,

(11
2
)

,

( 11
3
) 3种类型之一 : 当导出长度等于 l 时

,

G 必 属于 ( 1
1

)
,

(12 )
,

(1
3
) 3种类

型之一

2 由单值群的可解性定义的可积性

利用 定理 1 即可通过 可解单值群 的结构研究所对应 的可积 的二 阶 F uc he 方程解 的

iR e

lan un 曲面的结构
.

本文仅研究在环面 T , 上只有一个正则奇点的如下二阶 F cu he 方程 :

。 "一 又【户( z ) + 司OC = O
,

( 2 )

其中 。
, : 。 c, , 与 。 是复参数

,

, ()z 是周期为 : 。 与 : 。
,

际阵 、
, 0

)
的 we iesr astr

, 椭圆函

\ \ 。 / /

数旧
,

它满足如下的微分方程 :

p
`

2 = 4 ( p 一
e ,
) (p 一

e
办(p 一 e办

,

( 3 )

这里 e , = p (。 )
, e Z= p (。 + 。

’

)
,
e。 = p帅

`

)
.

p (
z
) 在

z = O及其等价点
: = 加。 + 2。。

`

处为二阶极

点
.

正是由于 p (z) 的双周期性
,

方程 ( 7) 可以看成定义在由 风)z 的周期四边形将两组对边分

别联结起来所形成的环面 T ’ 上
.

将挖去 p (z ) 的奇点的环面记作 叫
.

设帅 ()z
,

沙间 ) 为方程 ( 7) 的任一组基础解
,

于是存在方阵 M (。 )
,

M (。 ,) ` SL (2
,

C )
,

满足

{
(甲 (

z + 2。 )
,

沙(
z + 2。 ) ) = (价 (

z
)

,

沙(
z
) )M (。 )

,

(职 (
z + 2。

`

)
,

沙(
z + 2。

`

) ) = (中 (
z
)

,

少(会))M (。
`

)
. (叼

由 M (o, ) 和 M (。 ,) 可生成 SL (2
,

C ) 的一个子群 :

G = <M ( o, )
,

M (。
`

)>
.

此群就是方程 (2 )的单值群
.

G给出了挖了洞的环面 T孟的基本群的一个线性表示
.

由 (4 )式及定理 1可以立即得到如下的定理 :

定理 2 如果 F u c hs 方程 (2) 的单值群 G可解
,

则方阵 M伽 ) ( 注 : 不失一般性
,

成 oJ
r d a n 型 ) 和 M (。 ,) 及方程的解的 R ie

~
曲面结构必属以下情况之一

:

(F
,
)

( 5 )

设其 已化

、 (田卜
( : 旦)

,

M (。
,

卜
( {言)
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其中 扩 =尸二1
, 。 笋 0

.

此时 G属于 (I 2 )型
.

方程 (2) 所有 的解都是单值的
.

基础解组中 沙(z)

是椭圆函数
,

沿 。 方 向有周期 2。 ( 当
: 二 1 时 ) 或 物 ( 当

: = 一 1时 )
,

沿 了 方 向有周期 2盯

( 当 口= l 时 ) 或 勒
’

( 当刀二 一 1时 )
.

若 下= 0
,

则 毋 (z) 沿 口 方向也有周期 2口或 物 ,.

伊办

M 。̀ ,一

(
戊 0

)
,

M (田
,

) 一

( l 声一 ` )
其中 扩 = 1

, 。 笋0
,

尸铸 1
.

这时 G 属于 ( n
Z
)型

.

沙( )z 是单值的
,

而且有周期 2。 ( 当
: = l 时 ) 或

勒 ( 当
: 二 一 1时 )

.

( F
3
)

、 (O, 卜

(二
吞 O

“ 一 I )
,

、 (田
,

) 一

( 方
一 ’ )

其中

其中

: ,笋 1
.

此时 G为 (I
3
)型

.

方程的解都是单值的
.

(.)F
。 (。 ) 一厂负

\
u

“ 一 l )
,

、 (田
,

卜

(
一

言
一

g)
,

仪= 士 i. 此时 G 属 (l l,) 型
.

方程 ( 2) 的任何解都是双周期的
,

周期为 8田 和 8口
.

又因

【M (。 )
,

M (。 ,)] 二 一 E, 所以方程的奇点是所有解的二次代数枝点
.

( F S)

.2

`

、、..了/口UnU、 (。 )一

(货
\ U

“ 一 1

、
, ` , 八

/ 0

1
,

M 气田 ) = !
。 一 1

/ \ 一 p

其中 扩并 1
.

此时 G 为 (n 3
)型

.

方程 ( 2) 的任何解都有周期 8口
.

方程的任何解从正则点 0z 出

发
,

沿平行四边形闭路 z0 ~ z0 + 2 . 一 z0 十 2。 十匆
`

~ z0 十勒
`

~ z0 延拓一周后
,

只要闭路上

无奇点
,

其值仍返回到原值
.

( F二)

M 。̀ , `

(言一 )
,

M (。
,

卜
( { g )

,

其中
: = 士 i

,

刀叻铸 0
.

此时 G仍为 (I s)I 型
.

事实上若一相似变换将 M (。 ,) 化成主对角阵时
,

此变换必将 M (。 )化成反对角阵
.

因此 (F 户与 (巩)本质上相同
,

只是 M (。 ) 与 M (。 ,) 的作用

顺序相反
.

( F
6)

“ 一 l )
,

M(臼
,

) 一

(
声 O

刀
一 ’ )

(或

.了

、 .了

、、J./、 (。
,

) 一

f夕
\ U 刀

一 ’

其中 扩笋 1
,

下护 0
.

此时 G属于 ( n Z
)型

,

基础解组 中的叭 )z ( 或 诚)z ) 是单值函数
.

(F
7

) M (。 ) 二 士 E ( 或 M (。 ,) = 士 E )
.

此 时方程 的任何解都是单值周期函数
,

周期 为
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2田 (当 M(。 )= E时 )或物 (当 M( o c)= 一 E时 )
.

3 环面上 F u
ch s型方程可积性的判定

关于多项式方程
,

尽管有 G a l o l s 理论
,

但对一任意给定的 5 次或 5 次以上 的多项式
,

要想

精确算出其 G a fo is 群
,

并判断其可解性决非易事
.

关于 F uc hS 方程
,

情况类似
,

对一任意给定

的 F u c hS 方程
,

一般很难精确算出其单值群并判断其可解性
.

另一方面
,

二阶 F l lc hS 方程在许

多数学物理问题中有重要应用
.

判断给定的 F u c hS 方程的可积性及有关性质在理论与应用中

都极有意义
.

实际上
,

对球面上一类特殊的 F uc hS 方程—
G a us s 超几何方程人们 已做了大

量 的研究 「.7 司
.

这里仅研究环面 T孟上 F uc hS 方程 ( 2) 在参数 又取一些特殊值时的可积性的判

断
.

先介绍将用到的关于在
z = 0处有正则奇点的二阶线性常微分方程的一些经典结论门

,

研

究方程

口 ’’ + 夕(z) 山
`

+ 叮(z) 田 = o
,

(6)

其中

p (
z
) =

z 一 ’

帆 + 尹声 + … + 几 z ”
+ … )

,

叮(
z
) =

z 一 2
(Q

。 + g , z + … + 9
0 2 ”

+ … )
.

设
r ,

与 几是下面二次多项式方程的两个根 :

r
(
r 一 l ) + oP

r + q。= 0
.

如果差 lr 一几不等于任何正整数
,

方程 ( 6) 在
: = O附近就有如下两个积分 :

。一
“ 『,

五(z)
,

叭 = z呱 (z)
,

其中关(z ) 和儿(z) 在
: = 0 的附近正则

.

而 当差
r l一几等于某个正 整数 m 时

,

方程 ( 6) 在
: = O

附近则有如下两个积分 :

万
。 ! 一 “ r `

关̀
,
)

,

( 叭 = z 几

价
,
()z + 气。 ,

(
z
) lnz

,
( 7)

其中关(z ) 和 沙
l

(z) 在
: = 0 附近正则

,

氏是下面给出的函数 抓)z 在
: = 0 处的留数

,

即 氏 = R es

(0
,

夕)
,

夕(z)
一

: 2
(z) e · p

卜芡
· ( z) d ·

」
·

( 8)

将上述结果应用到方程 ( 2)
,

此时有

p (
z
) 二 0

,

尹(
z
) = 又Ip (

z
) + 占』= 又z 一 2

( l + 占2 2+ a : 2 4 + a 声 6+ … + a
o z 知十 2 + …

( 有关 p (z ) 的展开可参考文献 【6] )
.

因此
, r l 与 几应是方程

r
(
r 一 l ) 一又= 0
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的两个根
.

现仅讨论有整数根的情况
.

不难看出
,

参数兄必须取下列值 :

又= 氏( k 一 l )
,

k = l
,

2
,

3
,

…
,

这时就有
r l = k

,

几二 一 (k 一 l)
,

, = r l一几二 k2 一 1
.

由于 赶 p ()z + 司是
: 的偶 函数

,

可知关(z) 是
: 的偶函数

.

因此当 r l
= k 时

,

。子(z) 与由 ( 8)

式定义的 g少)也都是
: 的偶函数

.

于是有氏二 R es (0
,

功 = 0
.

这时方程 ( 2) 的对应于 ( 7) 式的

两个积分就成为

。 , = z `
关(

z
)

,

叭 = z 一 (众一 ’ )沙
l

(
z
)

.

它们在
z = 0 附近无临界奇点

,

所以方程 ( 2) 的解在这里都是单值的
.

由此可断定方程 ( 2) 的单

值群的生成元 M (。 ) 和 M (。 ,) 的换位子等于单位 阵 E
,

也就是说 G 是一 A bel 群
.

这样就得

到如下的定理
:

定理 3 当又二 k k( 一 1)k( = 1
,

2
,

3
,

… 时
,

方程 (2) 的单值群 G是一 A be l 群
,

是可解的
.

此

时方程的可积性意味着它的任何解都是单值的
.

在 p (z ) 满足

p
` ,
(
z
) “ 4 p (

z
)【p ’

(
z
) 一 l」

,

并且在 又二 6
,

占= 0 的条件下
,

进一步证明了 l9]

M 田̀ ,一 M 一̀ ,一

( 、
`
一

,

)
·

这时基础解组中的 功()z 是一周期为物 和 物
’

的椭 圆函数
.

在文献【101
,

又论证了当方程 (2)

不可积时
,

等价的形
c c a t l 方程的解空间的复杂性

.

参 考 文 献

W ast o n G N
.

A Ter at is e o n the T h e o yr o f eB
s s e l F山 ICt io ns

.

加 d
e d

.

切
n d o n : C山旧b r id罗

,

l货认 川 一 123

oK lhic
n E R

.

创 ffe er nt 词 A】罗 b r a an d AI 罗 b r a ic G or uP
.

Ne w oY :kr A ca de 面
c P er s s l二

,

197 3

n
’

ays he 刀 ko Y u 5
.

O idr an
r y 顶 ffe re int al E q au t i二

,

D咖
a ” 11因 S声 te 心 1

.

Be irl :n Sp r ,叫笋 r一

ve
r la g

,

1988
.

12 8 ~ 130

E as t ha m M 5 P
.

T h e S pe ctr al T七e o ry of eP
r iod ic 肠 ffe re 涌 al qE ua to 留

.

Ed in b ur hg
: Sco tt is h A o d e

面
e P r es s Ltd,

197 3
.

1一 6

R o ib sn
o n D J 5

.

A OC sur
e in the The o yr o f G r o u Ps

.

eB
r lin : SP r ln罗 r一

Ve
r la g

,

19 82

alP ak B P
.

A n I n t r
od 切 tC lon ot oC m P le x F un d io n T七e o ry

.

Be irl :n sP
r l n罗 r 一

ve rl ag, 1卯 1
.

铭 6一拐 9

lG
u悦 v V V

.

玩 ct uer
s
on t比 Aaln yt ic Th e o yr of 众 ffe er int al qE au t io sn

.

为 l d de
.

Mos co : w 〔沁 5 1川 eT hk eT or

L i t
,

19印

Kh o

~ ikj A G
.

O n

hte re p re se
n at ibl ity of fu

n e t jo ns in q au dr a t
ure

s
.

sU p M at N自uk 26, 197 1
,

1印 (4)
: 25 1 ~ 25 2

马 玲
,

杨朝霞
,

管克英
.

关于一类环面 T Z 上 F u c hS 型方程的可积性
.

科学通报
,

1卯 5
,

钓 (l :2) 1侃 4一 1阶
陈祖明

,

管克英
.

复域双周期 iR a 习 t l 方程解空间极限集的复杂性
.

中国科学
,

A 辑
,

1望科
,

24 (:8) 班幻~ 即 7


