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摘要 松弛最优阈值算法是压缩感知中的一种新的阈值技术,用于从少量带噪线性测量中高效恢复稀

疏信号, 克服了传统硬阈值算法由于残差函数振荡导致的缺点. 本文考虑一种新颖的数据时间权衡分

析, 以说明在任何固定恢复精度下, 松弛最优阈值算法在压缩感知、量化压缩感知还原信号过程中测

量数量和迭代次数之间的权衡. 理论结果还给出在压缩感知、量化压缩感知中实现信号恢复所需要的

有效测量阶数. 最后, 通过数字实验也展示了松弛最优阈值算法在稀疏重建问题中的数据时间权衡.
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1 引言

近年来,稀疏表示理论在信号和图像处理领域备受关注 (参见文献 [2,8,9,19,35]). 为了有效解决科

学和工程领域的信号处理问题, 研究者们已经提出了许多用于恢复稀疏信号的算法 [10, 21,22,24,43]. 具

体而言, 在特定情境下, 假设信号是稀疏的, 若测量次数远远小于信号维数, 则有可能从测量数据中恢

复出信号的关键特征. 稀疏信号的恢复等同于求解稀疏优化模型或稀疏重建问题. 用 ∥x∥0 表示 “ℓ0-

范数”, 即 x ∈ Rn 中非零分量的个数. 从欠定线性方程组中寻找原始信号的模型可以被表述为 ℓ0 最

小化问题:

min
x

{∥x∥0 : y = Ax},

其中 y := Ax⋆ 表示目标信号 x⋆ ∈ Rn 的测量, A ∈ Rm×n 是 m < n 的测量 (感知) 矩阵. 上述模型的

目的是最好地适应测量结果 y, 找到一个最稀疏的信号 x̂, 从而实现恢复 x̂ = x⋆. 若按照实际问题出
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发, 考虑重建目标信号的最显著信息, 这些信息可以表示为信号在其冗余基上的几个绝对值最大的系

数. 基于这一考虑,给定目标信号的稀疏度水平 k,稀疏重建模型可以表述为以下带有稀疏性约束的优

化模型:

min
x

{∥y −Ax∥22 : ∥x∥0 6 k}. (1.1)

在这个模型中, y := Ax⋆ + n 表示测量结果, n ∈ Rm 代表噪声. 模型 (1.1) 是压缩感知 (compressed

sensing, CS)理论和算法发展中不可或缺的模型之一,与其他一些稀疏重建问题密切相关,如量化压缩

感知 (quantized compressed sensing, QCS) [6, 26,42] 和损坏感知 [41]. 具体地, 为了有限精度的数据表示

和数字化融合, QCS 的目标是从少量量化测量中估计出稀疏信号 x⋆ ∈ Rn,

y = Q(Ax⋆ + n+ τ ), (1.2)

Q(·) 是量化方案 (详见第 3.1 小节) , τ ∈ Rm 是随机均匀抖动.

尽管具有稀疏目标函数或约束的优化模型是 NP (non-deterministic polynomial) 难问题 [30], 但它

们实际上可以通过一些高效的算法以很高的概率实现 (参见文献 [4, 10, 15–17, 29, 44, 45]). 解决这类问

题的可行算法通常被分为三类: 凸优化方法 [10, 15,45]、启发式方法 [16, 29] 和阈值方法 [4, 17,44]. 阈值类算

法是这些高效算法中的一种重要方法, 它最初由 Donoho 和 Johnstone [20] 提出, 用于解决信号去噪问

题. 根据阈值算子的性质, 阈值类的算法可以分为两类: 软阈值 [17, 18,22,39] 和硬阈值 [4, 5, 17,23]. 软阈值

算法是通过考虑某些凸问题的最优条件来建立的. 使用硬阈值算子的基本算法是迭代硬阈值 (iterative

hard thresholding, IHT) 算法 [4, 24] 和硬阈值追踪 (hard thresholding pursuit, HTP) 算法 [23, 24], 其中

还有几种衍生算法, 如分级 IHT [3, 25]、带自适应步长的 IHT [34] 和压缩采样匹配追踪 (compressive

sampling matching pursuit, CoSaMP) [31]. 从数值性能的角度来看, 基于硬阈值算子的算法在迭代过程

中远未达到稳健和稳定, 并且数值结果表明它们对步长和稀疏度的选择非常敏感. 为了克服基于硬阈

值算子算法的固有缺陷, Zhao [44] 提出了一种新的阈值算子,称为最优 k 阈值算子,基于此提出了一类

新颖的阈值算法.

为了描述传统的硬阈值方法和最优 k 阈值方法,我们引入一些符号.用 Rn 表示 n维 Euclid空间,

用 On−1 表示 n维 Euclid空间中的单位球. 用 e表示元素全为 1的向量. 给定一个向量 z ∈ Rn,硬阈
值算子 Hk(z)保留 z 中绝对值最大的 k个分量,并将其余分量设为 0. 给定一个集合 S ⊆ {1, 2, . . . , n},
用 |S| 表示集合 S 的基数, 用 S̄ = {1, 2, . . . , n} \ S 表示 S 的补集. 给定一个向量 x 和一个矩阵 A, xT

和 AT 分别表示 x 和 A 的转置, 用 supp(x) 表示 x 的支撑集合. 若 ∥x∥0 6 k, 则称向量 x ∈ Rn 是 k-

稀疏的.

Blumensath 和 Davies [4] 将硬阈值算子 Hk(z) 与最小化残差函数 ∥y −Ax∥22 的梯度方法结合起
来, 提出了问题 (1.1) 的一种硬阈值算法. 它被称作 IHT 算法, 有如下的迭代步骤:

xp+1 = Hk(x
p +AT(y −Axp)).

通过添加追踪步骤, 例如在 IHT 确定的支撑集上最小化残差函数, Foucart [23] 提出了一种 IHT 的加

速版本, 称为硬阈值追踪 (HTP). 然而, 在大部分数值分析中, 它们表现出残差减少与阈值步骤的无关

性, 这导致了 IHT 甚至 HTP 的发散. Zhao [44] 提出了一种迭代方案: 在阈值步骤之前寻找使得残差最

小化的 k 个位置,

w(up) = min
w

{∥y −A(up ⊙w)∥22,eTw = k,w ∈ {0, 1}n},

344



中国科学 : 数学 第 55 卷 第 2 期

其中 up = xp+AT(y−Axp), ⊙表示 Hadamard乘积,并且使用 xp+1 = up⊙w(up)进行下一次迭代.

这个算法被称为最优阈值 (optimal k-thresholding, OT) 算法, 其在 w (up) 的支撑集上带有追踪步骤

的算法被称为最优阈值追踪 (optimal k-thresholding pursuit, OTP) 算法. 为了使算法易于处理, Zhao
[44] 用 0 6 w 6 e 替换 w ∈ {0, 1}n, 并研究了它们的凸松弛版本, 即松弛最优阈值 (relaxed optimal

k-thresholding, ROT) 算法和松弛最优阈值追踪 (relaxed optimal k-thresholding pursuit, ROTP) 算法.

它们分别在算法 1 和 2 中给出.

算法 1 松弛最优阈值算法 (ROT)

输入: 测量矩阵 A, 测量 y, 稀疏度 k, 最大迭代步数 P.

输出: 估计结果 x⋆.

1: 初始化 p = 0, ε, η, and x0.

2: repeat

3: up = xp + ηAT(y −Axp),

4: w(up) = argmin
w

{∥y −A(up ⊙w)∥22, eTw = k, 0 6 w 6 e},

5: xp+1 = Hk(u
p ⊙w(up)),

6: p = p+ 1,

7: until p > P or ∥xp − xp−1∥2 < ε.

算法 2 松弛最优阈值追踪算法 (ROTP)

输入: 测量矩阵 A, 测量 y, 稀疏度 k, 最大迭代步数 P.

输出: 估计结果 x⋆.

1: 初始化 p = 0, ε, η, and x0.

2: repeat

3: up = xp + ηAT(y −Axp),

4: w(up) = argmin
w

{∥y −A(up ⊙w)∥22, eTw = k, 0 6 w 6 e},

5: v = Hk(u
p ⊙w(up)),

6: Sp+1 = supp(v),

7: xp+1 = argmin
x

{∥y −Ax∥22, supp(x) ⊆ Sp+1},
8: p = p+ 1,

9: until p > P or ∥xp − xp−1∥2 < ε.

在感知矩阵满足受限等距性质 (restricted isometry property, RIP) 的前提下, Zhao [44] 对 ROT 和

ROTP 的收敛性进行了分析. 但是, 基于 RIP 的收敛性的主要缺点是它无法描述还原准确性、测量次

数和迭代次数之间的关系.具体而言,上述这些关系的理论分析被称为算法的数据 -时间权衡分析,这

在从欠定系统中获取数据相关的领域中非常重要 (参见文献 [12, 33]). Oymak 等 [33] 分析了压缩感知

中投影梯度方法的尖锐数据 - 时间权衡; Chen 和 Liu [12] 刻画了在次 Gauss 矩阵下污染感知中投影梯

度下降算法的数据 - 时间权衡. 在稀疏信号恢复领域, 还有一些相关工作也考虑了稀疏恢复问题中的

数据 - 时间权衡 [1, 14,33], 在线性反问题领域也有相关研究 (参见文献 [7, 11]).

为了克服上述缺点, 本文针对 ROT 和 ROTP 建立了一种新的收敛性分析, 并提供了在次 Gauss

测量下算法的数据 - 时间权衡. 我们分析了量化压缩感知中的线性反问题的 ROT 和 ROTP 算法的

数据 - 时间权衡. 理论分析表明, 当测量次数相对较大时, 随着测量次数的增加, 成功重构所需要的迭

代次数相应的减少. 并且, 当测量次数在压缩感知和量化压缩感知中的量级为 k log(n/k), 且具有相对

较大的常数时, 算法可以成功地恢复目标信号. 此外, 还表明, 在无噪声的情形下, 算法可以在压缩感
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知中实现线性收敛速率.

本文余下内容的结构如下. 第 2节介绍一些有用的定义和事实,并介绍 Gauss复杂性和 Gauss宽

度的概念以及矩阵偏差不等式. 第 3 节致力于提供问题 (1.1) 的 ROT 算法和 ROTP 算法的理论分析

(考虑数据 - 时间权衡), 并将分析扩展到量化压缩感知和压缩感知. 第 4 节为 ROT 算法和 ROTP 算

法提供了数值实验, 展示了上述稀疏问题中测量次数和迭代次数之间的权衡. 最后, 第 5 节给出结论

和未来工作.

2 预备工作

本节给出了几个定义和事实, 这些内容在接下来的内容中将要被使用. 所有的定义都可以在文

献 [38] 中找到.

2.1 定义

如果随机变量 x 具有有限的次 Gauss 范数, 则称其为 Gauss 变量,

∥x∥ψ2 = inf

{
t > 0 : E exp

(
x2

t2

)
6 2

}
.

Gauss 变量、Bernoulli 变量和有界随机变量是典型的次 Gauss 变量.

如果对于任意的 y ∈ Rn, ⟨x,y⟩ 都是次 Gauss 的, 则随机向量 x ∈ Rn 也被称为次 Gauss 变量.

相应的范数定义为 ∥x∥ψ2 = supy∈On−1 ∥⟨x,y⟩∥ψ2 . 如果一个随机向量 x 满足 E[xxT] = I, 则它是等向

的, 有界子集 T 的 Gauss 复杂性被定义为

γ(T) = E
[
sup
x∈T

|⟨g,x⟩|
]
,

并且有界子集 T 的 Gauss 宽度被定义为

w(T) = E
[
sup
x∈T

⟨g,x⟩
]
,

其中 g ∼ N (0, In). 文献 [13] 表明上述两个量具有相同的阶:

1

3
(w(T) + ∥y∥2) 6 γ(T) 6 2(w(T) + ∥y∥2), ∀y ∈ T. (2.1)

2.2 事实

事实 2.1 (矩阵偏差不等式 [37]) 设 A 是一个 m× n 的随机矩阵, 其行 {Ai}mi=1 是独立、中心

化、等向的次 Gauss 向量. 对于任意有界子集 D ⊆ Rn 和 t > 0, 不等式

sup
x∈D

|∥Ax∥2 −
√
m∥x∥2| 6 CK2[γ(D) + t · rad(D)]

在至少 1− 2 exp(−t2) 的概率下成立其中 rad(D) = supx∈D ∥x∥2, K = maxi ∥Ai∥ψ2
, 并且 C > 0 是一

个绝对常数.
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事实 2.2 (ℓ0 球的 Gauss 宽度 [40]) 令 Dk = {y ∈ Rn | ∥y∥0 6 k, ∥y∥2 = 1}, 则它的 Gauss 宽度

满足下述等式:

w(Dk) 6 c

√
k log

en

k
.

我们将用到以下两个事实来证明重要结果.

事实 2.3 [44] 设 x ∈ Rn 是一个 k- 稀疏向量, S 是 x 的支撑集. 设 wp ∈ Rn 是算法 1 或算法 2

第 4 步中问题的一个可行解, v = Hk(u
p ⊙wp) ∈ Rn 是一个具有支撑集 Sp+1 的向量. 则下面不等式

成立:

∥x− v∥2 6 ∥(up ⊙wp − x)Sp+1∪S∥2 + ∥(up ⊙wp − x)Sp+1\S∥2.

事实 2.4 [44] 令 k 和 k 为两个整数, 使得 0 6 k 6 k. 令 w ∈ Wk = {w : eTw = k,w ∈ {0, 1}n}
为具有支撑集 S 的向量, S 为互补集. 令 S 具有不相交的分区 Si, i = 1, . . . , n, 并满足以下属性:

• 对于 i = 1, 2, . . . , n− 1, 有 |Si| 6 k 并且 |Sn| 6 k < k;

• Si 是 wS 中第 i 组的 k 个最大分量的索引集.

设 α(i) 是 w 在支撑集 Si 上的最大分量. 于是有

n∑
i=1

α(i) 6 2− 1

k
< 2.

2.3 重要引理

为了方便收敛性分析, 首先给出一些有用的引理. 在事实 2.1 中, 令 D ∈ On−1 和 t = γ(D), 则得
到以下引理.

引理 2.1 设 A 是如事实 2.1 中所定义的一个 m× n 的随机矩阵. 设 D ∈ On−1 和 t = γ(D), 则
对于任意 x ∈ D, 不等式

√
m− 2CK2γ(D) 6 ∥Ax∥2 6

√
m+ 2CK2γ(D)

以至少 1− 2 exp(−γ2(D)) 的概率成立.

下面两个引理经常会被用到主要结果的证明.

引理 2.2 设 A 是事实 2.1 中所定义的一个 m× n 的随机矩阵. 设 Dk = {y ∈ Rn | ∥y∥0 6 k,

∥y∥2 = 1}. 设 L ⊆ {1, . . . , n} 是一个具有基数 l 的索引集. 将 [x]L 定义为通过保留支持集 L 的分量
并将其余分量置零而获得的向量. 设 η 是一个使得 ηm 6 1 的步长. 我们可以得到下面结果:

(a) 对于任意的 k- 稀疏向量 v ∈ Rn, 不等式

∥[(I − ηATA)v]L∥2 6 max{s1, s2} · ∥v∥2

至少在 1− 4 exp(−γ2(Dk + Dl)) 的概率下成立, 其中

s1 = 1− ηm ·
√
m− 6CK2γ(Dk + Dl)√

m
, s2 =

3CK2γ(Dk + Dl)√
m

(
3CK2γ(Dk + Dl)

2
√
m

+ 1

)
;

(b) 对于任意 x ∈ Rm, 不等式

∥[ATx]L∥2 6 ∥x∥2(
√
m+ 2CK2γ(Dl))

至少在 1− 2 exp(−γ2(Dl)) 的概率下成立.
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引理 2.3 设 Dk = {y ∈ Rn | ∥y∥0 6 k, ∥y∥2 = 1}, 则有
(a) γ(D2k) 6 2γ(Dk);
(b) γ(Dk + Dk) 6 2γ(Dk);
(c) 对于任意 k 6 l, Dk ⊆ Dl, γ(Dk) 6 γ(Dl).

3 松弛最优阈值算法的数据 - 时间权衡

ROT 算法和 ROTP 算法可以自然地用于近似解决一些与压缩感知相关的稀疏重构问题, 如量化

压缩感知. 本节对在次 Gauss 测量下的量化压缩感知中 ROT 算法和 ROTP 算法进行了数据 - 时间

权衡分析.

3.1 量化压缩感知

在压缩感知中, 测量被定义具有无限精度. 然而, 在实际情形下, 测量数据通常表示为有限精度和

数字化的形式 [26, 42]. 这迫使我们考虑量化模型 (1.2). 量化方案 Q(·) 有几种形式 (参见文献 [6, 26, 27,

32,36]), 其中两种常用的量化方案 [36] 如下所示:

(a) (均匀量化) 对于量化分辨率 ∆ > 0, 量化算子为 Q(x) = ∆(⌊ x
∆⌋ + 1

2 ), 随机抖动 τ 服从

τi ∈ U(−∆/2,∆/2];

(b) (一比特量化) Q(x) = sign(x), 其中 sign(·) 表示符号函数.

本文考虑带有随机均匀抖动的均匀量化. 在目标 x⋆ 是稀疏的条件下, QCS 中的感知模型可以表

示为模型 (1.1). 相应的 ROT 算法和 ROTP 算法分别与算法 1 和 2 相同. 在给出上述算法的主要收

敛结果之前, 首先重新构造模型 (1.2): y = Q(Ax⋆ + n+ τ ). 定义两个向量

ȳ = Ax⋆ + n, r = Q(ȳ + τ )− ȳ − τ , (3.1)

则模型 (1.2) 可以重新表述为

y = Q(ȳ + τ ) = Ax⋆ + r + τ + n. (3.2)

根据文献 [28],可以得出 (3.1)中定义的 r 服从均匀分布,即 ri ∈ U(−∆/2,∆/2], i = 1, . . . ,m.因此,具

有均匀量化和随机抖动的 QCS 可以被视为具有更多噪声项的标准 CS. 我们可以得出以下关于 QCS

中 ROT 算法和 ROTP 算法的主要收敛结果.

3.2 收敛性结果

定理 3.1 设 A 是一个如引理 2.1 中所定义的 m × n 随机矩阵, Q(·) 是均匀量化. 令 y :=

Q(Ax⋆ + n + τ ) 表示 k 稀疏信号 x⋆ ∈ Rn 的测量值, 其中 n ∈ Rm 是噪声向量, τ 是随机均匀抖

动. 令 r 如 (3.1) 中所定义, η 是满足 ηm = 1 的步长. 我们有以下主要结果: 如果测量数 m 足够

大, 并满足
√
m = ζ1CK2γ(D2k), 其中 ζ1 > 51, 则由 ROT 生成的任何序列 {xp} 都能以以下误差在

1− c exp(−γ2(D2k)) 的概率下近似于 x⋆:

∥x⋆ − xp∥2 6 ρp1∥x⋆ − x0∥2 +
ω1

1− ρ1
∥n+ r + τ∥2, (3.3)
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其中

ρ1 =
48(ζ1 + 1)

ζ1(ζ1 − 2)
< 1, ω1 =

6ζ21 + 12ζ1 + 8√
mζ1(ζ1 − 2)

, (3.4)

c > 0 是一个常数.

证明 利用 up = xp + ηAT(y −Axp) 和 y = Ax⋆ + t, 其中 t = r + τ + n, 我们得到

x⋆ − up = (I − ηATA)(x⋆ − xp)− ηATt. (3.5)

令 w(up) 成为 ROT 在第 p 次迭代时如下问题的解:

min
w

{∥y −A(up ⊙w)∥22 : eTw = k,0 6 w 6 e}. (3.6)

下一次迭代通过 xp+1 ∈ Hk(u
p ⊙w(up)) 进行更新. 令 Sp+1 和 S 分别是 xp+1 和 x⋆ 的支撑集. 由事

实 2.3, 得到

∥x⋆ − xp+1∥2 6 ∥[up ⊙w(up)− x⋆]Sp+1\S∥2 + ∥[up ⊙w(up)− x⋆]Sp+1∪S∥2. (3.7)

首先估计 (3.7) 不等式右边第一项. 因为 x⋆Sp+1\S = 0 和 wp
i ∈ [0, 1], i = 1, . . . , n, 所以有

∥[up ⊙w(up)− x⋆]Sp+1\S∥2 = ∥[up ⊙w(up)]Sp+1\S∥2

= ∥[(up − x⋆)⊙w(up)]Sp+1\S∥2

= ∥[(ηATt− (I − ηATA)(x⋆ − xp))⊙w(up)]Sp+1\S∥2

6 η∥[ATt]Sp+1\S∥2 + ∥[(I − ηATA)(x⋆ − xp)]Sp+1\S∥2, (3.8)

其中第三个等式源于 (3.5). 令 v = x⋆ − xp ∈ D2k 和 L = Sp+1 \ S, 使用引理 2.2, 可以估计上述不等

式中的两个项. 注意到 Dl = Dk, 可得

∥[(I − ηATA)(x⋆ − xp)]Sp+1\S∥2 6 max{r1, r2} · ∥x⋆ − xp∥2 (3.9)

和

∥[ATt]Sp+1\S∥2 6 ∥t∥2(
√
m+ 2CK2γ(Dk)), (3.10)

其中

r1 = 1− ηm ·
√
m− 6CK2γ(D2k + Dk)√

m
, r2 =

3CK2γ(D2k + Dk)√
m

(
3CK2γ(D2k + Dk)

2
√
m

+ 1

)
.

由引理 2.3(b)和 2.3(c), 有 γ(D2k +Dk) 6 γ(D2k +D2k) 6 2γ(D2k). 在符号略有滥用的情形下, 常数 r1

和 r2 更新为

r1 = 1− ηm ·
√
m− 12CK2γ(D2k)√

m
, r2 =

6CK2γ(D2k)√
m

(
3CK2γ(D2k)√

m
+ 1

)
. (3.11)

结合 (3.8)–(3.10), 可得

∥[up ⊙w(up)− x⋆]Sp+1\S∥2 6 max{r1, r2} · ∥x⋆ − xp∥2 + η∥t∥2(
√
m+ 2CK2γ(Dk)). (3.12)
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下一步估计 (3.7) 不等式右边的第二项. 令 D = D2k, 使用引理 2.1, 可得不等式∥∥∥∥A [up ⊙w(up)− x⋆]Sp+1∪S
∥[up ⊙w(up)− x⋆]Sp+1∪S∥2

∥∥∥∥
2

>
√
m− 2CK2γ(D2k) (3.13)

在至少 1− 2exp(−γ2(D2k)) 的概率下成立. 于是得到

∥y −A[up ⊙w(up)]∥2 = ∥A[up ⊙w(up)− x⋆]− t∥2

= ∥A[up ⊙w(up)− x⋆]Sp+1∪S +A[up ⊙w(up)− x⋆]Sp+1∪S − t∥2

> ∥A[up ⊙w(up)− x⋆]Sp+1∪S∥2 − ∥A[up ⊙w(up)− x⋆]Sp+1∪S∥2 − ∥t∥2

> ∥[up ⊙w(up)− x⋆]Sp+1∪S∥2(
√
m− 2CK2γ(D2k))

− ∥A[up ⊙w(up)− x⋆]Sp+1∪S∥2 − ∥t∥2, (3.14)

其中第一个等式使用了 y = Ax⋆ + t, 第一个不等式使用了三角不等式, 最后一个不等式源于 (3.13).

因此

∥[up ⊙w(up)− x⋆]Sp+1∪S∥2 6 1√
m− 2CK2γ(D2k)

{∥y −A[up ⊙w(up)]∥2 + T + ∥t∥2}, (3.15)

其中 T = ∥A[up⊙w(up)−x⋆]Sp+1∪S∥2. 令 ŵ ∈ W(k) = {w : eTw = k,w ∈ {0, 1}n}并满足 x⋆ = x⋆⊙ŵ,

于是

∥y −A[up ⊙w(up)]∥2 6 ∥y −A(up ⊙ ŵ)∥2

= ∥Ax⋆ + t−A(up ⊙ ŵ)∥2

= ∥[A(x⋆ − up)⊙ ŵ] + t∥2

6 ∥A[(x⋆ − up)⊙ ŵ]∥2 + ∥t∥2

6 (
√
m+ 2CK2γ(Dk))∥(x⋆ − up)⊙ ŵ∥2 + ∥t∥2, (3.16)

其中第一个不等式源于 w(up) 的最优性, 第二个不等式使用了三角不等式, 并且最后一个不等式使用

了引理 2.1 (令 D = Dk). 基于事实 x⋆ − up = (I − ηATA)(x⋆ − xp)− ηATt 和引理 2.2, 可得

∥(x⋆ − up)⊙ ŵ∥2 6 ∥[(I − ηATA)(x⋆ − xp)]⊙ ŵ∥2 + η∥[ATt]⊙ ŵ∥2

6 max{r1, r2} · ∥x⋆ − xp∥2 + η(
√
m+ 2CK2γ(Dk))∥t∥2, (3.17)

其中 r1 和 r2 在 (3.11) 给定. 结合 (3.16) 和 (3.17) 可得

∥y −A[up ⊙w(up)]∥2 6 (
√
m+ 2CK2γ(Dk))max{r1, r2} · ∥x⋆ − xp∥2

+ [η(
√
m+ 2CK2γ(Dk))2 + 1]∥t∥2. (3.18)

在证明的最后部分, 我们估计 (3.15) 中的 T . 由于 x∗
Sp+1∪S

= 0, 所以 T 具有以下形式:

T = ∥A[up ⊙w(up)− x⋆]Sp+1∪S∥2 = ∥A[(up − x⋆)⊙w(up)]Sp+1∪S∥2.

令 Ti, i = 1, 2, . . . , n 成为 Sp+1 ∪ S 的不相交子集, 并满足以下性质:

• 对于所有 i = 1, 2, . . . , n, 有 |Ti| = k 且 |Tn| = k < k;
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• Ti 是 w(up)Sp+1∪S 中第 i 组的 k 个最大分量的索引集.

显然, |Sp+1 ∪ S| = (n− 1)k + k. 根据这样的划分, [(up − x⋆)⊙w(up)]Sp+1∪S 可以写成

[(up − x⋆)⊙w(up)]Sp+1∪S =
n̄∑
i=1

[(up − x⋆)⊙w(up)]Ti .

因此 T 可以简化为

T =

∥∥∥∥ n∑
i

A[(up − x⋆)⊙w(up)]Ti

∥∥∥∥
2

6
n∑
i

∥A[(up − x⋆)⊙w(up)]Ti∥2

6 (
√
m+ 2CK2γ(Dk))

n∑
i

∥[(up − x⋆)⊙w(up)]Ti∥2. (3.19)

利用 (3.5) 和三角不等式, 对于每一项 ∥[(up − x⋆)⊙w(up)]Ti∥2, 有

∥[(up − x⋆)⊙w(up)]Ti∥2 = ∥[(I − ηATA)(x⋆ − xp)⊙w(up)− ηATt⊙w(up)]Ti∥2

6 ∥[(I − ηATA)(x⋆ − xp)⊙w(up)]Ti∥2 + η∥[ATt⊙w(up)]Ti∥2.

定义 αi , max{(w(up))j : j ∈ Ti}, 于是

∥[(up − x⋆)⊙w(up)]Ti∥2 6 αi∥[(I − ηATA)(x⋆ − xp)]Ti∥2 + ηαi∥[ATt]Ti∥2,

6 αimax{r1, r2} · ∥x⋆ − xp∥2 + ηαi(
√
m+ 2CK2γ(Dk))∥t∥2,

其中 r1 和 r2 在 (3.11) 给定, 因此

n∑
i

∥[(up − x⋆)⊙w(up)]Ti∥2 6
n∑
i

αimax{r1, r2} · ∥x⋆ − xp∥2 + η

n∑
i

αi(
√
m+ 2CK2γ(Dk))∥t∥2.

利用事实 2.4 (w = w(up),S = Sp+1 ∪ S) 和 Si = Ti 可以得到

T 6 2max{r1, r2}(
√
m+ 2CK2γ(Dk)) · ∥x⋆ − xp∥2 + 2η(

√
m+ 2CK2γ(Dk))2∥t∥2. (3.20)

结合 (3.20), (3.15) 和 (3.18), 可得

∥[up ⊙w(up)− x⋆]Sp+1∪S∥2 6 ∥[(up − x⋆)⊙w(up)]Sp+1∪S∥2

6 3max{r1, r2}(
√
m+ 2CK2γ(Dk))√

m− 2CK2γ(D2k)
∥x⋆ − xp∥2

+
3η(

√
m+ 2CK2γ(Dk))2 + 2√
m− 2CK2γ(D2k)

∥t∥2.

结合上述结果、(3.7) 和 (3.12), 可得

∥x⋆ − xp+1∥2 6 c1 max{r1, r2}∥x⋆ − xp∥2 + c2∥t∥2, (3.21)
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其中

c1 =
4
√
m+ 4CK2γ(D2k)√
m− 2CK2γ(D2k)

, c2 =
3η(

√
m+ 2CK2γ(Dk))2 + 2√
m− 2CK2γ(D2k)

+ η(
√
m+ 2CK2γ(Dk)).

令 ρ1 = c1 max{r1, r2}. 当测量的数量满足

√
m = ζ1CK2γ(D2k)

时, 其中 ζ1 > 51, 可得

ρ1 =
48(ζ1 + 1)

ζ1(ζ1 − 2)
< 1.

结合 γ(Dk) 6 γ(D2k) 可得

c2 <
6ζ21 + 12ζ1 + 8√
mζ1(ζ1 − 2)

, ω1.

利用
∑∞
j=1 s

j = 1
1−s , 结果 (3.21) 可以简化为

∥x⋆ − xp+1∥2 6 ρp+1
1 ∥x⋆ − x0∥2 +

ω1

1− ρ1
∥t∥2. (3.22)

证毕.

定理 3.2 假设信号模型定义如定理 3.1 中所述. 令 η 为 ROTP 算法中的步长, 并满足 ηm = 1.

如果测量数量满足

√
m = ζ2CK2γ(D2k),

并且 ζ2 > 53, 则由 ROTP 生成的任何序列 {xp} 都能以概率 1− c′ exp(−γ2(D2k)) 满足下列不等式:

∥x⋆ − xp∥2 6 ρp2∥x⋆ − x0∥2 +
ω2

1− ρ2
∥n+ r + τ∥2, (3.23)

其中 c′ > 0 是一个常数,

ρ2 =
48(ζ2 + 1)√

ζ22 − 144(ζ2 − 2)
< 1, ω2 =

6ζ22 + 12ζ2 + 8√
m(ζ22 − 144)(ζ2 − 2)

+
ζ2 + 2√

m(ζ2 − 12)
. (3.24)

证明 由于 ROTP 算法和 ROT 算法有相同的步骤 3–5, 因此可以简化证明, 利用 (3.21) 来估计

∥x⋆ − v∥2:

∥x⋆ − v∥2 6 ρ1∥x⋆ − xp∥2 + c2∥t∥2. (3.25)

接下来, 将 ∥x⋆ − xp+1∥2 与 ∥x⋆ − v∥2 联系起来. 由于 xp+1 是下面问题的解:

xp+1 = argmin
x

{∥y −Ax∥22, supp(x) ⊆ Sp+1},

可得 [AT(y −Axp+1)]Sp+1 = 0. 结合 y = Ax⋆ + t, 可得

[(I − ηATA)(x⋆ − xp+1)]Sp+1 = (x⋆ − xp+1)Sp+1 + η(ATt)Sp+1 .
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利用三角不等式, 得到

∥(x⋆ − xp+1)Sp+1∥2 6 ∥[(I − ηATA)(x⋆ − xp+1)]Sp+1∥2 + η∥(ATt)Sp+1∥2.

由于 Sp+1 的基数为 k, 且 (x⋆ − xp+1) 是一个 2k- 稀疏向量, 所以通过引理 2.2 可推导出

∥[(I − ηATA)(x⋆ − xp+1)]Sp+1∥2 6 max{r1, r2}∥(x⋆ − xp+1)∥2

和

∥(ATt)Sp+1∥2 6 (
√
m+ 2CK2γ(Dk))∥t∥2.

所以

∥(x⋆ − xp+1)Sp+1∥2 6 max{r1, r2}∥(x⋆ − xp+1)∥2 + η(
√
m+ 2CK2γ(Dk))∥t∥2.

因为 (xp+1)Sp+1 = 0 和 vSp+1 = 0, 所以

∥x⋆ − xp+1∥22 = ∥(x⋆ − xp+1)Sp+1∥22 + ∥(x⋆ − xp+1)Sp+1∥22
= ∥(x⋆ − xp+1)Sp+1∥22 + ∥(x⋆ − v)Sp+1∥22
6 (max{r1, r2})2∥(x⋆ − xp+1)∥22 + η2(

√
m+ 2CK2γ(Dk))2∥t∥22

+ 2ηmax{r1, r2}(
√
m+ 2CK2γ(Dk)) · ∥(x⋆ − xp+1)∥2∥t∥2

+ ∥(x⋆ − v)Sp+1∥22,

等同于

[1− (max{r1, r2})2]∥x⋆ − xp+1∥22 6 2ηmax{r1, r2}(
√
m+ 2CK2γ(Dk))∥(x⋆ − xp+1)∥2∥t∥2

+ η2(
√
m+ 2CK2γ(Dk))2∥t∥22 + ∥(x⋆ − v)Sp+1∥22. (3.26)

利用二次方程根的公式, 可以得到 ∥(x⋆ − xp+1)∥2 的上界如下:

∥x⋆ − xp+1∥2 6 2ηmax{r1, r2}(
√
m+ 2CK2γ(Dk))∥t∥2

2[1− (max{r1, r2})2]

+

√
4η2(

√
m+ 2CK2γ(Dk))2∥t∥22 + 4[1− (max{r1, r2})2]∥(x⋆ − v)Sp+1∥22

2[1− (max{r1, r2})2]

6 2ηmax{r1, r2}(
√
m+ 2CK2γ(Dk))∥t∥2

2[1− (max{r1, r2})2]

+
2η(

√
m+ 2CK2γ(Dk))∥t∥2 + 2

√
1− (max{r1, r2})2∥(x⋆ − v)Sp+1∥2

2[1− (max{r1, r2})2]

=
η(
√
m+ 2CK2γ(Dk))∥t∥2
1−max{r1, r2}

+
∥(x⋆ − v)Sp+1∥2√
1− (max{r1, r2})2

6 η(
√
m+ 2CK2γ(Dk))∥t∥2
1−max{r1, r2}

+
∥x⋆ − v∥2√

1− (max{r1, r2})2
, (3.27)

其中第二个不等式使用了如下事实: 对于任意 a, b > 0, a2 + b2 6 (a+ b)2 成立, 并且最后一个不等式

源于 ∥(x⋆ − v)Sp+1∥2 6 ∥x⋆ − v∥2. 结合 (3.25), 可以完成证明

∥x⋆ − xp+1∥2 6 η(
√
m+ 2CK2γ(Dk))∥t∥2
1−max{r1, r2}

+
ρ1∥x⋆ − xp∥2 + c2∥t∥2√

1− (max{r1, r2})2
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= ρ2∥x⋆ − xp∥2 + c3∥t∥2,

其中

ρ2 =
ρ1√

1− (max{r1, r2})2
, c3 =

c2√
1− (max{r1, r2})2

+
η(
√
m+ 2CK2γ(Dk))
1−max{r1, r2}

.

令 ρ2 = ρ1/
√
1− (max{r1, r2})2. 当测量的数量满足

√
m = ζ2CK2γ(D2k), ζ2 > 53 时, 有

ρ2 =
48(ζ2 + 1)√

ζ22 − 144(ζ2 − 2)
< 1.

结合事实 γ(Dk) 6 γ(D2k), 以下不等式成立:

c3 <
6ζ22 + 12ζ2 + 8√

m(ζ22 − 144)(ζ2 − 2)
+

ζ2 + 2√
m(ζ2 − 12)

, ω2.

与定理 3.1 的证明类似, 我们得到了所需要的结果 (3.23).

我们在注 3.1 中简要讨论了上述主要结果的数据 - 时间权衡, 并对成功恢复所需的测量数量的阶

数在注 3.2 中进行了讨论. 另外, 在压缩感知中, 算法的数据 - 时间权衡结果在注 3.4 解释.

注 3.1 如果 m大于某个值,则收敛速度 ρ1 或 ρ2 小于 1;否则,算法可能会发散.此外,显然,值

c1, r1 和 r2 随着 m的增加而减小. 因此, ρ1 或 ρ2 减小,从而算法有快速的收敛速度.因此可以得出结

论,当测量数量足够大时, 测量数量越大,收敛速度越快, 在固定精度下所需的迭代次数越少. 例如,令

步长 η 等于 1/m. 在这种情形下,对于 ROT算法,满足 ρ1 < 1的收敛速度由
√
m > C ′CK2γ(D2k)确

保,其中 C ′ ≈ 50.943是方程 t2 − 50t− 48 = 0的正实根,当
√
m 6 C ′CK2γ(D2k)时,收敛速度 ρ1 > 1,

导致 ROT 算法的发散. 类似地, 在 ROTP 算法中, 满足 ρ2 < 1 的收敛速度由
√
m > C ′′CK2γ(D2k)

确保, 其中 C ′′ ≈ 52.2614 是方程 t4 − 4t3 − 2444t2 − 4032t− 2880 = 0 的正实根.

注 3.2 需要指出的是, 根据方程 (2.1), Gauss 复杂度 γ(Dk) 和 Gauss 宽度 w(Dk) 具有相同的
阶. 结合事实 2.2, 可以得知 γ(Dk) 的阶数为

√
k log(n/k), 其中 n 和 k 分别是目标信号的维数和稀疏

度. 根据定理 3.1、3.2 和注 3.1 中的主要结果, 不难看出 ROT 或 ROTP 中成功恢复所需的测量数量

与 k log(n/k) 具有相同的阶.

注 3.3 定理 3.1 保证了序列 xp 收敛到以 x⋆ 为中心、半径为 c∥n + r + τ∥2 的邻域里, 其中

ROT 中 c = ω1

1−ρ1 , ROTP 中 c = ω2

1−ρ2 . 特别地, 当没有噪声时 (n = 0), 半径变为 c
√
m∆.

注 3.4 利用定理 3.1 和 3.2, 将 (3.3) 和 (3.23) 中的 ∥n+ r + τ∥2 替代为 ∥n∥2, 得到

∥x⋆ − xp∥2 6 ρp1∥x⋆ − x0∥2 +
ω1

1− ρ1
∥n∥2, (3.28)

∥x⋆ − xp∥2 6 ρp2∥x⋆ − x0∥2 +
ω2

1− ρ2
∥t∥2. (3.29)

我们也可以得到在压缩感知中 ROT 算法和 ROTP 算法的主要收敛结果. 注意, 在无噪声的情形下,

ROT 算法可以实现线性收敛率. 类似地, 当满足一定条件时, ROTP 算法也可以实现线性收敛率.

4 数值分析

本节进行数值实验, 展示了 ROT 算法和 ROTP 算法的数据 - 时间权衡. 我们绘制了压缩感知问

题 (1.1)、量化压缩感知问题 (1.2) 中 ROT 算法和 ROTP 算法的相变图.
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对于所有问题, 目标信号 x⋆ 是一个 k 稀疏的 n 维向量, 其非零元素服从标准 Gauss 分布. 感知

矩阵 A ∈ Rm×n 是一个 Bernoulli矩阵, 其元素是独立对称 Bernoulli变量. 设 ε为停止准则的容差值.

对于一组 m 和 p, 我们进行了 50 次 Monte Carlo 实验, 并统计了满足以下条件的成功实验次数: 对于

问题 (1.1), 满足 ∥x⋆ − xp∥2/∥x⋆∥2 6 ε. 然后, 我们计算了每对的成功概率, 并得到了相变结果.

我们将维数设置为 n = 64. 初始值 x0 被设置为 0, x⋆ 的稀疏度被设为 k = 3, 量化分辨率被设为

∆ = 0.05. 在压缩感知问题中, 用于停止准则的容差值被设为 ε = 0.01; 而在量化压缩感知中, 为了减

轻量化的影响, 容差值被设为 ε = 0.1. 如定理 3.1 和 3.2 中所述, 将步长设为 η = 1/m.

松弛最优阈值算法 (ROT和 ROTP)在压缩感知、量化压缩感知问题中在设定环境下的相变曲线

如图 1 所示. 值得注意的是, 当样本数量大约超过 20 时, ROTP 算法用于恢复目标信号所需的迭代

次数比 ROT 算法少, 这意味着 ROTP 算法在恢复稀疏信号方面比 ROT 算法性能更好. 值得注意的

是, ROTP 算法对于足够恢复目标信号所需的迭代次数非常少 (在所呈现的模拟中, 一两次迭代就足

够了). 两个稀疏重建问题中的两种算法都说明了我们在以上备注中讨论的 “数据 - 时间权衡”. 曲线

还表明, 当测量数量小于一定数量时, 算法无法恢复目标信号. 此外, 当测量数量大于一定数量时, 信
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图 1 在压缩感知和量化压缩感知中松弛最优阈值算法的相变曲线. (a) CS: ROT; (b) QCS: ROT; (c) CS:

ROTP; (d) QCS: ROTP. 每个点的亮度表示成功重构的概率, 范围从黑色 (0%) 到白色 (100%)
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号成功恢复所需的迭代次数随着测量数量的增加而减少. 例如, 图 1(c) 显示, 当 m 大于 18 时, ROTP

算法中成功恢复所需的迭代次数与测量数量呈负相关.数字模拟中观察到的现象与我们在定理中的理

论结果相符.

5 结论

本文提供了针对松弛最优阈值算法在典型稀疏重建问题中 (包括压缩感知、量化压缩感知) 的数

据 - 时间权衡分析. 理论结果表明, 为了保证松弛最优阈值算法的收敛性, 测量数量应适当地增加. 此

外, 当测量数量大于一定数量时, 成功重建信号所需的迭代次数与测量数量呈负相关. 我们提供了数

字模拟实验以验证我们理论的正确性. 对于未来的工作, 我们将松弛最优阈值算法的数据 - 时间权衡

分析扩展到其他复杂的稀疏优化问题, 如损坏压缩感知问题, 或者将该分析从稀疏结构扩展到其他类

型的结构, 如低秩结构或低秩加稀疏结构.
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附录 A 引理的证明

附录 A.1 引理 2.2 的证明

首先证明引理 2.2(a). 设

µ =
[(I − ηATA)v]L

∥[(I − ηATA)v]L∥2
∈ Dl, ν =

v

∥v∥2
∈ Dk,

则可得

∥[(I − ηATA)v]L∥2 = ⟨[(I − ηATA)v]L,µ⟩ = ⟨(I − ηATA)v,µ⟩ = ∥v∥2⟨(I − ηATA)ν,µ⟩.
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因为 ⟨(I − ηATA)ν,µ⟩, 所以有

⟨(I − ηATA)ν,µ⟩ = ⟨ν,µ⟩ − η⟨Aν,Aµ⟩

=
1

4
(∥ν + µ∥22 − η∥A(ν + µ)∥22 − ∥ν − µ∥22 + η∥A(ν − µ)∥22)

利用 Dl = −Dl, 得到 ν + µ ∈ Dk + Dl, ν − µ ∈ Dk − Dl = Dk + Dl. 令 D = Dk + Dl, t = γ(Dk + Dl) 和
rad(Dk + Dl) 6 2, 代入事实 2.1, 可得到下面两个不等式:

∥A(ν + µ)∥22 > (max{
√
m∥ν + µ∥2 − 3CK2γ(Dk + Dl), 0})2,

∥A(ν − µ)∥22 6 [
√
m∥ν − µ∥2 + 3CK2γ(Dk + Dl)]2

都在至少在 1− 2 exp(−γ2(Dk + Dl)) 的概率下成立.

接下来, 将问题分成两种情形.

情形 I 当
√
m∥ν + µ∥2 − 3CK2γ(Dk + Dl) > 0 时, 得到

⟨(I − ηATA)ν,µ⟩ = ⟨ν,µ⟩ − η⟨Aν,Aµ⟩

=
1

4
[∥ν + µ∥22 − η∥A(ν + µ)∥22 − ∥ν − µ∥22 + η∥A(ν − µ)∥22]

6 1

4
[∥ν + µ∥22 − η(

√
m∥ν + µ∥2 − 3CK2γ(Dk + Dl))2 − ∥ν − µ∥22

+ η(
√
m∥ν − µ∥22 + 3CK2γ(Dk + Dl))2]

=
1

4
(1− ηm)(∥ν + µ∥22 − ∥ν − µ∥22)

+
3

2
η
√
mCK2γ(Dk + Dl)(∥ν + µ∥2 + ∥ν − µ∥2)

= (1− ηm)⟨ν,µ⟩+ 3

2
η
√
mCK2γ(Dk + Dl)(∥ν + µ∥2 + ∥ν − µ∥2)

6 1− ηm+ 6η
√
mCK2γ(Dk + Dl)

= 1− ηm ·
√
m− 6CK2γ(Dk + Dl)√

m
, (A.1)

其中最后一个不等式使用了 ∥ν + µ∥2 6 2 和 ∥ν − µ∥2 6 2.

情形 II 当
√
m∥ν + µ∥2 − 3CK2γ(Dk + Dl) < 0 时, 有

⟨(I − ηATA)ν,µ⟩ = ⟨ν,µ⟩ − η⟨Aν,Aµ⟩

=
1

4
[∥ν + µ∥22 − η∥A(ν + µ)∥22 − ∥ν − µ∥22 + η∥A(ν − µ)∥22]

6 1

4
[∥ν + µ∥22 − ∥ν − µ∥22 + η(

√
m∥ν − µ∥2 + 3CK2γ(Dk + Dl))2]

=
1

4
∥ν + µ∥22 −

1

4
(1− ηm)∥ν − µ∥22

+
3

4
ηCK2γ(Dk + Dl)(3CK2γ(Dk + Dl) + 2

√
m∥ν − µ∥2)

6 1

4
∥ν + µ∥22 +

3

4
ηCK2γ(Dk + Dl)(3CK2γ(Dk + Dl) + 2

√
m∥ν − µ∥2)

6 3CK2γ(Dk + Dl)√
m

[
1

4

3CK2γ(Dk + Dl)√
m

+
1

4
ηm

(
3CK2γ(Dk + Dl)√

m
+ 2∥ν − µ∥2

)]
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6 3CK2γ(Dk + Dl)√
m

(
3CK2γ(Dk + Dl)

2
√
m

+ 1

)
. (A.2)

其中第二个不等式源于 ηm 6 1, 最有一个不等式源于 ηm 6 1, ∥ν − µ∥2 6 2. 最后, 得到

∥[(I − ηATA)v]L∥2 = ∥v∥2⟨(I − ηATA)ν,µ⟩ 6 max{s1, s2} · ∥v∥2,

其中

s1 = 1− ηm ·
√
m− 6CK2γ(Dk + Dl)√

m
, s2 =

3CK2γ(Dk + Dl)√
m

(
3CK2γ(Dk + Dl)

2
√
m

+ 1

)
.

其次, 证明引理 2.2(b). 设

z =
[ATx]L

∥[ATx]L∥2
∈ Dl, (A.3)

则可得

∥[ATx]L∥2 = ⟨[ATx]L,z⟩ = ⟨ATx, z⟩ = ⟨x,Az⟩

6 ∥x∥2∥Az∥2 6 ∥x∥2(
√
m+ 2CK2γ(Dl))

以至少 1− 2 exp(−γ2(Dl)) 的概率成立, 其中分别使用 Hölder 不等式和引理 2.1 得到第一个不等式和

第二个不等式.

附录 A.2 引理 2.3 的证明

首先, 证明引理 2.3(a). 对于任意 x ∈ D2k, 存在两个向量 y, z ∈ Dk, 使得 x = (y + z)/∥y + z∥2
和 yizi = 0, i = 1, . . . , n, 这意味着两个向量 y 和 z 的非零元位置完全不一样. 于是得到

γ(D2k) = E sup
x∈D2k

|⟨g,x⟩|

= E sup
(y+z)/∥y+z∥2∈D2k

∣∣∣∣⟨g, y + z

∥y + z∥2

⟩∣∣∣∣
= E sup

y∈Dk,z∈Dk

∣∣∣∣⟨g,
y + z

∥y + z∥2

⟩∣∣∣∣
6 E sup

y∈Dk

∣∣∣∣⟨g, y

∥y + z∥2

⟩∣∣∣∣+ E sup
z∈Dk

∣∣∣∣⟨g, z

∥y + z∥2

⟩∣∣∣∣
6 E sup

y∈Dk

∣∣∣∣⟨g, y

∥y∥2

⟩∣∣∣∣+ E sup
z∈Dk

∣∣∣∣⟨g, z

∥z∥2

⟩∣∣∣∣
6 E sup

y∈Dk

∥⟨g,y⟩∥+ E sup
z∈Dk

∥⟨g, z⟩∥

= 2γ(Dk),

其次, 引理 2.3(b) 和 2.3(c) 的证明是显然的.
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Data-time tradeoffs for optimal k-thresholding algorithms in
quantized compressed sensing

Jialiang Xu & Yunbin Zhao

Abstract Relaxed optimal k-thresholding (ROT) algorithms are designed as a new thresholding technique in
compressed sensing to efficiently recover a k-sparse signal from a small number of noisy linear measurements, which
overcome the shortcomings of traditional hard thresholding algorithms caused by the oscillation of the residual
function. In this paper, we carry out a novel data-time tradeoff analysis to characterize the tradeoff between
the number of measurements and the number of iterations under any fixed recovery accuracy for the relaxed
optimal k-thresholding algorithms in quantized compressed sensing. Both the analysis and numerical results
from synthetic signal recovery demonstrate the data-time tradeoffs of ROT algorithms in sparse reconstruction
problems. Furthermore, the theory presents the order of the number of measurements required for successful
recovery in compressed sensing, quantized compressed sensing, and corrupted sensing.

Keywords compressed sensing, quantized compressed sensing, sparse reconstruction problems, relaxed

optimal k-thresholding, data-time tradeoffs
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