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摘要 本文综合了作者及其合作者们的最新相关工作,概述了随机线性二次最优控制问题的一些研究

进展.文章主题由密切相关的三部分组成,分别是有限时区上的随机线性二次最优控制,无限时区上的

随机线性二次最优控制, 以及随机线性二次最优控制的 turnpike 性质.
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1 引言

为方便起见,首先引入一些记号.记 Sn 为 n×n阶实对称矩阵组成的集合, Sn+ 为 Sn 中的正定矩阵
组成的集合, In 为 n阶单位矩阵, M⊤ 为矩阵 M 的转置, M† 为 M 的广义逆, R(M)为矩阵 (或算子)

M 的像空间. 对于矩阵 M,N ∈ Sn, 若 M −N 为半正定矩阵 (对应地, 正定矩阵), 记为 M > N (对应

地, M > N). 设 (Ω,F ,P)为一个完备概率空间, 其上可定义一维标准 Brown运动 W = {W (t); t > 0}.
令 F = {Ft}t>0 为 W 生成的 σ 域流的通常扩张 (usual augmentation). 我们将关于 Ft 可测的随机变

量 ξ 记作 ξ ∈ Ft, 将关于域流 F 循序可测的随机过程 X 记作 X ∈ F. 设 T 为一个正实数, H 为一个
Euclid 空间 (如 Rn, Rn×m 和 Sn 等), 其上赋予 Frobenius 内积 ⟨· , ·⟩, 该内积诱导的范数记为 | · |. 令

C([0, T ];H) , {φ : [0, T ] → H | φ(·) 为连续映射},

L2(0, T ;H) ,
{
φ : [0, T ] → H

∣∣∣∣φ(·) Lebesgue 可测, 且

∫ T

0

|φ(t)|2dt < ∞
}
,

L2
F(0, T ;H) ,

{
φ : [0, T ]×Ω → H

∣∣∣∣φ ∈ F 且 E
∫ T

0

|φ(t)|2dt < ∞
}
.

类似地, 可以定义 C([0,∞);H), L2(0,∞;H) 和 L2
F(0,∞;H).

http://doi.org/10.1360/SSM-2024-0217
www.scichina.com
mathcn.scichina.com
mailto:sunjr@sustech.edu.cn,~yuanln@sustech.edu.cn,~zhangjq3@sustech.edu.cn


孙景瑞等: 随机线性二次最优控制的一些研究进展

考虑受控的线性随机微分方程 (stochastic differential equation, SDE)dX(t) = [A(t)X(t) +B(t)u(t) + b(t)]dt+ [C(t)X(t) +D(t)u(t) + σ(t)]dW (t), t > 0,

X(0) = x,
(1.1)

以及二次型代价泛函

JT (x;u(·)) , E
{∫ T

0

[⟨Q(t)X(t), X(t)⟩+ 2⟨S(t)X(t), u(t)⟩+ ⟨R(t)u(t), u(t)⟩

+ 2⟨q(t), X(t)⟩+ 2⟨r(t), u(t)⟩]dt+ ⟨GX(T ), X(T )⟩+ 2⟨g,X(T )⟩
}
, (1.2)

其中, X(·) 是取值于 Rn 的状态过程, u(·) 是取值于 Rm 的控制过程. 在 (1.2) 中, 等号右侧的积分项

称为期望运行成本, 剩余两项的和称为期望终端成本.

关于 (1.1) 和 (1.2) 中的系数, 我们作如下假设:

(H1) A,C : [0,∞) → Rn×n, B,D : [0,∞) → Rn×m, b, σ, q : [0,∞) → Rn, Q : [0,∞) → Sn,
S : [0,∞) → Rm×n, R : [0,∞) → Sm, r : [0,∞) → Rm 均为确定性的、Lebesgue 可测的有界函数,

G ∈ Sn 和 g ∈ Rn 为常值函数.

令 U [0, T ] , L2
F(0, T ;Rm). 显然, 在假设 (H1) 下, 对任意给定的初始状态 x ∈ Rn 以及任意的控

制过程 u(·) ∈ U [0, T ], 状态方程 (1.1) 在 [0, T ] 上存在唯一强解 X(·) ≡ X(· , x, u(·)), 并且代价泛函
JT (x;u(·))中的积分项均是良定的. 从而,可以将有限时区上的随机线性二次 (linear-quadratic, LQ)最

优控制问题表述如下.

问题 (SLQ)T 对于任意给定的初始状态 x ∈ Rn, 寻找控制过程 ū(·) ∈ U [0, T ], 使得

JT (x; ū(·)) = inf
u(·)∈U [0,T ]

JT (x;u(·)) ≡ VT (x). (1.3)

称满足 (1.3) 的 ū(·) ∈ U [0, T ] 为对应于初始状态 x 的开环最优控制, 称对应的状态过程 X̄(·) ≡
X(· ;x, ū(·)) 与二元组 (X̄(·), ū(·)) 为最优状态过程与最优对, 称 VT (·) 为问题 (SLQ)T 的值函数.

当 b(·)和 σ(·)恒为 0时,称控制系统 (1.1)为齐次的,并记相应的状态过程为X0(·) ≡ X0(· ;x, u(·)),
它满足如下方程:dX0(t) = [A(t)X0(t) +B(t)u(t)]dt+ [C(t)X0(t) +D(t)u(t)]dW (t), t > 0,

X0(0) = x.
(1.4)

此外, 当 q(·), r(·) 和 g 也恒为 0 时, 记对应的代价泛函为 J0
T (x;u(·)), 它由下式给出:

J0

T (x;u(·)) = E
{∫ T

0

[⟨Q(t)X0(t), X0(t)⟩+ 2⟨S(t)X0(t), u(t)⟩+ ⟨R(t)u(t), u(t)⟩]dt

+ ⟨GX0(T ), X0(T )⟩
}
. (1.5)

当状态方程满足 (1.4) 且代价泛函满足 (1.5) 时, 记相应的最优控制问题为问题 (SLQ)0T , 并称之为有

限时区上的齐次随机 LQ 最优控制问题. 此时的值函数记为 V 0
T (·).

当 T = ∞ 时, 考虑如下形式的随机控制系统:dX(t) = [AX(t) +Bu(t) + b(t)]dt+ [CX(t) +Du(t) + σ(t)]dW (t), t > 0,

X(0) = x,
(1.6)
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以及如下形式的代价泛函:

J∞(x;u(·)) , E
∫ ∞

0

[⟨QX(t), X(t)⟩+ 2⟨SX(t), u(t)⟩+ ⟨Ru(t), u(t)⟩

+ 2⟨q(t), X(t)⟩+ 2⟨r(t), u(t)⟩]dt, (1.7)

其中,系数 A, B, C, D, Q, S 和 R 均为常值矩阵,状态方程中的非齐次项 b(·)和 σ(·)以及代价泛函中
的一阶系数 q(·) 和 r(·) 满足以下条件:

(H2) b, σ, q : [0,∞) → Rn, r : [0,∞) → Rm 均为确定性的 Lebesgue 可测函数, 且满足∫ ∞

0

[|b(t)|2 + |σ(t)|2 + |q(t)|2 + |r(t)|2]dt < ∞.

在无限时区下, 为确保代价泛函 (1.7) 中的被积过程可积, 定义关于初始状态 x 的容许控制集为

Uad(x) ,
{
u(·) ∈ L2

F(0,∞;Rm)

∣∣∣∣E∫ ∞

0

|X(t;x, u(·))|2dt < ∞
}
. (1.8)

从而, 无限时区 [0,∞) 上的随机 LQ 最优控制问题可表述如下:

问题 (SLQ)∞ 对于任意给定的初始状态 x ∈ Rn, 寻找容许控制 ū(·) ∈ Uad(x), 使得

J∞(x; ū(·)) = inf
u(·)∈Uad(x)

J∞(x;u(·)) ≡ V∞(x).

与有限时区的情况类似, 当 b(·), σ(·), q(·) 和 r(·) 均恒等于 0 时, 记相应的最优控制问题为问题

(SLQ)0∞, 并称之为无限时区 [0,∞)上的齐次随机 LQ最优控制问题.此时的代价泛函和值函数分别记

为 J0
∞(x;u(·)) 和 V 0

∞(·).
关于 LQ最优控制问题的研究,可追溯到 1960年左右由 Bellman等 [5], Kalman [18] 和 Letov [21] 等

所进行的关于常微分方程 (ordinary differential equation, ODE) 系统的开创性工作. 关于 ODE 的 LQ

理论的标准结果可以参见文献 [1, 20, 42, 44] 等的先驱性工作. 同时也可参阅最优控制理论的经典著作

(参见文献 [45]).

随着确定性最优控制研究的不断发展, 借助现代概率论的工具, 随机 LQ 问题也在 20 世纪 60 年

代得到了开创性研究, 这得益于 Kushner [19] 和 Wonham [43] 的先驱性工作. 关于经典的随机 LQ 问题

的研究, 可以参见文献 [7, 12] 等著名研究. 1998 年, Chen 等 [10] 发现, 在随机 LQ 问题中, 代价泛函中

的加权矩阵在某些条件下可以是不确定的. 特别地, 代价泛函 (1.2) 中的权重矩阵 R(·) 的半正定性不
再是随机 LQ 问题中最优控制存在的必要条件. 此外, Yong 和 Zhou [45] 在其专著中详细介绍了 21 世

纪之前关于随机 LQ 问题的研究进展.

自 2010年初以来,本文作者及其合作者们开始从不同角度研究关于 SDE的随机 LQ最优控制问

题, 引入了有限性、开环和闭环可解性等概念, 并探讨了这些概念之间的关系以及相应的刻画准则. 特

别地, 凭借微分/代数 Riccati 方程的解, 开环最优控制通常具有闭环表示. 这方面的具体研究可参见

文献 [28, 29,31–34,36] 等工作.

本文探讨的另一个主题是随机 LQ 最优控制的 turnpike 性质 (有学者将其译为 “大道性质”).

Turnpike性质的命名源自美国的收费公路系统.在美国,收费公路通常被称为 turnpike. 这些公路是为

了长途旅行和运输而设计的高速公路,通常是直线或者近乎直线的. 在最优控制理论中, turnpike现象

的命名正是因为它与这种收费公路的性质相似. 具体而言, turnpike 现象描述了在一个有限但足够长

的控制时间段内, 系统的最优控制策略会使系统的状态轨迹在大部分时间接近某个稳定状态, 而只有
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在起始和终止的时间段内会有显著的偏离. 这与收费公路的直线性质类似, 即在大部分行程中车辆会

保持直线行驶, 只有在入口和出口处才会进行较大的转向或调整. 这种性质在经济学、工程学和其他

应用领域的长期规划中具有重要意义,因为它表明在多数时间内系统的控制策略会趋向于一个相对稳

定的状态, 利用这个稳定状态作为近似最优解, 从而简化长时间控制问题的分析和设计.

关于 turnpike 性质的研究可追溯到 1945 年 von Neumann [41] 在无限时间尺度下针对确定性最优

增长问题开展的工作. 1958 年, Dorfman 等 [13] 首次提出了 “turnpike” 这一术语. 该概念在文献 [9] 中

得到了详细阐述. 几十年来, turnpike理论吸引了众多学者的关注,因为它通常能够直观地描述最优解

的长期稳定特性, 无需进行复杂的解析计算, 从而显著简化了求解这类最优控制问题的数值方法. 在

离散时间和连续时间的确定性系统背景下, 学者们对有限维和无限维问题进行了广泛的研究, 相关文

献包括但不限于文献 [8, 11, 14–16, 22, 27, 30, 37, 38, 46–48]. 这些研究不仅扩展了理论的深度和广度, 还

为实际应用提供了重要的指导和方法.

关于确定性 LQ 最优控制问题, Porretta和 Zuazua [26] 以及 Trélat 和 Zuazua [40] 证明了在状态方

程能控和代价泛函能观的条件下,最优对具有指数 turnpike性质. 具体而言,针对以下形式的 ODE控

制系统: Ẋ(t) = AX(t) +Bu(t) + b, t > 0,

X(0) = x,

以及以下形式的代价泛函:

JT (x;u(·)) ,
∫ T

0

[⟨QX(t), X(t)⟩+ 2⟨SX(t), u(t)⟩+ ⟨R(t)u(t), u(t)⟩

+ 2⟨q,X(t)⟩+ 2⟨r, u(t)⟩]dt,

文献 [26, 40] 证明了存在与控制时长 T 无关的常数 K,λ > 0, 使得确定性 LQ 问题的最优对 (X̄T (·),
ūT (·)) 满足不等式

|X̄T (t)− x∗|+ |ūT (t)− u∗| 6 K[e−λt + e−λ(T−t)], ∀ t ∈ [0, T ], (1.9)

其中, (x∗, u∗) 是以下静态优化问题 (有限维的条件极值问题) 的解:

min F0(x, u) , ⟨Qx, x⟩+ 2⟨Sx, u⟩+ ⟨Ru, u⟩+ 2⟨q, x⟩+ 2⟨r, u⟩

s.t. Ax+Bu+ b = 0.
(1.10)

这一指数 turnpike 性质 (1.9) 意味着, 对任一常数 δ ∈ (0, 1
2 ), 都有以下估计:

|X̄T (t)− x∗|+ |ūT (t)− u∗| 6 2Ke−λδT , ∀ t ∈ [δT, (1− δ)T ].

由于 T 较大时, 即便 δ 很小, 不等式右边的这一项 2Ke−λδT 也非常接近于 0, 所以在控制区间的大部

分时间里, 最优对 (X̄T (·), ūT (·)) 近似等于静态优化问题 (1.10) 的解 (x∗, u∗).

本文将介绍在随机情形下相应的 LQ 最优控制问题的 turnpike 结果. 为叙述简便起见, 本文只讨

论常系数的情形, 即状态方程具有如下形式:dX(t) = [AX(t) +Bu(t) + b]dt+ [CX(t) +Du(t) + σ]dW (t), t > 0,

X(0) = x,
(1.11)
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代价泛函具有如下形式:

JT (x;u(·)) , E
∫ ∞

0

[⟨QX(t), X(t)⟩+ 2⟨SX(t), u(t)⟩+ ⟨R(t)u(t), u(t)⟩

+ 2⟨q,X(t)⟩+ 2⟨r, u(t)⟩]dt, (1.12)

其中, 系数 A, B, C, D, Q, R 和 S 均为常数矩阵, b, σ, q 和 r 均为常数向量. 令 (X̄T (·), ūT (·)) 为问题
(SLQ)T 关于初始状态 x 的最优对, 并分别令 µT (t;x) 和 νT (t;x) 为 X̄T (t) 和 ūT (t) 的概率分布. 本文

将阐述分布意义下的指数 turnpike 性质, 即存在唯一的与初始状态 x 和控制时长 T 无关的概率分布

µ∗ 和 ν∗ (分别定义在 Rn 和 Rm 上) 以及与 x 和 T 无关的常数 K,λ > 0, 使得

d(µT (t;x), µ
∗) + d(νT (t;x), ν

∗) 6 K(|x|2 + 1)[e−λt + e−λ(T−t)], ∀ t ∈ [0, T ],

其中, d(· , ·) 为概率分布的 Wasserstein 度量.

本文将聚焦于随机 LQ 最优控制问题. 考虑到该领域的发展庞大且内容广泛, 本文并未意图全面

覆盖所有相关的研究进展, 而是重点总结了作者及其合作者们的近期工作成果.

本文的余下内容将按如下方式展开. 第 2节从开环和闭环两个角度介绍有限时区上的随机 LQ最

优控制问题的可解性. 第 3 节深入探讨随机 LQ 最优控制问题在无穷控制区间上的开环和闭环可解

性. 第 4 节进一步讨论随机 LQ 最优控制问题的 turnpike 性质.

2 有限时区上的随机线性二次最优控制问题

本节讨论有限时区上的随机 LQ 最优控制问题. 我们将介绍该问题的开环和闭环可解性, 讨论它

们的关系, 并分别给出相应的刻画准则.

首先, 给出开环可解性的定义.

定义 2.1 若存在 ū(·) ∈ U [0, T ] 使等式 (1.3) 成立, 则称问题 (SLQ)T 在初始状态 x ∈ Rn 下开

环可解. 此时, 称 ū(·) 为对应于初始状态 x 的开环最优控制, 称 X̄(·) ≡ X(· ;x, ū(·)) 和 (X̄(·), ū(·)) 为
相应的开环最优状态过程和开环最优对. 若对任意的初始状态 x ∈ Rn, 问题 (SLQ)T 均在 x 下开环可

解, 则称问题 (SLQ)T 是开环可解的.

由于状态方程的漂移项和扩散项是状态—控制组合 (X(·), u(·)) 的仿射函数, 并且代价泛函由

(X(·), u(·)) 的二次型和线性项组成, 故在假设 (H1) 下, 代价泛函具有如下泛函表示:

JT (x;u(·)) = ⟨Mu(·), u(·)⟩+ 2⟨L(x), u(·)⟩+N (x), (2.1)

其中, M : U [0, T ] → U [0, T ] 为有界自伴算子, L(x) ∈ U [0, T ], N (x) 为依赖 x 的标量. 在 (2.1) 中, 我

们用之前的记号 ⟨· , ·⟩ 表示 Hilbert 空间 U [0, T ] 中的内积. 下文用 I 表示从 U [0, T ] 映射到其自身的

恒等算子.

利用上述泛函表示, 我们对问题 (SLQ)T 的开环可解性有如下刻画, 具体的证明过程可参见文

献 [25, 36].

命题 2.1 假设 (H1) 成立. 问题 (SLQ)T 在初始状态 x ∈ Rn 下开环可解当且仅当

M > 0, L(x) ∈ R(M). (2.2)

5
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换言之,问题 (SLQ)T 是开环可解的当且仅当M是一个非负算子,并且 L(x)在M的值域中. 当 (2.2)

成立时, ū(·) ∈ U [0, T ] 是对应于初始状态 x 的开环最优控制当且仅当

Mū(·) + L(x) = 0.

另外, 若存在常数 δ > 0 使得

M− δI > 0, (2.3)

则对任一初始状态 x ∈ Rn, 均存在唯一的开环最优控制 ū(·), 它由下式给出:

ū(·) = −M−1L(x).

条件 (2.3)等价于齐次随机 LQ最优控制问题的代价泛函 J0
T (0;u(·))在初始状态 x为 0时关于控

制 u(·) 的一致凸性, 即对于某个常数 δ > 0, J0
T (0;u(·)) 满足

J0

T (0;u(·)) > δ E
∫ T

0

|u(t)|2dt, ∀u(·) ∈ U [0, T ]. (2.4)

将命题 2.1 转化为随机微分方程的语言, 便得到问题 (SLQ)T 的开环可解性的如下刻画.

定理 2.1 (参见文献 [36, 定理 2.3.2]) 假设 (H1) 成立. 问题 (SLQ)T 在初始状态 x ∈ Rn 下开环

可解当且仅当以下两个条件成立:

(i) u(·) 7→ J0
T (0;u(·)) 为凸映射, 即

J0

T (0;u(·)) > 0, ∀u(·) ∈ U [0, T ];

(ii) 最优性系统

dX̄(t) = [A(t)X̄(t) +B(t)ū(t) + b(t)]dt+ [C(t)X̄(t) +D(t)ū(t) + σ(t)]dW (t),

dȲ (t) = −[A(t)⊤Ȳ (t) + C(t)⊤Z̄(t) +Q(t)X̄(t) + S(t)⊤ū(t) + q(t)]dt+ Z̄(t)dW (t),

X̄(0) = x, Ȳ (T ) = GX̄(T ) + g,

B(t)⊤Ȳ (t) +D(t)⊤Z̄(t) + S(t)X̄(t) +R(t)ū(t) + r(t) = 0

(2.5)

存在一个适定解 (X̄(·), ū(·), Ȳ (·), Z̄(·)).
在这种情况下, (X̄(·), ū(·)) 为一个开环最优对.

系统 (2.5)中的第二个方程为倒向随机微分方程 (backward stochastic differential equation, BSDE),

其适应解是关于 F 循序可测的二元组随机过程 (Ȳ (·), Z̄(·)). 该二元组被称作 (X̄(·), ū(·)) 的伴随过程.

系统 (2.5) 是一个正倒向随机微分方程 (forward-backward stochastic differential equation, FBSDE),通

过最后一个等式实现耦合. 系统 (2.5) 最后的等式也被称作平稳条件.

定理 2.1(ii) 实际上是 Pontryagin 最大值原理在随机 LQ 最优控制问题中的表现形式, 它是最优

控制满足的一个必要条件. 在 LQ 框架下, 当凸性条件 (i) 成立时, 它同样也是一个充分条件. 定理 2.1

虽然刻画了问题 (SLQ)T 的开环可解性, 但并没有说明如何构造开环最优控制.

接下来, 给出一个有趣的例子.
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例 2.1 考虑受控的 SDE dX(t) = u(t)dW (t), t ∈ [0, T ],

X(0) = x,

以及代价泛函

JT (x;u(·)) , E
[
2|X(T )|2 −

∫ T

0

|u(t)|2dt
]
.

显然,

E|X(t)|2 = E
[
|x|2 +

∫ t

0

|u(s)|2ds
]
, t ∈ [0, T ].

所以,

JT (x;u(·)) = E
[ ∫ T

0

|u(t)|2dt+ 2|x|2
]
.

因此, 对应的随机 LQ 问题有唯一的开环最优控制 ū(·) = 0. 然而, 在这个例子中, R(·) = −1 < 0. 这

意味着与确定性 LQ 问题不同, 在随机情形, R(·) > 0 并不是开环最优控制存在的必要条件.

考虑开环最优控制的构造问题. 假设对所有的 t > 0, R(t)−1 均存在, 则开环最优控制可由下式

给出:

ū(t) = −R(t)−1[B(t)⊤Ȳ (t) +D(t)⊤Z̄(t) + S(t)X̄(t) + r(t)], t ∈ [0, T ].

这意味着, 为了确定控制 ū(·) 在时刻 t 的值 ū(t), 除了开环最优过程 X̄(·) 的值 X̄(t) 以外, 还需要知

道系统 (2.5) 中 BSDE 的适应解 (Ȳ (·), Z̄(·)) 的值 (Ȳ (t), Z̄(t)). 而 (Ȳ (t), Z̄(t)) 由 X̄(·) 的未来值 X̄(T )

决定. 因此, 上述结论虽有其数学意义, 但缺乏实际应用价值.

为了构造更为 “实用” 的最优控制, 令 Θ[0, T ] = L2(0, T ;Rm×n), 并引入以下定义.

定义 2.2 假设问题 (SLQ)T 开环可解. 若存在独立于初始状态 x 的二元组 (Θ(·), v(·)) ∈ Θ[0, T ]

×U [0, T ], 使得对应于初始状态 x 的开环最优控制 ū(· ;x) 具有如下形式:

ū(t;x) = Θ(t)X̄(t) + v(t), t ∈ [0, T ],

其中, X̄(·) 是闭环系统
dX̄(t) = {[A(t) +B(t)Θ(t)]X̄(t) +B(t)v(t) + b(t)}dt

+ {[C(t) +D(t)Θ(t)]X̄(t) +D(t)v(t) + σ(t)}dW (t), t ∈ [0, T ],

X̄(0) = x

的解, 则称开环最优控制 ū(· ;x) 具有一个闭环表示 (也称作状态反馈表示).

为了从开环最优控制的刻画 (定理 2.1) 中探求闭环表示的可能性, 我们尝试对最优性系统 (2.5)

作如下假设:

Ȳ (t) = P (t)X̄(t) + η(t), t ∈ [0, T ], (2.6)

其中, P (·) 为某个取值于 Sn 的可微确定性函数, η(·) 为以下具有待定系数 γ(·) 的 ODE 的解:

dη(t) = γ(t)dt, η(T ) = g.

7
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同时, 我们希望 Z̄(·) 也能类似地利用 X̄(·) 的非预期形式表示, 即在不使用 X̄(·) 的未来值的情况下确
定 Z̄(·) 在时刻 t 的值 Z̄(t), 从而原则上能够实际确定 ū(t). 这种方法在文献 [6] 中被称为不变嵌入,

也曾被 Ma 等 [23] 及 Ma 和 Yong [24] 用于解耦一般的 FBSDE. 若 (2.6) 成立, 则由 Itô 公式可得 (为书

写简便, 以下省略时间变量 t)

− (A⊤Ȳ + C⊤Z̄ +QX̄ + S⊤ū+ q)dt+ Z̄dW

= dȲ

= [Ṗ X̄ + P (AX̄ +Bū+ b) + γ]dt+ P (CX̄ +Dū+ σ)dW. (2.7)

比较上述扩散项可得

Z̄ = P (CX̄ +Dū+ σ). (2.8)

将 (2.6) 和 (2.8) 代入系统 (2.5) 中的平稳条件, 可得

0 = B⊤Ȳ +D⊤Z̄ + SX̄ +Rū+ r

= B⊤(PX̄ + η) +D⊤P (CX̄ +Dū+ σ) + SX̄ +Rū+ r

= (B⊤P +D⊤PC + S)X̄ + (R+D⊤PD)ū+B⊤η +D⊤Pσ + r.

假定对于某个常数 δ > 0, 下式成立:

R(t) +D(t)⊤P (t)D(t) > δIm, a.e. t ∈ [0, T ]. (2.9)

从而 R+D⊤PD 可逆, 并有

ū = −(R+D⊤PD)−1[(B⊤P +D⊤PC + S)X̄ +B⊤η +D⊤Pσ + r]. (2.10)

接下来, 通过比较等式 (2.7) 等号两边的漂移项, 并将 (2.6) 和 (2.8) 代入可得

0 = A⊤Ȳ + C⊤Z̄ +QX̄ + S⊤ū+ q + Ṗ X̄ + P (AX̄ +Bū+ b) + γ

= (Ṗ + PA+A⊤P + C⊤PC +Q)X̄ + (PB + C⊤PD + S⊤)ū

+A⊤η + C⊤Pσ + Pb+ q + γ.

将 (2.10) 代入到上式中, 立得

0 = [Ṗ+PA+A⊤P+C⊤PC+Q− (PB+C⊤PD+S⊤)(R+D⊤PD)−1(B⊤P+D⊤PC+S)]X̄

+ (A+BΘ)⊤η + (C +DΘ)⊤Pσ +Θ⊤r + Pb+ q + γ,

其中,

Θ , −(R+D⊤PD)−1(B⊤P +D⊤PC + S).

因此, P (·) 应满足微分 Riccati 方程
Ṗ + PA+A⊤P + C⊤PC +Q

− (PB + C⊤PD + S⊤)(R+D⊤PD)−1(B⊤P +D⊤PC + S) = 0, t ∈ [0, T ],

P (T ) = G,

(2.11)

8
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η(·) 应满足 ODEη̇(t) + (A+BΘ)⊤η + (C +DΘ)⊤Pσ +Θ⊤r + Pb+ q = 0, t ∈ [0, T ],

η(T ) = g.
(2.12)

综合上述分析, 不难证明如下结论:

命题 2.2 设 (H1)成立. 若问题 (SLQ)T 开环可解,并且微分 Riccati方程 (2.11)有满足 (2.9)的

解 P (·) (从而 ODE (2.12) 唯一可解), 则开环最优控制 ū(·) 具有闭环表示 (2.10).

上述结论提供了一个重新思考问题 (SLQ)T 的角度, 下面就此展开讨论. 考虑如下的 SDE:
dX(t) = {[A(t) +B(t)Θ(t)]X(t) +B(t)v(t) + b(t)}dt

+ {[C(t) +D(t)Θ(t)]X(t) +D(t)v(t) + σ(t)}dW (t),

X(0) = x,

其中, (Θ(·), v(·)) ∈ Θ[0, T ]× U [0, T ] 被称为闭环策略. 称上述系统为闭环策略 (Θ(·), v(·)) 下的闭环系
统. 在 (H1) 成立的条件下, 该闭环系统存在唯一解 XΘ,v

x (·) ≡ X(· ;x,Θ(·), v(·)). 称

u(·) , Θ(·)XΘ,v

x (·) + v(·)

为闭环策略 (Θ(·), v(·)) 在初始状态 x 下的输出控制. 对应于这一输出控制的代价泛函可展开成如下

形式:

JT (x;Θ(·)XΘ,v

x (·) + v(·)) , JT (x;u(·))

= E
{∫ T

0

[⟨Q(t)XΘ,v

x (t), XΘ,v

x (t)⟩+ 2⟨S(t)XΘ,v

x (t), Θ(t)XΘ,v

x (t) + v(t)⟩

+ ⟨R(t)[Θ(t)XΘ,v

x (t) + v(t)], Θ(t)XΘ,v

x (t) + v(t)⟩+ 2⟨q(t), XΘ,v

x (t)⟩

+ 2⟨r(t), Θ(t)XΘ,v

x (t) + v(t)⟩]dt+ ⟨GXΘ,v

x (T ), XΘ,v

x (T )⟩+ 2⟨g,XΘ,v

x (T )⟩
}
.

定义 2.3 若闭环策略 (Θ̄(·), v̄(·)) ∈ Θ[0, T ]× U [0, T ] 满足

JT (x; Θ̄(·)XΘ̄,v̄

x (·) + v̄(·)) 6 JT (x;Θ(·)XΘ,v

x (·) + v(·)),

∀ (Θ(·), v(·)) ∈ Θ[0, T ]× U [0, T ], ∀x ∈ Rn,

则称其为问题 (SLQ)T 的一个闭环最优策略. 此时, 称问题 (SLQ)T 闭环可解. 若 (Θ̄(·), v̄(·)) 存在且唯
一, 则称问题 (SLQ)T 唯一闭环可解.

注 2.1 闭环最优策略 (Θ̄(·), v̄(·)) 与初始状态 x 无关.

注 2.2 Başar 在其早期研究 (如 20世纪 70年代的工作 [2,4] 及 1998 年专著 [3])中定义了开环

解、闭环解和反馈解, 这些定义适用于广泛的控制模型. 尽管本文中的闭环解定义与 Başar 的广义定

义在形式上有所不同, 但这主要源于模型的差异. 更多细节, 可以参考 Başar 的相关文献.

关于闭环可解性, 有以下等价命题.

命题 2.3 (参见文献 [36,命题 2.1.5]) 设 (H1)成立, 并令 (Θ̄(·), v̄(·)) ∈ Θ[0, T ]×U [0, T ],则下列

命题等价.
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(i) (Θ̄(·), v̄(·)) 是问题 (SLQ)T 的一个闭环最优策略.

(ii) 对任意的 x ∈ Rn 和 v(·) ∈ U [0, T ], 下式均成立:

JT (x; Θ̄(·)XΘ̄,v̄

x (·) + v̄(·)) 6 JT (x; Θ̄(·)XΘ̄,v

x (·) + v(·)).

(iii) 对任意的 x ∈ Rn 和 u(·) ∈ U [0, T ], 下式均成立:

JT (x; Θ̄(·)X Θ̄,v̄

x (·) + v̄(·)) 6 JT (x;u(·)).

根据上述命题不难看出, 问题 (SLQ)T 的闭环最优策略 (Θ̄(·), v̄(·)) 具有以下性质.

(1) 考虑下述随机 LQ 最优控制问题. 状态方程为dX(t) = [AΘ̄(t)X(t) +B(t)v(t) + b(t)]dt+ [CΘ̄(t)X(t) +D(t)v(t) + σ(t)]dW (t),

X(0) = x,
(2.13)

代价泛函为

J Θ̄

T (x; v(·)) , E
{∫ T

0

[⟨QΘ̄(t)X(t), X(t)⟩+ 2⟨SΘ̄(t)X(t), v(t)⟩+ ⟨R(t)v(t), v(t)⟩

+ 2⟨qΘ̄(t), X(t)⟩+ 2⟨r(t), v(t)⟩]dt+ ⟨GX(T ), X(T )⟩+ 2⟨g,X(T )⟩
}
, (2.14)

其中, 
AΘ̄(t) , A(t) +B(t)Θ̄(t), CΘ̄(t) , C(t) +D(t)Θ̄(t),

QΘ̄(t) , Q(t) + Θ̄(t)⊤S(t) + S(t)⊤Θ̄(t) + Θ̄(t)⊤R(t)Θ̄(t),

SΘ̄(t) , S(t) +R(t)Θ̄(t), qΘ̄(t) , q(t) + Θ̄(t)r(t).

如果 (Θ̄(·), v̄(·)) 是问题 (SLQ)T 的闭环最优策略, 则由命题 2.3(ii) 可知, v̄(·) 是上述随机 LQ 最优控

制问题的开环最优控制.

(2) 命题 2.3(iii) 表明, 输出控制 ū(·) , Θ̄(·)XΘ̄,v̄
x (·) + v̄(·) 是问题 (SLQ)T 在初始状态 x 下的开环

最优控制.

因此, 有如下推论.

推论 2.1 设 (H1) 成立. 若问题 (SLQ)T 闭环可解, 则它也是开环可解的.

上述结论的逆命题在通常情况下并不成立. 下面给出一个例子.

例 2.2 考虑一维受控 SDEdX(t) = u1(t)dt+ u2(t)dW (t), t ∈ [0, T ],

X(0) = x,

以及代价泛函

JT (x;u1(·), u2(·)) , E
[ ∫ T

0

|u2(t)|2dt+ |X(T )|2
]
.

此处, (u1(·), u2(·))⊤ 为取值在 R2 上的控制过程. 这一随机 LQ 问题是开环可解的. 事实上, 对任意的

x ∈ R 和任意的 0 < δ < T , 若令

ūδ
1(t) , −x

δ
1[0,δ](t), ū2(t) , 0, t ∈ [0, T ],
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则 X(T ) = 0, 且

JT (x; ū
δ
1(·), ū2(·)) = 0 = inf

(u1(·),u2(·))∈U [0,T ]
JT (x;u1(·), u2(·)).

因此, 这样的控制是开环最优控制. 但该问题并非闭环可解. 若不然, 设

Θ̄(·) ,

Θ̄1(·)

Θ̄2(·)

 , v̄(·) ,

v̄1(·)

v̄2(·)


为一个闭环最优策略. 则闭环系统满足 (令 X̄(·) , XΘ̄,v̄1,v̄2

x (·))dX̄(t) = [Θ̄1(t)X̄(t) + v̄1(t)]dt+ [Θ̄2(t)X̄(t) + v̄2(t)]dW (t),

X̄(0) = x.

由于输出控制

ū1(t) , Θ̄1(t)X̄(t) + v̄1(t), ū2(t) , Θ̄2(t)X̄(t) + v̄2(t)

为开环最优控制, 故必有

Θ̄2(t)X̄(t) + v̄2(t) = 0, X̄(T ) = 0.

继而,

dX̄(t) = [Θ̄1(t)X̄(t) + v̄1(t)]dt, X̄(0) = x, X̄(T ) = 0.

因此, 根据闭环最优策略的定义, 下式对所有的 x ∈ R 成立:

0 = X̄(T ) = xe
∫ T
0

Θ̄(τ)dτ +

∫ T

0

e
∫ T
s

Θ̄(τ)dτ v̄1(s)ds.

这显然是不可能的.

我们的下一个目标是刻画闭环最优策略. 为此, 先假设 (Θ̄(·), v̄(·)) 是一个闭环最优策略. 由命

题 2.3(ii) 可知, v̄(·) 是随机 LQ 问题 (2.13)–(2.14) 的开环最优控制. 再由定理 2.1(ii) 可知 (记 X̄(·) ,
X Θ̄,v̄

x (·))

dX̄(t) = [AΘ̄(t)X̄(t) +B(t)v̄(t) + b(t)]dt+ [CΘ̄(t)X̄(t) +D(t)v̄(t) + σ(t)]dW (t),

dȲ (t) = −[AΘ̄(t)⊤Ȳ (t) + CΘ̄(t)⊤Z̄(t) +QΘ̄(t)X̄(t) + SΘ̄(t)⊤v̄(t) + qΘ̄(t)]dt+ Z̄(t)dW (t),

X̄(0) = x, Ȳ (T ) = GX̄(T ) + g,

B(t)⊤Ȳ (t) +D(t)⊤Z̄(t) + SΘ̄(t)X̄(t) +R(t)v̄(t) + r(t) = 0.

为了强调对初始状态 x 的依赖性, 记 (Xx(·), Y x(·), Zx(·)) 为上述系统的适应解. 令

X̂(·) , Xx(·)−X0(·), Ŷ (·) , Y x(·)− Y 0(·), Ẑ(·) , Zx(·)− Z0(·).

于是, 

dX̂(t) = AΘ̄(t)X̂(t)dt+ CΘ̄(t)X̂(t)dW (t),

dŶ (t) = −[AΘ̄(t)⊤Ŷ (t) + CΘ̄(t)⊤Ẑ(t) +QΘ̄(t)X̂(t)]dt+ Ẑ(t)dW (t),

X̂(0) = x, Ŷ (T ) = GX̂(T ),

B(t)⊤Ŷ (t) +D(t)⊤Ẑ(t) + SΘ̄(t)X̂(t) = 0.

11
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令 x 的取值跑遍整个 Rn, 则下列矩阵值系统具有适应解 (X(·),Y(·),Z(·)):

dX(t) = AΘ̄(t)X(t)dt+ CΘ̄(t)X(t)dW (t),

dY(t) = −[AΘ̄(t)⊤Y(t) + CΘ̄(t)⊤Z(t) +QΘ̄(t)X(t)]dt+ Z(t)dW (t),

X(0) = In, Y(T ) = GX(T ),

B(t)⊤Y(t) +D(t)⊤Z(t) + SΘ̄(t)X(t) = 0.

显然, 对任意的 t ∈ [0, T ], X(t) 都是可逆的, 并且 X(·)−1 满足如下 SDE:d[X(t)−1] = −X(t)−1[AΘ̄(t)− CΘ̄(t)2]dt− X(t)−1CΘ̄(t)dW (t),

X(0)−1 = In.

定义

P (t) , Y(t)X(t)−1, Γ (t) , Z(t)X(t)−1, t ∈ [0, T ].

根据 Itô 公式, 有 (为书写简便, 以下省略时间变量 t)

dP = {−[(AΘ̄)⊤Y+ (CΘ̄)⊤Z+QΘ̄X]X−1 − YX−1[AΘ̄ − (CΘ̄)2]− ZX−1CΘ̄}dt

+ (ZX−1 − YX−1CΘ̄)dW

= −{(AΘ̄)⊤P + (CΘ̄)⊤Γ +QΘ̄ + P [AΘ̄ − (CΘ̄)2] + ΓCΘ̄}dt+ (Γ − PCΘ̄)dW.

令 Λ , Γ − PCΘ̄, 则上式转化为

dP = −[PAΘ̄ + (AΘ̄)⊤P + (CΘ̄)⊤PCΘ̄ + ΛCΘ̄ + (CΘ̄)⊤Λ+QΘ̄]dt+ ΛdW.

上式以及终端条件 P (T ) = G 构成了一个确定性系数且终端项非随机的 BSDE. 由适应解的唯一性,

必有 Λ(·) = 0. 因此, P (·) 实际上是以下 ODE 的解:Ṗ + PAΘ̄ + (AΘ̄)⊤P + (CΘ̄)⊤PCΘ̄ +QΘ̄ = 0,

P (T ) = G.
(2.15)

另外, 平稳条件等价于

0 = B⊤P +D⊤Γ + SΘ̄ = B⊤P +D⊤PC + S + (R+D⊤PD)Θ̄.

上式意味着

R(B⊤P +D⊤PC + S) ⊆ R(R+D⊤PD),

以及对于某个 Π(·) ∈ Θ[0, T ], 有

Θ̄ = −(R+D⊤PD)†(B⊤P +D⊤PC + S) + [Im − (R+D⊤PD)†(R+D⊤PD)]Π.

利用这一表达式, 可知

PAΘ̄ + (AΘ̄)⊤P + (CΘ̄)⊤PCΘ̄ +QΘ̄

12
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= PA+A⊤P + C⊤PC +Q+ (PB + C⊤PD + S⊤)Θ̄ + Θ̄⊤(B⊤P +D⊤PC + S)

+ Θ̄⊤(R+D⊤PD)Θ̄

= PA+A⊤P + C⊤PC +Q− (PB + C⊤PD + S⊤)(R+D⊤PD)†(B⊤P +D⊤PC + S).

从而, (2.15) 转化为以下微分 Riccati 方程 (该方程推广了 (2.11)):

Ṗ (t) + P (t)A(t) +A(t)⊤P (t) + C(t)⊤P (t)C(t) +Q(t)

− [P (t)B(t) + C(t)⊤P (t)D(t) + S(t)⊤][R(t) +D(t)⊤P (t)D(t)]†

× [B(t)⊤P (t) +D(t)⊤P (t)C(t) + S(t)] = 0,

P (T ) = G.

(2.16)

定义 2.4 如果函数 P (·) ∈ C([0, T ];Sn) 满足 (2.16) 以及下列条件:
R(t) +D(t)⊤P (t)D(t) > 0, a.e. t ∈ [0, T ],

R(B(t)⊤P (t) +D(t)⊤P (t)C(t) + S(t)) ⊆ R(R(t) +D(t)⊤P (t)D(t)), a.e. t ∈ [0, T ],

[R(·) +D(·)⊤P (·)D(·)]†[B(·)⊤P (·) +D(·)⊤P (·)C(·) + S(·)] ∈ Θ[0, T ],

(2.17)

则称其为微分 Riccati 方程 (2.16) 在 [0, T ] 上的正则解.

借助上述定义, 介绍一些有关闭环最优策略的重要结论.

定理 2.2 (参见文献 [36, 定理 2.4.3]) 设 (H1) 成立. 问题 (SLQ)T 闭环可解当且仅当以下条件

成立:

(i) 微分 Riccati 方程 (2.16) 存在正则解 P (·) ∈ C([0, T ];Sn);
(ii) ODE 

η̇(t) + [A(t) +B(t)Θ(t)]⊤η(t) + [C(t) +D(t)Θ(t)]⊤P (t)σ(t)

η(t) +Θ(t)⊤r(t) + P (t)b(t) + q(t) = 0,

η(T ) = g

(2.18)

的解 η(·) 满足

κ(t) , B(t)⊤η(t) +D(t)⊤P (t)σ(t) + r(t) ∈ R(R(t) +D(t)⊤P (t)D(t)),

ν(·) , −[R(·) +D(·)⊤P (·)D(·)]†κ(·) ∈ U [0, T ],

其中, 在 (2.18) 中,

Θ(t) , −[R(t) +D(t)⊤P (t)D(t)]†[B(t)⊤P (t) +D(t)⊤P (t)C(t) + S(t)].

进一步地, 当问题 (SLQ)T 闭环可解时, 下式给出了所有的闭环最优策略 (Θ̄(·), v̄(·)):

Θ̄(t) = Θ(t) + {Im − [R(t) +D(t)⊤P (t)D(t)]†[R(t) +D(t)⊤P (t)D(t)]}Π(t),

v̄(t) = ν(t) + {Im − [R(t) +D(t)⊤P (t)D(t)]†[R(t) +D(t)⊤P (t)D(t)]}π(t),

13
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其中, (Π(·), π(·)) ∈ Θ[0, T ]× U [0, T ] 是任意的. 并且, 值函数具有如下表示:

VT (x) = ⟨P (0)x, x⟩+ 2⟨η(0), x⟩+
∫ T

0

[⟨P (t)σ(t), σ(t)⟩+ 2⟨η(t), b(t)⟩

− ⟨[R(t) +D(t)⊤P (t)D(t)]†κ(t), κ(t)⟩]dt.

在上述定理中, η(·) 满足的 ODE 与前文中的 (2.12) 相同, 可以通过定义

η(t) , Ȳ (t)− P (t)X̄(t)

以及对 η(·) 应用 Itô 公式推导得到. 这大体上可以证明定理 2.2 的必要性. 对 ⟨P (·)X(·), X(·)⟩ 应用
Itô 公式和配方法可证得定理 2.2 的充分性. 同时, 在证明中可看到, (2.17) 中的第一个条件保证了映

射 u(·) 7→ J0
T (0;u(·)) 的凸性.

定理 2.2 虽然指出了问题 (SLQ)T 的闭环可解性与微分 Riccati 方程 (2.16) 的正则可解性之间的

等价关系, 却没有解决 “何时闭环可解” 这一问题. 下面的结果给出了后者的回答.

定理 2.3 (参见文献 [36, 定理 2.5.6]) 设 (H1) 成立. 以下命题等价:

(i) u(·) 7→ J0
T (0;u(·)) 为一致凸映射, 换言之, 存在常数 δ > 0 使得不等式 (2.4) 成立;

(ii)微分 Riccati方程 (2.16)在 [0, T ]上存在正则解 P (·),并且使得不等式 (2.9)对某个常数 δ > 0

成立.

这里又一次涉及了映射 u(·) 7→ J0
T (0;u(·))的一致凸性. 下面的命题给出了一个使得一致凸性成立

的简单条件.

命题 2.4 (参见文献 [36, 命题 2.5.1]) 设对于某个常数 δ > 0, 标准条件

G > 0, R(t) > δIm, Q(t)− S(t)⊤R(t)−1S(t) > 0, a.e. t ∈ [0, T ] (2.19)

成立, 则映射 u(·) 7→ J0
T (0;u(·)) 具有一致凸性.

由此, 结合本节之前的讨论, 当条件 (2.19) 成立时, 问题 (SLQ)T 是闭环可解的, 从而也是开环可

解的.

3 无穷时区上的随机线性二次最优控制问题

本节讨论无限时区上的随机 LQ 最优控制问题. 考虑状态系统 (1.6) 和代价泛函 (1.7). 此时的系

数 A, B, C, D, Q, S 和 R 均为常值矩阵, 状态方程中的非齐次项 b(·) 和 σ(·) 以及代价泛函中的一阶
系数 q(·) 和 r(·) 满足假设 (H2).

在假设 (H2)下,对任意给定的初始状态 x ∈ Rn 和控制 u(·) ∈ U [0,∞) , L2
F(0,∞;Rm),状态方程

(1.6) 存在唯一解 X(·) ≡ X(· ;x, u(·)). 该解局部平方可积, 但在 [0,∞) 上不一定全局平方可积. 因此,

U [0,∞) 中的控制并非全部是容许的, 即 u(·) ∈ U [0,∞) 不一定能保证 (1.7) 中的被积过程在 [0,∞)

上可积. 因此, 用 (1.8) 作为问题 (SLQ)∞ 关于初始状态 x 的容许控制集的定义, 即

Uad(x) ,
{
u(·) ∈ U [0,∞)

∣∣∣∣E ∫ ∞

0

|X(t;x, u(·))|2dt < ∞
}
.

容许控制集的这一定义虽然保证了代价泛函 (1.7) 中的积分有意义, 但 Uad(x) 的结构并不清晰, 我们

甚至无法从上述定义中确定 Uad(x) 是否非空.

14
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为了进一步了解 Uad(x), 首先考虑无控制的齐次 SDE (即, 令 (1.6) 中的 u(·) = b(·) = σ(·) = 0):

dX(t) = AX(t)dt+ CX(t)dW (t), t > 0.

为方便起见, 记上述系统为 [A,C].

定义 3.1 若对任意的初始状态 x ∈ Rn, 系统 [A,C] 的解 X(·) ≡ X(· ;x) 都满足

E
∫ ∞

0

|X(t)|2dt < ∞,

则称该系统为 L2 稳定的.

下面的结论刻画了系统 [A,C] 的 L2 稳定性, 其证明可参见文献 [36].

命题 3.1 (参见文献 [36, 定理 3.2.3]) 系统 [A,C] 是 L2 稳定的当且仅当存在 P ∈ Sn+ 使得以下
Lyapunov 不等式成立:

PA+A⊤P + C⊤PC < 0.

此时, 对任意的 Λ ∈ Sn, Lyapunov 方程

PA+A⊤P + C⊤PC + Λ = 0

存在唯一解 P ∈ Sn, 该解由 P = E
∫∞
0

Φ(t)⊤ΛΦ(t)dt 给出, 其中, Φ(·) 是下列矩阵值 SDE 的解:dΦ(t) = AΦ(t)dt+ CΦ(t)dW (t), t > 0,

Φ(0) = In.

接下来, 进一步考虑非齐次 SDEdX(t) = [AX(t) + f(t)]dt+ [CX(t) + g(t)]dW (t), t ∈ [0,∞),

X(0) = x,
(3.1)

以及 BSDE

dY (t) = −[A⊤Y (t) + C⊤Z(t) + h(t)]dt+ Z(t)dW (t), t ∈ [0,∞). (3.2)

我们有如下结论.

命题 3.2 (参见文献 [36, 命题 3.2.4]) 设系统 [A,C] 是 L2 稳定的, 则对任意的 f(·), g(·), h(·) ∈
L2
F(0,∞;Rn), SDE (3.1) 存在唯一解 X(·) ∈ L2

F(0,∞;Rn), 该解满足

E
∫ ∞

0

|X(t)|2dt 6 K

{
|x|2 + E

∫ ∞

0

[|f(t)|2 + |g(t)|2]dt
}
.

同时, BSDE (3.2) 也存在唯一的 L2 稳定适应解 (Y (·), Z(·)), 该解满足

E
[

sup
06t<∞

|Y (t)|2 +
∫ ∞

0

|Z(t)|2dt
]
6 KE

∫ ∞

0

|h(t)|2dt,

其中 K 是与 x, f(·), g(·) 和 h(·) 无关的正常数.

15
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注 3.1 BSDE (3.2) 的 L2 稳定适应解是满足以下条件的一对随机过程 (Y (·), Z(·)):
(i) Y (·), Z(·) ∈ L2

F(0,∞;Rn);

(ii) (Y (·), Z(·)) 满足 (3.2) 的积分形式

Y (t) = Y (0)−
∫ t

0

[A⊤Y (s) + C⊤Z(s) + h(s)]ds+

∫ t

0

Z(s)dW (s), t > 0.

现在考虑受控的齐次 SDE

dX(t) = [AX(t) +Bu(t)]dt+ [CX(t) +Du(t)]dW (t), t > 0.

为简便起见, 记上述系统为 [A,C;B,D].

定义 3.2 若存在矩阵 Θ ∈ Rm×n 使得无控制系统 [A + BΘ,C +DΘ] 是 L2 稳定的, 则称系统

[A,C;B,D] 是 L2 能稳的. 此时, 称 Θ 为系统 [A,C;B,D] 的一个稳定器, 并记 S [A,C;B,D] 为系统

[A,C;B,D] 的所有稳定器构成的集合.

下面的结论给出了容许控制集 Uad(x) 非空的充分必要条件.

命题 3.3 (参见文献 [36, 定理 3.3.5]) 设 (H2) 成立, 则以下命题等价:

(i) 对任意的 x ∈ Rn, 有 Uad(x) ̸= ∅;
(ii) S [A,C;B,D] ̸= ∅;
(iii) 代数 Riccati 方程 (algebraic Riccati equation, ARE)

PA+A⊤P + C⊤PC + In − (PB + C⊤PD)(Im +D⊤PD)−1(B⊤P +D⊤PC) = 0

存在解 P ∈ Sn+.
当 (iii) 成立时,

−(Im +D⊤PD)−1(B⊤P +D⊤PC) ∈ S [A,C;B,D],

且对任意的 Θ ∈ S [A,C;B,D], 容许控制集具有如下结构:

Uad(x) = {ΘXΘ,v

x (·) + v(·) | v(·) ∈ U [0,∞)}, ∀x ∈ Rn. (3.3)

上式中, XΘ,v
x (·) 为下列闭环系统的解:dX(t) = [(A+BΘ)X(t) +Bv(t) + b(t)]dt+ [(C +DΘ)X(t) +Dv(t) + σ(t)]dW (t),

X(0) = x.

从上述命题中可以看出, 当 Uad(x) = ∅ 时, 问题 (SLQ)∞ 无意义. 因此, 我们作出如下假设:

(H3) 系统 [A,C;B,D] 是 L2 能稳的, 换言之, S [A,C;B,D] ̸= ∅.
另外, 由 (3.3) 可知, 对任意的 Θ1, Θ2 ∈ S [A,C;B,D], 都有

{Θ1X
Θ1,v

x (·) + v(·) | v(·) ∈ U [0,∞)} = {Θ2X
Θ2,v

x (·) + v(·) | v(·) ∈ U [0,∞)}, ∀x ∈ Rn.

因此, 针对容许控制的构造, 只需任取一个方便的稳定器 Θ ∈ S [A,C;B,D] 即可.

现在, 可以效仿问题 (SLQ)T , 给出如下定义.
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定义 3.3 (i) 若存在 ū(·) ∈ Uad(x) 使得

J∞(x; ū(·)) = V∞(x),

则称问题 (SLQ)∞ 在初始状态 x ∈ Rn 下开环可解. 此时, 称 ū(·) 为对应于 x 的开环最优控制, 称

X̄(·) ≡ X(· ;x, ū(·))和 (X̄(·), ū(·))分别为相应的开环最优状态过程和开环最优对. 若对任意的 x ∈ Rn,

开环最优控制均存在, 则问题 (SLQ)∞ 是开环可解的.

(ii) 称 S [A,C;B,D] × U [0,∞) 中的元素为问题 (SLQ)∞ 的闭环策略. 若存在闭环策略 (Θ̄, v̄(·))
使得

J∞(x; Θ̄X Θ̄,v̄

x (·) + v̄(·)) 6 J∞(x;ΘXΘ,v

x (·) + v(·)), ∀ (x,Θ, v(·)) ∈ Rn × S [A,C;B,D]× U [0,∞),

则称问题 (SLQ)∞ 闭环可解, 称 (Θ̄, v̄(·)) 为问题 (SLQ)∞ 的一个闭环最优策略.

接下来, 介绍本节的重要结论. 由于接下来的定理证明与定理 2.1 类似, 故仅给出结论, 省略具体

证明.

定理 3.1 设 (H2)–(H3) 成立. 设 Θ ∈ S [A,C;B,D], v̄(·) ∈ U [0,∞). 若

v(·) 7→ J0

∞(0;ΘXΘ,v

0 (·) + v(·))

为凸映射, 则容许控制

ū(·) , ΘX̄Θ,v̄

x (·) + v̄(·)

为初始状态 x 下的开环最优控制当且仅当 BSDE

dȲ (t) = −[A⊤Ȳ (t) + C⊤Z̄(t) +QX̄(t) + S⊤ū(t) + q(t)]dt+ Z̄(t)dW (t)

存在 L2 稳定适应解 (Ȳ (·), Z̄(·)), 且使得下述平稳条件成立:

B⊤Ȳ (·) +D⊤Z̄(·) + SX̄(·) +Rū(·) + r(·) = 0.

在介绍下一个结论之前, 需要先引入以下定义.

定义 3.4 若矩阵 P ∈ Sn 满足 ARE

PA+A⊤P + C⊤PC +Q

− (PB + C⊤PD + S⊤)(R+D⊤PD)†(B⊤P +D⊤PC + S) = 0,

R(B⊤P +D⊤PC + S⊤) ⊆ R(R+D⊤PD),

R+D⊤PD > 0,

(3.4)

且存在 Π ∈ Rm×n 使得

−(R+D⊤PD)†(B⊤P +D⊤PC + S) + [Im − (R+D⊤PD)†(R+D⊤PD)]Π ∈ S [A,C;B,D],

则称 P 为 ARE (3.4) 的一个稳定化解.

定理 3.2 (参见文献 [33, 定理 4.5]) 设 (H2) 和 (H3) 成立, 则下列命题等价:

(i) 问题 (SLQ)∞ 开环可解;

(ii) 问题 (SLQ)∞ 闭环可解;
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(iii) ARE (3.4) 存在稳定化解 P ∈ Sn, 且存在可微的 η(·) ∈ L2(0, T ;Rn) 使得

η̇(t) + [A−B(R+D⊤PD)†(B⊤P +D⊤PC + S)]⊤η(t)

+ [C −D⊤(R+D⊤PD)†(B⊤P +D⊤PC + S)]⊤Pσ(t)

− (B⊤P +D⊤PC + S)⊤(R+D⊤PD)†r(t) + Pb(t) + q(t) = 0;

θ(t) , B⊤η(t) +D⊤Pσ(t) + r(t) ∈ R(R+D⊤PD), a.s. t ∈ [0,∞).

在上述情形下, 下面的式子给出了所有的闭环最优策略 (Θ̄, v̄(·)):Θ̄ = −(R+D⊤PD)†(B⊤P +D⊤PC + S) + [Im − (R+D⊤PD)†(R+D⊤PD)]Π,

v̄(t) = −(R+D⊤PD)†θ(t) + [Im − (R+D⊤PD)†(R+D⊤PD)]π(t),

其中, Π ∈ Rm×n 使得 Θ̄ ∈ S [A,C;B,D], π(·) ∈ U [0,∞) 是任意的. 此外, 对任一给定初始状态 x, 每

个开环最优控制 ū(·) 均可由一个闭环最优策略 (Θ̄, v̄(·)) 闭环表示:

ū(t) = Θ̄X Θ̄,v̄

x (t) + v̄(t), t > 0.

并且, 值函数具有如下表达式:

V∞(x) = ⟨Px, x⟩+ 2⟨η(0), x⟩+
∫ ∞

0

[⟨Pσ(t), σ(t)⟩+ 2⟨η(t), b(t)⟩

− ⟨(R+D⊤PD)†θ(t), θ(t)⟩]dt.

与有限时区上的随机 LQ 最优控制问题类似, 上述结论只给出了开/闭环可解性与 ARE 之间的

等价关系, 并没有解决问题 (SLQ)∞ 何时开/闭环可解这一问题. 下面的条件保证了问题 (SLQ)∞ 的可

解性.

(H4) 对某个 Θ ∈ S [A,C;B,D], v(·) 7→ J0
∞(0;ΘXΘ,v

0 (·) + v(·)) 为一致凸映射. 换言之, 存在常数

δ > 0, 使得

J0

∞(0;ΘXΘ,v

0 (·) + v(·)) > δ E
∫ ∞

0

|v(t)|2dt, ∀ v(·) ∈ U [0,∞).

命题 3.4 设 (H2)–(H4) 成立, 则问题 (SLQ)∞ 开环可解.

4 随机线性二次最优控制的 turnpike 性质

在前面两节的基础上,本节进一步讨论问题 (SLQ)T 的 turnpike性质. 为了简洁呈现核心思想,考

虑常值系数的状态方程 (1.11) 和代价泛函 (1.12). 本节假设 (H3) 和下述条件成立:

(H5) 代价泛函 (1.12) 中的加权矩阵满足

R > 0, Q− S⊤R−1S > 0.

此时, 相应的微分 Riccati 方程 (2.16) 可写成
Ṗ (t) + P (t)A+A⊤P (t) + C⊤P (t)C +Q

−[P (t)B + C⊤P (t)D + S⊤][R+D⊤P (t)D]−1[B⊤P (t) +D⊤P (t)C + S] = 0, t ∈ [0, T ],

P (T ) = 0.

(4.1)
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由命题 2.4、定理 2.3 和 2.2 可知, 上述方程存在唯一解 P (·) ∈ C([0, T ];Sn), 并使得下式成立:

R+D⊤P (t)D > 0, ∀ t ∈ [0, T ].

进而,问题 (SLQ)T 唯一闭环可解 (从而唯一开环可解).注意,方程 (4.1)的解依赖区间长度 T ,为了强

调这一点, 将 (4.1) 的解记为 PT (·).
相应的 ARE (3.4) 可写成

PA+A⊤P + C⊤PC +Q

− (PB + C⊤PD + S⊤)(R+D⊤PD)−1(B⊤P +D⊤PC + S) = 0. (4.2)

类似于有限时区的情形, 可以证明 (参见文献 [17,35]), 在假设 (H3)和 (H5)下, 方程 (4.2)存在唯一解

P ∈ Sn, 并使得

R+D⊤PD > 0, Θ , −(R+D⊤PD)−1(B⊤P +D⊤PC + S) ∈ S [A,C;B,D].

通过对比 (4.1) 和 (4.2), 可以猜测 P 和 PT (·) 之间或许存在某些联系. 下面的结论阐明了这一点,

并且对 turnpike 性质的建立起着关键的作用.

命题 4.1 (参见文献 [30, 定理 4.1]) 设 (H3)和 (H5)成立. 存在与 T 无关的常数 K,λ > 0, 使得

|PT (t)− P | 6 Ke−λ(T−t), ∀ t ∈ [0, T ].

接下来, 介绍与随机 LQ 最优控制相对应的静态优化问题. 与确定性情形类似, 约束空间为

V , {(x, u) ∈ Rn × Rm | Ax+Bu+ b = 0}.

但此时的目标函数与确定性情形具有显著差异. 随机情形的目标函数由下式给出:

F (x, u) = ⟨Qx, x⟩+ ⟨Ru, u⟩+ 2⟨Sx, u⟩+ 2⟨q, x⟩+ 2⟨r, u⟩

+ ⟨P (Cx+Du+ σ), Cx+Du+ σ⟩.

也就是说, 此时的静态优化问题如下.

问题 (O) 寻找二元组 (x∗, u∗) ∈ V 使得

F (x∗, u∗) = min
(x,u)∈V

F (x, u) ≡ V.

利用 Lagrange 乘子法, 容易得到以下结果.

命题 4.2 (参见文献 [38, 命题 3.1]) 设 (H3) 和 (H5) 成立. 问题 (O) 存在唯一解, 并且二元组

(x∗, u∗) 是问题 (O) 的解当且仅当存在 λ∗ ∈ Rn 使得
Ax∗ +Bu∗ + b = 0,

A⊤λ∗ +Qx∗ + C⊤P (Cx∗ +Du∗ + σ) + S⊤u∗ + q = 0,

B⊤λ∗ +Ru∗ +D⊤P (Cx∗ +Du∗ + σ) + Sx∗ + r = 0.

(4.3)
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令 (x∗, u∗) 是问题 (O) 的解, λ∗ ∈ Rn 是 (4.3) 中的向量. 记

σ∗ , Cx∗ +Du∗ + σ, Θ , −(R+D⊤PD)−1(B⊤P +D⊤PC + S).

考虑以下 SDE:

dX∗(t) = (A+BΘ)X∗(t)dt+ [(C +DΘ)X∗(t) + σ∗]dW (t), t ∈ [0,∞). (4.4)

由于 [A + BΘ,C +DΘ] 是 L2 稳定的, 所以存在一个具有有限二阶矩的唯一初始分布 ρ∗, 使得 (4.4)

的解 X∗(·) 具有平稳分布. 换言之, 对于任意的 Borel 集合 Γ ∈ Rn, 下式均成立:

P[X∗(t) ∈ Γ ] = ρ∗(Γ ), ∀ t > 0,

具体证明详见文献 [37]. 定义

X∗(t) , X∗(t) + x∗, u∗(t) , ΘX∗(t) + u∗.

显然, X∗(·) 和 u∗(·) 也具有平稳分布. 分别记 X∗(·) 和 u∗(·) 的平稳分布为 µ∗ 和 ν∗.

有了上述准备工作, 现在给出本节的主要结果, 即问题 (SLQ)T 的指数 turnpike 性质.

定理 4.1 (参见文献 [38, 定理 3.2]) 设 (H3) 和 (H5) 成立. 令 (X̄T (·), ūT (·)) 为问题 (SLQ)T 关

于初始状态 x 的最优对, 则存在与 T 和 x 无关的常数 K,λ > 0, 使得

E|X̄T (t)−X∗(t)|2 + E|ūT (t)− u∗(t)|2 6 K(|x|2 + 1)[e−λt + e−λ(T−t)], ∀ t ∈ [0, T ].

上述定理有一些直接推论. 下面的第一个推论建立了问题 (SLQ)T 的积分和均方 turnpike 性质,

第二个推论指出了问题 (SLQ)T 的值函数在时间平均的意义下收敛到问题 (O) 的最优值.

推论 4.1 (参见文献 [38, 推论 3.3]) 设 (H3) 和 (H5) 成立, 则

lim
T→∞

1

T

∫ T

0

E[|X̄T (t)−X∗(t)|2 + |ūT (t)− u∗(t)|2]dt = 0,

lim
T→∞

1

T

∫ T

0

[|E[X̄T (t)]− x∗|2 + |E[ūT (t)]− u∗|2]dt = 0.

推论 4.2 (参见文献 [38, 推论 3.4]) 设 (H3) 和 (H5) 成立, 则

lim
T→∞

1

T
VT (x) = V, ∀x ∈ Rn.

最后, 利用定理 4.1 和 Wasserstein 度量的定义, 可以得到分布意义下的指数 turnpike 性质.

定理 4.2 (参见文献 [39, 定理 5.3]) 设 (H3) 和 (H5) 成立. 分别令 µT (t;x) 和 νT (t;x) 为 X̄T (t)

和 ūT (t) 的概率分布, 则存在与 T 和 x 无关的常数 K,λ > 0, 使得

d(µT (t;x), µ
∗) + d(νT (t;x), ν

∗) 6 K(|x|2 + 1)[e−λt + e−λ(T−t)], ∀ t ∈ [0, T ],

其中, d(· , ·) 为概率分布的 Wasserstein 度量.
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Abstract In this paper, we present an overview of recent developments in stochastic linear-quadratic optimal
control, integrating the latest relevant works of the authors and their collaborators. The paper is structured into
three closely related sections: stochastic linear-quadratic optimal control in finite time horizons, its counterpart
in infinite time horizons, and an examination of the turnpike property within stochastic linear-quadratic optimal
control.
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