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运载火箭助推段大攻角剖面高精度弹道解析解
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摘　　　要：针对运载火箭助推段预测校正制导方法中在线快速轨迹预测困难的问题，提出一

种适用于大攻角剖面的运载火箭助推段高精度弹道解析解。推导得到以质量为自变量的纵平面简化

动力学模型，并创新性地将攻角的正弦值设计为关于质量的多项式。因为大攻角机动的影响，简化

动力学模型依旧是高度非线性的，无法直接求得解析解。通过受力分析，构造近似多项式替代原方

程中非线性强但模值较小的项，并将真实值与近似值之差作为摄动小量。根据摄动理论可以对动力

学模型进行分阶以获得可以解析求解的子系统。对子系统积分可以得到速度、弹道倾角、航程和高

度的解析解。仿真实验表明：在大攻角条件下，所提出解析解的精度比现有解析解至少提升了

85%。
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运载火箭主动段关机点参数，特别是速度、弹

道倾角和高度，将直接决定入轨精度，因此主动段

弹道规划与制导是运载火箭设计的核心[1]。火箭在

主动段受力复杂，约束条件多，且速度、高度和弹道

倾角相互耦合，给弹道规划和制导带来了巨大的挑

战[2]。近年来，随着数学手段的发展，越来越多的新

方法被应用在运载火箭上升段制导问题上。在文

献 [3]中，Cheng等针对复杂上升轨迹规划问题，基

于 Newton-Kantorovich/伪谱方法，将其转化为凸规

划问题，利用现有的凸优化方法迭代求解。Sun等[4]

研究了离散约束和动力学方程的凸方法，提出了一

种基于缩小信赖域约束的迭代算法，提高了优化效

率，但由于轨迹优化方法对计算能力要求较高，还

无法在线应用。预测校正方法 [5-6] 因其鲁棒性强、

与轨迹优化法相比计算量相对较小等特点逐渐成

为运载火箭主动段制导律的研究热点。该方法常

用数值积分算法预测终端状态，根据状态偏差校正

当前控制剖面 [7]，然而弹道预测的计算效率将直接

决定制导律能否满足在线应用的要求。

为了减轻弹载计算机的负担以实现在线制导，

弹道解析解凭借较高的计算效率被越来越多的学

者所重视[8-9]。但由于推力的存在，助推段动力学方

程相互耦合且非线性强，很难获得高精度的解析

解。早在 1903年，齐奥尔科夫斯基在忽略重力和

气动力的假设下，推导得到了火箭速度与火箭质

量、推进剂比冲之间的关系 [10]，这是最早的运载火

箭主动段解析解。胡锦川在其博士论文中，忽略地

球自转，在零攻角假设下推导考虑气动力影响的运

载火箭主动段速度、高度和弹道倾角解析解 [11]。

Zhao等在文献 [11]的基础上，在零攻角处对各状态

量使用一阶泰勒级数展开，通过正则摄动法求得各

状态增量的解析解，进而推导得到非零攻角下的运

载火箭解析解 [12]，但随着攻角的增加，使用一阶泰

勒级数近似的精度将显著降低，因此 Zhao等推导

得到的解析解只适用于小攻角场景。

固体火箭发动机一般无法进行推力调节或提
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前关机，因此需要在高空执行大攻角机动以实现能

量管理 [13]，其攻角剖面的最大值有时甚至会超过

60°，此时无法再像文献 [13]和文献 [14]那样使用

零攻角假设来简化动力学模型，而大攻角条件下的

助推段动力学方程具有高度非线性的特点，各状态

量耦合严重，解析求解具有较大难度。因此本文在

考虑地球自转的前提下，研究了一种运载火箭在大

攻角剖面下的弹道解析解。首先，基于量级分析对

助推段动力学方程进行合理简化，建立以质量为自

变量的运载火箭纵平面运动简化方程；其次，根据

攻角的实际规律创新性地设计正弦攻角剖面，使用

切比雪夫插值多项式近似余弦攻角剖面；巧妙设计

简单多项式对动力学模型中的复杂非线性项进行

近似，利用辅助飞行变量求解近似多项式的系数；

然后，使用正则摄动法对原系统分阶并解析求解零

阶和一阶子系统；最后，通过数值仿真实验验证了

在大攻角的飞行条件下，与现有解析解相比，助推

段弹道解析解的精度至少提升了 85%。

 1　助推段动力学模型的简化

假设地球为一旋转的均质圆球，运载火箭质心

的运动方程[14] 如下：

dλ
dt
=

V cosγ sinψ
Rcosϕ

（1）

dϕ
dt
=

V cosγcosψ
R

（2）

dR
dt
= V sinγ （3）

dV
dt
= −D

m
+

P
m

cosαcosβ+ω2
eRcos2ϕsinγ−

gsinγ−ω2
eRsinϕcosϕcosγcosψ （4）

dγ
dt
=

L
mV
+

Psinα
mV

− gcosγ
V
+

V cosγ
R
+
ω2

eR
V
·(

cos2ϕcosγ+ sinϕcosϕsinγcosψ
)
+

2ωe cosϕsinψ （5）

dψ
dt
=

Z
mV cosγ

− Pcosαsinβ
mV cosγ

+

V cosγ sinψ tanϕ
R

+
ω2

eRsinϕcosϕsinψ
V cosγ

+

2ωe (sinϕ− cosϕ tanγcosψ) （6）

dm
dt
= −qm （7）

R λ ϕ

V γ

ψ m

D L Z

α β g

式中： 为火箭质心到地心的距离； 和 分别为经

度和纬度； 为相对地球的飞行速度； 为当地弹道

倾角； 为当地航向角（北偏东为正）； 为火箭质

量； 、 和 分别为气动阻力、气动升力和气动横

向力； 和 分别为攻角和侧滑角； 为当地重力加

ωe qm

P P0

Pa S N

速度； 为地球自转角速度； 为火箭质量流量；

为当地推力，其与真空推力 、当地大气压强

和火箭发动机尾喷管截面积 的关系为

P = P0−S N Pa （8）

由式 (1) ～  式 (8)可知，助推段动力学模型具

有高度非线性的特点，难以获得精确的解析解。因

此，有必要根据助推段弹道的特点，对上述方程进

行适当的简化。

x R

V γ m

在主动段飞行过程中，火箭主要在纵向平面内

进行机动转弯，由地球自转引起的横向运动范围较

小且容易修正，因此可以忽略横向运动，仅考虑纵

向平面内的运动，即仅以航程 、地心距 、飞行速

度 、弹道倾角 和质量 为状态量。

ωe ≈ 7.292 116×10−5 rad/ s
H 500 km R = Re+H < 6 871 km

ω2
eR < 0.04 m/s2 Re = 6 371 km

ω2
eR≪ g <

P/m

ωeR/V

ω2
eR/V

cosϕsinψ

cosϕsinψ = cosϕ0 sinψ0 ϕ0 ψ0 ϕ

ψ

首先，对速度方程（即式（4））进行简化，地球自

转角速度 [15] ，主动段飞行

高度 一般不超过 ，因此

且 ，其中， 为地球平均

半径。而火箭的推重比一定大于 1，即
，所以地球自转对飞行速度的影响可以忽略。

其次，对弹道倾角方程（式 (5)）进行简化。 项

可以视为火箭所处位置的地球自转线速度与火箭

飞行速度之比，该比值一定远小于 1，因此在方程

中，含 的项对弹道倾角的影响远小于科氏力

项，可以忽略。此外，在文献 [16]中已经证明了当

飞行器在纵向平面内飞行时， 为常数，即

，其中， 和 分别表示 和

的初值。

以米诺陶 IV运载火箭为例，其质量流量为常

值[17]，结合式 (7)可知，常值质量流量下质量和时间

可做线性变换，因此可以使用质量代替时间作为自

变量，如此一来，可以减少质心运动方程组的个数，

简化动力学模型，将式 (1) ～ 式 (6)除以式 (7)可得

dx
dm
= − V

qm
cosγ （9）

dR
dm
= − V

qm
sinγ （10）

dV
dm
= − 1

qm

(
−D

m
+

P0−S N Pa

m
cosα−gsinγ

)
（11）

dγ
dm
= − 1

qm

(
−gcosγ

V
+2ωe cosϕ0 sinψ0

)
−

1
qm

[
L

mV
+

(P0−S N Pa) sinα
mV

+
V cosγ

R

]
（12）

 2　攻角剖面设计

在纵向平面内，火箭通过调节攻角来改变推力

方向，进而调整轨迹。为了推导弹道解析解，需要
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α

sinα

设计一个攻角剖面。传统的运载火箭助推段一般

直接对攻角剖面进行规划 [18]，但由于在运载火箭的

飞行动力学模型中，攻角 以三角函数的形式出现

（如式 (11)和式 (12)所示），所以本文创新性地将

看作一个整体进行规划，如此一来，可以大幅

降低解析解推导的复杂程度。此外，运载火箭在级

间分离和跨声速飞行时通常都要求攻角收敛到零，

且火箭每一级的攻角一般遵循“快速增长，缓慢降

低”的变化规律。因此，在满足攻角变化规律的前

提下，为了简化解析解推导，创新性地将攻角剖面

设计为

sinα = Qsinα = c0+ c1m+ c2m2+ c3m3 （13）

c0 c1 c2 c3式中： 、 、 和 为攻角剖面的系数。

cosα

Qcosα cosα

此外，式 (11)中还需要用到 。此处构造切

比雪夫插值多项式 来近似 ，如下：

cosα ≈ Qcosα =

N∑
i=0

kcosα
i mi （14）

cosα图 1对比了 的真实剖面与近似多项式的

结果。从图中可以看出，近似剖面具有较高的拟合

精度，可以满足解析解的推导需要。
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图 1    攻角余弦值近似解的精度

Fig. 1    Accuracy of approximate solution of cosα
 

 3　辅助飞行变量

为了利用摄动法推导式 (9) ～ 式 (12)的近似解

析解，需要先使用关于质量的多项式函数对部分高

度非线性的状态量进行近似。由于无法获知终端

状态的准确值，在求解近似函数的系数时需要事先

引入一些辅助飞行变量。为了与真实飞行状态进

行区分，使用上标“^”来表示辅助飞行变量。通过

对速度、弹道倾角和地心距的微分方程进行进一步

简化，辅助飞行变量只与初始状态和质量相关，因

而便于求解。

QD̂ D̂

首先对速度微分方程（式 (11)）进行简化。该式

中涉及 3种作用力：阻力、推力和重力，其中阻力远

小于推力和重力。因此，可以粗略构造一个关于质

量的一次函数 来近似辅助阻力 ，形式如下：

D̂ ≈ QD̂ = kD̂
0 + kD̂

1 m （15）

kD̂
0 kD̂

1式中： 和 为拟合系数，可由当前阻力值和预测

的终端阻力值求解。由于运载火箭主动段的关机

高度较高，大气密度较小，预测的终端阻力可以假

设为 0。
g γ将重力加速度 和弹道倾角 视为常数，分别以

初始值代替，并忽略大气压强对发动机推力的影

响，则式 (11)可以简化为

dV̂
dm
≈ − 1

qm

N−1∑
i=−1

f V̂
i mi （16）

f V̂
i式中： 为多项式系数，其表达式形式复杂但可以

通过多项式运算简单地计算得到。

对式 (16)积分可得辅助速度解析解为

V̂ =
N∑

i=0

F V̂
i mi+F V̂

ln lnm （17）

F V̂
i F V̂

ln式中： 和 为多项式系数。

0.5ρVS ref/m Pa/mV

然后，对弹道倾角微分方程 （式 (12)）进行简

化。该式中涉及 5种作用力：升力、推力、重力、由

地球曲率引起的离心力和由地球自转引起的惯性

力。因为气动力和由大气压强引起的推力变化对

运载火箭飞行的影响很小，可以粗略使用关于质量

的一次多项式来近似 和 项：

0.5ρ̂V̂S ref

m
≈ Qρ̂V̂ = kρ̂V̂

0 + kρ̂V̂
1 m （18）

P̂a

mV̂
≈ QP̂a(0) = kP̂a

0 + kP̂a
1 m （19）

S ref式中： 为气动参考面积。

V̂

1/V̂

此外，由于已经获得 的解析表达式，可以构造

一个关于质量的二次多项式来近似 ，如下所示：

1
V̂
≈ QV̂ = kV̂

0 + kV̂
1 m+ kV̂

2 m2 （20）

与式 (15)同理，在求解式 (18)和式 (19)的拟合

系数时，可以假设终端密度和终端大气压强的值均

为 0。

[−π/2,π/2] sinα α

众所周知，气动力系数随攻角和马赫数变化。

由于运载火箭具有轴对称的气动外形，当给定马赫

数时，其升力系数一般可以表示为攻角的奇数次幂

级数形式。而在区间 内， 和 为单调

关系，因此可以利用线性函数对升力系数进行近

似，如下：

CL ≈ QCL = kCL
1 sinα = kCL

1 Qsinα （21）

V̂ cos γ̂/R̂ ĝcos γ̂/V̂

R̂ ĝ

cos γ̂

运载火箭主动段的高度变化相对地球半径而

言属于小量，可以将 项和 项中的

和 视为常数，分别以初始值代替。由于辅助飞行

变量是真实飞行状态的粗略近似 ，本文可以将

视为常数。综上，式 (12)可被简化为
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dγ̂
dm
≈

N∑
i=−1

f γ̂i mi+ f γ̂ln lnm （22）

f γ̂i f γ̂ln式中： 和 为多项式系数。

对式 (22)积分可得辅助弹道倾角解析解为

γ̂ = γ0+ f γ̂−1 ln
m
m0
+

N∑
i=0

f γ̂i
i+1

(
mi+1−mi+1

0

)
+

f γ̂ln (m lnm−m0 lnm0)− f γ̂ln (m−m0) （23）

sin γ̂

γ̂ sin γ̂

sin γ̂

m sin γ̂

最后推导辅助地心距。因为地心距微分方程

(式 (10))中含有 项，需要先对该项进行简化。

实际上，由于 的解析式精度并不高， 的精度也

不高。进而，在求解辅助地心距的过程中，无法利

用高次多项式对 进行高精度近似。为了简化

运算，采用关于 的线性多项式粗略近似 项：

sin γ̂ ≈ ksin γ̂
0 + ksin γ̂

1 m （24）

将式 (17)和式 (24)代入式 (10)可得辅助地心

距微分方程：

dR̂
dm
=

N+1∑
i=0

f R̂
i mi− F V̂

lnksin γ̂
0

qm
lnm− F V̂

lnksin γ̂
1

qm
m lnm （25）

f R̂
i式中： 为多项式系数。

对式 (25)进一步积分可得辅助地心距的解析

解为

R̂ = R0−
F V̂

lnksin γ̂
1

2qm

(
m2 lnm−m2

0 lnm0

)
+

N+1∑
i=0

f R̂
i

i+1
(
mi+1−mi+1

0

)
+

F V̂
lnksin γ̂

1

4qm

(
m2−m2

0

)
− 1

qm
·[

F V̂
lnksin γ̂

0 (m lnm−m0 lnm0)−F V̂
lnksin γ̂

0 (m−m0)
]
（26）

 4　动力学模型的分解

在本节中，利用辅助飞行变量来构造近似多项

式，以替换式 (9) ～  式 (12)中具有高度非线性，但

模值较小的项，然后根据摄动理论将真实值与近似

值之差作为摄动小量进行修正。

首先，将式 (9) ～ 式 (12)改写成如下形式：

dx
dm
= −V

[
Qcosγ(1)−ε

(
Qcosγ(1)− cosγ

)]/
qm （27）

dR
dm
= −V

[
Qsinγ −ε

(
Qsinγ − sinγ

)]/
qm （28）

dV
dm
=

QD̂−ε (QD̂−D)
qmm

+
Qg−ε

(
Qg−gsinγ

)
qm

−

P0Qcosα

qmm
+

S N Qcosα

qm

[
QPa(1)−ε

(
QPa(1)−

Pa

m

)]
（29）

dγ
dm
=

S N Qsinα

qm

(
QPa(2)−ε

(
QPa(2)−

Pa

mV

))
−

QCL −ε
(
QCL −CL

)
qm

(
Qρ̂V̂ −ε

(
Qρ̂V̂ −

ρVS ref

2m

))
−

P0Qsinα

qmm

(
QV̂ −ε

(
QV̂ −

1
V

))
− 2ωe cosϕ0 sinψ0

qm
−{

V
qmR̄
− ḡ

qm

[
QV̂ −ε

(
QV̂ −

1
V

)]}
·[

Qcosγ(2)−ε
(
Qcosγ(2)− cosγ

)]
（30）

ε = 1 R̄ R̂

ḡ R̄

式中： ，用于实施摄动法； 为 初始和终端值

的均值； 由 计算得到。

cosγ sinγ

在航程和地心距微分方程（式 (27)和式 (28)）
中，使用如下所示的方法近似 和 ：{

cos γ̂ ≈ Qcosγ(1) = cos γ̂∗− sin γ̂∗ (γ− γ̂∗)
sin γ̂ ≈ Qsinγ = sin γ̂∗+ cos γ̂∗ (γ− γ̂∗)

（31）

γ̂∗式中： 为辅助弹道倾角初始和终端值的均值。

Qg Qcosγ(2) gsinγ cosγ

在式 (29)和式 (30)中，分别使用关于质量的一

次函数 和 来近似 和 项，如下：{
ĝsin γ̂ ≈ Qg = kg

0 + kg
1m

cos γ̂ ≈ Qcosγ(2) = kcosγ
0 + kcosγ

1 m
（32）

QPa(1) QPa(2)

Pa/m Pa/mV

分别使用关于质量的二次函数 和 来

近似 和 项，形式如下：{
P̂a

/
m ≈ QPa(1) = kPa

0 + kPa
1 m+ kPa

2 m2

P̂a

/
mV̂ ≈ QPa(2) = kPa2

0 + kPa2
1 m+ kPa2

2 m2
（33）

利用第 3节中介绍的辅助飞行变量，可以确定

上述多项式的系数。根据摄动法的要求，将状态量

展开为一阶级数，即
x = x(0)+εx(1)

R = R(0)+εR(1)

V = V (0)+εV (1)

γ = γ(0)+εγ(1)

（34）

ε ε

式中：上角标“(0)”“(1)”分别表示零阶和一阶状态

量。将式 (34)代入式 (27) ～ 式 (30)，并根据正则摄

动法将其展开成 的幂级数，合并同阶的 项可得状

态量的零阶微分方程：

dx(0)

dm
= −V (0)

qm

[
(cos γ̂∗+ γ̂∗ sin γ̂∗)−γ(0) sin γ̂∗

]
（35）

dR(0)

dm
= −V (0)

qm

[
(sin γ̂∗− γ̂∗ cos γ̂∗)+γ(0) cos γ̂∗

]
（36）

dV (0)

dm
=

QD̂

mqm
− P0Qcosα

mqm
+

S N QcosαQPa(1)+Qg

qm
（37）

dγ(0)

dm
= − 1

qm

(
P0QsinαQV̂

m
−S N QsinαQPa(2)

)
− 1

qm
·(

QCL Qρ̂V̂ +V (0)Qcosγ(2)

/
R̄− ḡQV̂ Qcosγ(2)

)
−

2ωe cosϕ0 sinψ0/qm （38）
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状态量的一阶微分方程为

dx(1)

dm
=

V (0)

qm

(
γ(1) sin γ̂∗− cosγ(0)

)
+

V (0)−V (1)

qm
·[

(cos γ̂∗+ γ̂∗ sin γ̂∗)−γ(0) sin γ̂∗
]

（39）

dR(1)

dm
=
[
(sin γ̂∗− γ̂∗ cos γ̂∗)+γ(0) cos γ̂∗

]
·

V (0)−V (1)

qm
− V (0)

qm

(
γ(1) cos γ̂∗+ sinγ(0)

)
（40）

dV (1)

dm
= − 1

qm

[
QD̂−D(0)

m
+
(
Qg−g(0) sinγ(0)

)]
−

1
qm

[
S N Qcosα

(
QPa(1)−

P(0)
a

m

)]
（41）

dγ(1)

dm
=

QCL

qm

(
Qρ̂V̂ −

0.5ρ(0)V (0)S ref

m

)
+

(
QCL −CL

)
Qρ̂V̂

qm
+

P0Qsinα

mqm

(
QV̂ −

1
V (0)

)
− S N Qsinα

qm

(
QPa(2)−

P(0)
a

mV (0)

)
+

V (0)

R̄qm

(
Qcosγ(2)− cosγ(0)

)
− V (1)

R̄qm
Qcosγ(2)−

ḡQV̂

qm

(
Qcosγ(2)− cosγ(0)

)
− ḡQcosγ(2)

qm

(
QV̂ −

1
V (0)

)
（42）

 5　解析解推导

 5.1　零阶解析解

首先，将式 (32)和式 (33)代入式 (37)，则速度

零阶微分方程可被简化为

dV (0)

dm
=

N+2∑
i=−1

f V (0)

i mi （43）

f V (0)

i式中： 为多项式系数。对上式积分并化简可得

速度零阶解：

V (0) =

N+3∑
i=0

FV (0)

i mi+FV (0)

ln lnm （44）

FV (0)

i FV (0)

ln式中： 和 为化简后的多项式系数。

将式 (32)和式 (33)代入式 (38)，弹道倾角零阶

微分方程可被简化为

dγ(0)

dm
=

N+4∑
i=−1

f γ
(0)

i mi+ f γ
(0)

ln,0 lnm+ f γ
(0)

ln,1 m lnm （45）

f γ
(0)

i f γ
(0)

ln,0 f γ
(0)

ln,1式中： 、 和 为多项式系数。

对上式积分并化简可得弹道倾角零阶解：

γ(0) =

N+5∑
i=0

Fγ(0)

i mi+Fγ(0)

ln,0 lnm+Fγ(0)

ln,1m lnm+Fγ(0)

ln,2m2 lnm

（46）

Fγ(0)

i Fγ(0)

ln,0 Fγ(0)

ln,1 Fγ(0)

ln,2式中： 、 、 和 为化简后的系数。

Kcosγ(0) = cos γ̂∗+

观察可知，地心距和航程的零阶微分方程在形

式上十分相似，只需要将式 (35)中的

γ̂∗ sin γ̂∗ Ksinγ(0) = sin γ̂∗− γ̂∗ cos γ̂∗

Kcosγ(1)=sin γ̂∗ Ksinγ(1)=−cos γ̂∗
项替换为式 (36)中的

项 ，再将 项替换为 项 ，

即可获得式 (36)。由于替换项在推导零阶解时均

视为常数，而常数替换后不会改变零阶解的推导过

程和解的形式。因此，先推导航程零阶解，然后对

其进行常数替换即可得到地心距零阶解。

将式 (44)和式 (46)代入式 (35)可得

dx(0)

dm
=

2N+8∑
i=0

f x(0)

2,i mi− Kcosγ(0)

qm
FV (0)

ln lnm+

Kcosγ(1)

qm

N+5∑
i=0

f x(0)

3,i mi lnm+Kcosγ(1)·

FV (0)

ln ln2m
qm

(
Fγ(0)

ln,0+Fγ(0)

ln,1m+Fγ(0)

ln,2m2
)

（47）

f x(0)

2,i f x(0)

3,i式中： 、 为多项式系数。对上式积分并进行

代数化简可得航程零阶解：

x(0) =

2N+9∑
i=0

F x(0)

1,i mi+

N+6∑
i=1

F x(0)

2,i mi lnm+F x(0)

ln,1m·

ln2m+F x(0)

ln,2m2ln2m+F x(0)

ln,3m3ln2m （48）

F x(0)

1,i F x(0)

2,i F x(0)

ln,1 F x(0)

ln,2 F x(0)

ln,3式中： 、 、 、 和 为化简后的多项

式系数。

R(0)

x(0)

式 (36)与式 (35)形式相似，所以 的形式也

与 相似。这里直接给出地心距零阶解，见式 (49)。
此处只要对航程零阶解推导过程中的常量进行替

换，即可得到式 (49)中的系数表达式。

R(0) =

2N+9∑
i=0

FR(0)

1,i mi+

N+6∑
i=1

FR(0)

2,i mi lnm+FR(0)

ln,1m·

ln2m+FR(0)

ln,2m2ln2m+FR(0)

ln,3m3ln2m （49）

 5.2　一阶解析解

 5.2.1　归一化质量

m m 103 ∼ 104 kg

m̃

m

根据摄动法理论，一阶解是对零阶解的修正，

为保证解析解的精度，需尽可能降低一阶解的误

差。在前文推导过程中，近似多项式均以真实质量

为自变量。但 的范围一般在 ，其高

阶幂次运算会产生较大的舍入误差，而在一阶解推

导过程中，解析解的阶数会更高。因此，为了提高

一阶解的精度，在推导时引入归一化质量 ，其与

真实质量 的关系为

m =
m0+m f

2
+

m0−m f

2
m̃ （50）

m0 m f

Km0 Km1

式中： 和 分别为初始质量和终端质量。为了

后文推导方便，引入 和 ：
Km0 =

m0+m f

2

Km1 =
m0−m f

2

（51）

m m̃则基于 和 的近似多项式有如下所示的转换
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关系：

N∑
i=0

kimi =

N∑
i=0

[
K i

m1

N∑
j=i

(
k jC

j−i
j K j−i

m0

)
m̃i

]
（52）

N∑
i=0

k̃im̃i =

N∑
i=0

{(
1

Km1

)i N∑
j=i

[
k jC

j−i
j

(
−Km0

Km1

) j−i
]

mi

}
（53）

C j−i
j式中： 代表组合数运算。

 5.2.2　速度一阶解

D(0) P(0)
a g(0) sinγ(0)

式 (41)中含有需要通过零阶解求得的阻力

、大气压强 、重力加速度 和 ，结合

式 (44)、式 (46)和式 (48)可知，上述各项形式极其

复杂，必须对其进行预处理，否则无法推导解析解。

L

D(0)

与式 (22)和式 (38)中对升力 的处理类似，将

零阶阻力 拆分为动压、参考面积与阻力系数乘

积的形式，即

D(0) = 0.5ρ(0)
(
V (0)

)2
S refC

(0)
D （54）

sinα

与升力系数的分析同理，阻力系数也可以表示

为 的偶数次幂级数形式：

CD = kCD
0 (Ma)+ kCD

2 (Ma) sin2α+ kCD
4 (Ma) · sin4α（55）

C(0)
D kCD

0 kCD
2 kCD

4

Ma(0) Ma(0)

为了保证精度且更符合实际，对零阶阻力系数

而言，假设上式中 、 、 均为零阶马赫数

的函数。 是零阶速度除以由零阶高度计

算得到的零阶声速，所以其形式也较为复杂。为了便

于推导，构造切比雪夫插值多项式分别近似以下项：

Ma(0) ≈ Q̃(0)
Ma =

N∑
i=0

k̃Ma(0)

i m̃i （56）

0.5ρ(0)
(
V (0)

)2

m
≈ Q̃(0)

ρV =

N∑
i=0

k̃ρV (0)

i m̃i （57）

P(0)
a

m
≈ Q̃(0)

Pa
=

N∑
i=0

k̃Pa(0)

i m̃i （58）

g(0) sinγ(0) ≈ Q̃(0)
g =

N∑
i=0

k̃g(0)

i m̃i （59）

使用式 (56)和式 (57)所示近似多项式的另一

个优势在于，推导弹道倾角一阶解时可以直接使用

上述拟合公式，减少需要近似变量的数目，既降低

了计算量，又提升了精度。

Qsinα Qcosα Qg

m̃ Q̃sinα Q̃cosα Q̃g

利用式 (52)将 、 和 转换成归一化

质量 的函数 、 和 。再将其与式 (15)、

式 (55) ～ 式 (59)代入式 (41)可得

dV (1)

dm
= − kD̂

0

qm

1
Km0+Km1m̃

+

2N+12∑
i=0

f̃ V (1)

i m̃i （60）

f̃ V (1)

i式中： 为多项式系数。对上式进行积分可得

V (1) =

2N+13∑
i=0

F̃V (1)

i m̃i+FV (1)

ln ln (Km0+Km1m̃) （61）

F̃V (1)

i FV (1)

ln式中： 和 为多项式系数。

 5.2.3　弹道倾角一阶解

CL sinα

CD

Ma(0)

为保证精度，在式 (21)的基础上对式 (42)中的

升力系数 使用关于 的三次函数近似。采用

与阻力系数 相似的方法 ，将拟合系数假设为

的函数，即

CL = kCL
1 (Ma) sinα+ kCL

3 (Ma) sin3α （62）

P0Qsinα

mqm

(
QV̂ −

1
V (0)

)
m V (0)

m̃

1
/

V (0)

然后 ，对式 (42)中的 项进

行处理。该项分母中含有真实质量 ，且 的形

式较为复杂，若直接转换为归一化质量 ，则无法

积分得到解析解。所以先使用切比雪夫插值多项

式近似 ，形式如下：

1
V (0)
≈ Q(0)

V =

N∑
i=0

kV (0)

i mi （63）

P0Qsinα

mqm

(
QV̂−

1
V (0)

)
Qρ̂V̂ QV̂ Qcosγ(2) QPa(2) V (0)

m̃

cosγ(0)

将式(13)、式(20)和式(63)代入 ，

并利用式 (52)将 、 、 、 、 和该

项转换成归一化质量 的函数。再使用切比雪夫插

值多项式近似 ，形式如下：

cosγ(0) ≈ Q̃(0)
cosγ =

N∑
i=0

k̃cosγ(0)

i m̃i （64）

V (1) V (0)

V (1)

R̄qm
Qcosγ(2)

γ(1)

γ(1)
1 γ(1)

2

由于速度一阶解 远小于速度零阶解 ，式 (42)

中的 项可以被忽略。将式 (21)、式 (56) 和

式 (57)、式 (62)、式 (64)代入式 (42)，并将 分解为

和 两部分，整理可得

dγ(1)
1

dm
=

1
qm

P0c0

(
kV̂

0 − kV (0)

0

)
Km0+Km1m̃

+

N1∑
i=0

f̃ γ
(1)

i m̃i （65）

dγ(1)
2

dm
= ln (Km0+Km1m̃)

N∑
i=0

f̃ γ
(1)

ln,i m̃i （66）

N1 =max {2N +3,N +11}

ln (Km0+Km1m̃)
N∑

i=0

f̃ γ
(1)

ln,i m̃i

式中： 。观察式 (66)可以发

现 项较难求得解析解，且其

阶数相对较小，所以使用式 (53)的转换关系，式 (66)

可被改写为

dγ(1)
2

dm
= lnm

N∑
i=0

f γ
(1)

ln,i mi （67）

分别对式 (65)和式 (67)进行积分，将二者相加

可得弹道倾角一阶解：
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γ(1) = γ(1)
1 +γ

(1)
2 = Fγ(1)

ln ln (Km0+Km1m̃)+
N1+1∑
i=0

F̃γ(1)

i m̃i+

N+1∑
i=0

Fγ(1)

i mi (i lnm−1) （68）

Fγ(1)

ln F̃γ(1)

i Fγ(1)

i式中： 、 和 为多项式系数。

 5.2.4　航程一阶解

cosγ(0)

cosγ(0)

式 (39)中含有 项，结合式 (46)可知其积

分后无法得到解析解，因此利用式 (64)对 进

行近似。将式 (44)、式 (46)、式 (61)和式 (68)代入

式 (39)，经过代数运算可知其中包含以下项：

N+3∑
i=0

F̃V (0)

i m̃i
N+1∑
i=0

Fγ(1)

i mi (i lnm−1)

ln(Km0+Km1m̃)
N+1∑
i=0

Fγ(1)

i mi (i lnm−1)

ln(Km0+Km1m̃)
2N+15∑

i=0

kx(1)

i m̃i

（69）

V (0)γ(1)
(
V (0)−V (1)

)
γ(0)

前两项积分后无法得到解析解，第三项先使用

式 (53)进行转换后再积分，虽然可以得到解析解，

但阶数较高会引入较大舍入误差，导致解析解失

效。因此，需要再次使用切比雪夫插值多项式近似

和 项，形式如下：
V (0)γ(1) ≈ Q̃(1)

Vγ1 =

N∑
i=0

k̃Vγ1
i m̃i

(
V (0)−V (1)

)
γ(0) ≈ Q̃(1)

Vγ2 =

N∑
i=0

k̃Vγ2
i m̃i

（70）

x(1) x(1)
1 x(1)

2

将式 (44)、式 (46)、式 (61)、式 (64)、式 (68)和
式 (70)代入式 (39)，可以获得与弹道倾角一阶微分

方程形式类似的表达式，采用相同的推导方法，将

分解为 和 两部分，其表达式分别为

dx(1)
1

dm
=

2N+13∑
i=0

f̃ x(1)

i m̃i+
cos γ̂∗+ γ̂∗ sin γ̂∗

qm
·(

FV (0)

ln −FV (1)

ln

)
ln (Km0+Km1m̃) （71）

dx(1)
2

dm
= ln (Km0+Km1m̃)

N∑
i=0

f̃ x(1)

ln,i m̃i （72）

与式 (66)处理类似，对式 (72)先使用式 (53)的
转换关系可得

dx(1)
2

dm
= lnm

N∑
i=0

f x(1)

ln,i mi （73）

分别对式 (71)和式 (73)积分，二者求和可得航

程一阶解：

x(1) = x(1)
1 + x(1)

2 = F x(1)

ln

(
m̃+

Km0

Km1

)
ln (Km0+Km1m̃)+

2N+14∑
i=0

F̃ x(1)

i m̃i+

N+1∑
i=0

F x(1)

i mi (i lnm−1) （74）

F x(1)

ln F̃ x(1)

i F x(1)

i式中： 、 和 为多项式系数。

 5.2.5　地心距一阶解

sinγ(0)式 (40)中含有 项，结合式 (46)可知其积

分后无法得到解析解，因此需要先对其进行近似：

sinγ(0) ≈ Q̃(0)
sinγ =

N∑
i=0

k̃sinγ(0)

i m̃i （75）

R(1)

R(1)
1 R(1)

2

将式 (44)、式 (46)、式 (61)、式 (68)、式 (70)和
式 (75)代入式 (40)，可以获得与航程一阶微分方程

形式类似的表达式，采用相同的推导方法，将 分

解为 和 两部分，其表达式分别为

dR(1)
1

dm
=

2N+13∑
i=0

f̃ R(1)

i m̃i+
sin γ̂∗− γ̂∗ cos γ̂∗

qm
·(

FV (0)

ln −FV (1)

ln

)
ln (Km0+Km1m̃) （76）

dR(1)
2

dm
= ln (Km0+Km1m̃)

N∑
i=0

f̃ R(1)

ln,i m̃i （77）

与式 (66)处理类似，对式 (77)先使用式 (53)的
转换关系可得

dR(1)
2

dm
= lnm

N∑
i=0

f R(1)

ln,i mi （78）

分别对式 (76)和式 (78)积分，二者求和可得地

心距一阶解：

R(1) = R(1)
1 +R(1)

2 = FR(1)

ln

(
m̃+

Km0

Km1

)
ln (Km0+Km1m̃)+

2N+14∑
i=0

F̃R(1)

i m̃i+

N+1∑
i=0

FR(1)

i mi (i lnm−1) （79）

FR(1)

ln F̃R(1)

i FR(1)

i式中： 、 和 为多项式系数。

 6　结果与讨论

 6.1　阶次分析

x0 = 840 m
H0 = 6 520 m v0 = 472 m/s
γ0 = 79° m0 = 77 937 kg

qm = 797.2 kg/s P0 = 2 204.5 kN

c0 = −6.968 3

c1 = 4.086 4×10−4 c2 = −7.752 0×10−9 c3 = 4.691 0×
10−14

在本节中，为了说明一阶解的必要性，将对比

零阶解和一阶解的结果，并以数值弹道仿真作为基

准。以米诺陶 IV运载火箭[19] 的第一级为飞行器模

型，仿真的初始条件为：初始航程 ；初始

高度 ；初始速度 ；初始弹道

倾角 ；初始质量 ；质量流量

；真空推力 ；发动机工

作时间为 43 s；仿真攻角剖面参数为 ；

； ；

，如图 2所示。仿真结果曲线如图 3所示。表 1
展示了终端误差及计算效率。其中，数值仿真结果

是对式 (1) ～ 式 (7)采用四阶龙格库塔法进行数值

积分得到的。在弹道仿真中，使用 USSA—1976标

准大气模型[20]。

随着发动机工作，火箭质量逐渐减小，因此在
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图 2和图 3中，曲线右端点是初始状态，左端点是

终端状态。由图 2可知，攻角剖面满足初始和终端

时刻收敛到零的要求，符合工程实际规律。从表 1

的结果可以看出，一阶近似解的终端误差均小于零

阶近似解。针对弹道倾角和高度而言，一阶近似解

的修正更加明显。针对速度而言，由于零阶近似解

的精度已经较高，一阶近似解的精度提升并不明

显。但即使较小的助推段关机点速度误差也会导

致较大的落点误差，因此使用一阶解修正是有意义

的。从计算时间上看，解析解的计算时间比数值仿

真低 4个数量级，极大地提高了助推段弹道预测的

效率。一阶解的计算时间约为零阶解的二倍。即

使如此，与一阶解析解精度提升的意义相比，其计

算效率降低的不足是完全可以承受的。

 6.2　不同助推段解析解对比

x0 = 11 640 m

H0 = 45 500 m v0 = 1 600 m/s
γ0 = 72° m0 = 39 380.2 kg

qm = 403.7 kg/s P0 = 1 223.3 kN

c0 = −2.071 3

c1 = 3.788 3×10−4 c2 = −2.087 6×10−8 c3 = 3.197 5×
10−13

为了展示本文解析解的优势，将其与现有的主

动段解析解进行对比，分别是文献 [13]和文献 [14]

中的解析解。为了更全面地验证运载火箭的实际

工作场景，本文算例中使用与前文不同的初始条

件。以米诺陶 IV运载火箭的第三级为飞行器模

型，仿真初始条件为：初始航程 ；初始

高度 ；初始速度 ；初始弹

道倾角 ；初始质量 ；质量流

量 ；真空推力 ；发动机

工作时间为 61  s；攻角剖面参数 ： ，

， ，

，如图 4所示。仿真对比结果如图 5所示。 40° 54 km

文献 [13]中的解析解是基于零攻角假设推导

的，因此在弹道倾角和高度上均有最大误差。在大

攻角场景中，文献 [13]中解析解的弹道倾角误差达

到 ，高度误差达到 。这对于助推段弹道预
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图 2    算例一攻角剖面

Fig. 2    AOA profile for case 1

 

(a) 速度曲线

(b) 弹道倾角曲线

(c) 航程曲线

(d) 高度曲线
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图 3    算例一解析解精度对比

Fig. 3    Analytical solution results and trajectory

simulation for case 1

 

表 1    算例一解析解终端误差及计算时间

Table 1    Terminal results and computing time for case 1

速度/(m·s−1)
速度相对误差1/% 速度相对误差2/%

弹道倾角/(°) 弹道倾角
相对误差1/%

弹道倾角
相对误差2/%数值仿真 x(0) x(0)+ x(1) 数值仿真 x(0) x(0)+ x(1)

1 609.5 1 607.6 1 607.9 −0.120 2 −0.098 9 41.728 4 43.475 6 41.435 4 4.187 0 −0.702 3

航程/km 航程相对

误差1/%
航程相对

误差2/%

高度/km 高度倾

角相对

误差1/%

高度倾

角相对

误差2/%

计算时间/s

数值仿真 x(0) x(0)+ x(1) 数值仿真 x(0) x(0)+ x(1) 数值仿真 x(0) x(0)+ x(1)

24.507 8 24.995 0 24.819 7 1.988 0 1.272 8 37.833 5 39.671 7 37.869 5 4.858 6 0.095 0 0.819 4 1.563 4×10−5 3.472 0×10−5

　注：相对误差1是x(0)相对数值仿真的误差；相对误差2是x(0)+x(1)相对数值仿真的误差。
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400 m/s
测问题而言，是不可接受的结果。针对速度而言，

文献 [13]中解析解的速度误差也会超过 。

因此，针对助推段弹道预测的问题，文献 [13]中的

解析解并不适合绝大多数场景。

虽然文献 [14]中解析解弹道倾角的终端误差

与本文解析解基本一致，但中间时刻的误差会显著

大于本文解析解。本文解析解在速度和高度上的

误差远小于文献 [14]中的解析解，终端精度至少可

以提升 85%。

为了进一步验证本文提出的解析解对不同初

始条件和不同量级攻角剖面的适应性，采用新的算

x0 = 12 000 m

H0 = 34 000 m v0 = 1 826 m/s
γ0 = 60°

例对本文解析解、文献 [13]和文献 [14]的解析解进

行对比分析。仿真对象为米诺陶 IV运载火箭的第

三级，初始条件为：初始航程 ；初始高

度 ；初始速度 ；初始弹道

倾角 。图 6展示了攻角剖面，由图可知，此

算例中运载火箭以小攻角飞行。仿真结果曲线见

图 7，即使在小攻角情况下，本文解析解的预测精度

也明显高于现有的两种解析解，终端精度至少可以

提升 89%。
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图 6    算例三攻角剖面

Fig. 6    AOA profile of case 3
 
 
 

(c) 高度误差曲线
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图 7    算例三不同解析解误差对比

Fig. 7    Errors in different analytical solutions for case 3
 

 7　结　论

本文针对大攻角下运载火箭助推段在线快速
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图 4    算例二攻角剖面

Fig. 4    AOA profile for case 2

 

(a) 速度误差曲线

(b) 弹道倾角误差曲线

(c) 高度误差曲线
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Fig. 5    Errors in different analytical solutions for case 2
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预测困难的问题，基于摄动法近似求解大攻角剖面

下高度非线性的助推段动力学模型，得到了高精度

的弹道解析解，仿真结果表明：

1） 一阶解析解的最大相对误差不超过 1.28%，

计算时间与数值仿真相比降低了 4个数量级，大幅

提升了运载火箭助推段弹道预测的速度和精度。

2） 在大攻角机动飞行的条件下，所提出的解析

解在速度、高度和弹道倾角上的精度与现有解析解

相比至少提升了 85%。

在今后的研究中，可以基于该高精度弹道解析

解设计能够在线应用的运载火箭助推段制导方法，

当存在状态偏差时能在保证终端约束的前提下满

足多种复杂约束条件。
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Analytical solutions for ascent trajectory under high angle-of-attack conditions
ZHANG Keyang1，WANG Peng2，YU Qi1，YU Wenbin1，*，CHEN Wanchun1

(1.   School of Astronautics，Beihang University，Beijing 102206，China；

2.   Beijing Institute of Aerospace Systems Engineering，Beijing 100076，China)

Abstract： To  rapidly  predict  the  ascent  trajectory  of  launch  vehicles,  high-accuracy  analytical  solutions  for
ascent  trajectory  were  proposed  under  high  angle-of-attack  (AOA)  conditions.  First,  a  simplified  longitudinal-plane
dynamics model with mass as the independent variable was developed. The sine of AOA was innovatively expressed
as  a  polynomial  of  mass.  Due  to  the  high  AOA,  the  simplified  dynamics  model  remains  highly  nonlinear,  which
prevents  it  from being  analytically  solved  directly.  Approximate  polynomials  are  introduced  to  replace  the  strongly
nonlinear  but  relatively  small  terms  in  the  original  equations  through  force  analysis.  Furthermore,  the  difference
between the true values and the approximations was treated as a minor perturbation. The dynamics model was divided
into  analytically  solvable  subsystems  according  to  the  perturbation  theory.  Analytical  solutions  for  velocity,  flight-
path  angle,  downrange,  and  altitude  were  derived  by  solving  the  subsystems.  Simulation  results  confirm  that  the
proposed solutions are at least 85% more accurate than existing solutions under high AOA conditions.
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