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摘要 斜扩散过程是一类特殊的扩散过程, 它所满足的随机微分方程中含有局部时项. 由于这类过程

具有特殊的路径性质, 使得它在物理和生物等领域有着广泛的应用. 本文先从斜 Brown 运动出发, 概

括总结了斜 Brown 运动的两种构造方式、离散逼近形式和联合概率分布. 在斜 Brown 运动的基础上,

本文给出斜 Ornstein-Uhlenbeck (OU)过程和斜分支过程的定义,并展示了它们的诸如转移密度、首达

时分布等概率性质. 最后介绍了斜扩散过程的一些应用.
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1 引言

自从 Itô 和 McKean [1] 于 1965 年提出斜 Brown 运动的概念以来, 斜扩散过程就引起了学者们的

广泛关注. 目前已经有不少研究斜扩散过程理论性质的文献. 其中, 1978年, Walsh [2] 利用尺度函数与

速度函数从扩散过程的角度构造了斜 Brown 运动; 1981 年, Harrison 和 Shepp [3] 建立了斜 Brown 运

动与带有局部时项的随机微分方程之间的联系,这个结果方便了人们从随机微分方程的角度来研究斜

Brown 运动. 1984 年, Le Gall [4] 研究了一般的带有局部时项的随机偏微分方程的解的相关结果; 2007

年, Lejay [5] 给出了斜 Brown 运动的相关构造. 此外, Bass 和 Chen [6] 放松了文献 [4] 中对扩散项系数

的限制, 得到了更广泛的解的存在唯一性结论, 并给出了比较原理.

在斜过程的理论研究中, Appuhamillage 和 Sheldon [7] 利用游程理论计算出斜 Brown 运动的首中

时; Abundo [8] 用数值的方法近似得到了斜过程末离时的分布特征. 此外, 斜过程的理论研究还包括文

献 [9–15]. 斜扩散过程不仅有很好的理论结果, 而且还有很强的应用背景. 例如, 它可以用来描述物理
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实验中物质在不均匀介质下的扩散运输, 如文献 [16–18]. 另外, 它在天体物理学、生态学和地球物理

学都有重要的应用. 关于这方面的介绍, 读者可参见文献 [19–22] 等.

本文主要对斜扩散过程的以下三个方面的研究进行总结:

(i) 斜 Brown 运动的构造、逼近及相关的概率分布;

(ii) 斜 OU 过程和斜分支过程的基本概率性质, 如转移密度的显式表达等;

(iii) 斜过程在金融衍生品定价中的应用.

2 斜 Brown 运动

斜 Brown 运动是最简单、也是相关结果最丰富的斜扩散过程. 本节主要给出斜 Brown 运动的两

种构造方式及相关性质. 下面对其分别进行介绍.

2.1 斜 Brown 运动的构造

斜 Brown 运动的构造有两种方法, 第一种是由 Itô 和 McKean [1] 基于游程理论给出的; 第二种是

Walsh [2] 利用尺度和速度函数构造的.

2.1.1 Itô 和 McKean 的构造—基于游程理论

假设 {Wt, t > 0}是概率空间 (Ω,F ,P)上的标准 Brown运动, J1, J2, . . .表示反射过程 {|Wt|, t > 0}
的游程区间. 对任意的 α ∈ (0, 1), 设 {A(α)

m }∞m=1 是一列取值为 ±1 的独立同分布的 Bernoulli 随机变

量, 满足 P(A(α)
m = 1) = α. Itô 和 McKean 定义

X
(α)
t =

∞∑
m=1

1Jm(t)A(α)
m |Wt| (2.1)

为从 0 点开始的 α- 斜 Brown 运动 {X(α)
t , t > 0} (其中 1S 表示集合 S 的示性函数), 并指出它是扩散

过程, 其尺度函数 S(x) 和速度测度 m(dx) 分别为

S(dx) =


1

1− α
x, x 6 0,

1

α
x, x > 0,

(2.2)

m(dx) =

2(1− α)dx, x 6 0,

2αdx, x > 0.
(2.3)

由定义 (2.1) 知, α- 斜 Brown 运动碰到 0 点时, 会以 α 的概率向上反射, 以 1− α 的概率向下反射.

2.1.2 Walsh 的构造—利用尺度和速度函数

本节构造斜 Brown 运动使其尺度函数 S(x) 和速度测度 m(dx) 如 (2.2) 和 (2.3) 所示.

定义

Mt =

∫ t

0

1

σ(Ws)
dWs,
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σ(y) =
1

α
1{y>0} +

1

1− α
1{y<0}.

对任意的 0 6 t <∞, 定义停时 T (t) = inf{s > 0, ⟨M⟩s > t}, 则下面的随机微分方程:

Yt = y +

∫ t

0

σ(Ys)dWs

的一个强解是 Yt = y +WT (t).

设 r(x) 为 S(x) 的反函数:

r(x) =

(1− α)x, x < 0,

αx, x > 0.

令 X
(α)
t = r(Yt), 则 S(x) 是 X

(α)
t 的尺度函数, 且它的速度测度为 m(dx), 因此, X

(α)
t 为斜 Brown

运动. 进一步地, 由对称 Itô-Tanaka 公式可知,

r(Yt) = r(y) +Ws +
2α− 1

2
LY
t (0),

其中 LY
t (0) 为过程 Yt 在 0 点的对称局部时. 同时, 我们有

|X(α)
t | =

∫ t

0

sgn(X
(α)
t )dX

(α)
t + LX(α)

t (0)

=

∫ t

0

sgn(X
(α)
t )dWs + LX(α)

t (0),

|r(Yt)| =
∫ t

0

sgn(Ys)r
′(Ys)dYs +

1

2
LY
t (0)

=

∫ t

0

sgn(X(α)
s )dWs +

1

2
LY
t (0),

其中

sgn(x) =


1, x > 0,

0, x = 0,

−1, x < 0.

所以,

LX(α)

t (0) =
1

2
LY
t (0),

进而 X
(α)
t 满足的随机微分方程为

dX
(α)
t = dWs + (2α− 1)dLX(α)

t (0).

2.2 用随机游走离散逼近斜 Brown 运动

下面以斜 Brown 运动为例, 给出其由随机游走离散逼近的相关结果 (参见文献 [3]).

令 S0 = 0, 且 {S0, S1, . . .} 为取值为整数的 Markov 链, 其转移概率为

P{Sk+1 = Sk + 1 | S0, . . . , Sk} =

1− α, 若 Sk = 0,
1

2
, 其他,

(2.4)
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P{Sk+1 = Sk − 1 | S0, . . . , Sk} =

α, 若 Sk = 0,
1

2
, 其他,

(2.5)

则对任意的 t, 当 n→ ∞ 时, n−1/2S[nt] 弱收敛到 α- 斜 Brown 运动.

注 1 在证明 n−1/2S[nt] 的收敛性时, 注意到

P(Sk = m) =

αP(|Sk| = m), 若 m > 0,

(1− α)P(|Sk| = |m|), 若 m < 0,

那么可以得到

E{exp(iρn−1/2S⌊nt⌋)} = αψn(ρ) + (1− α)ψn(−ρ), (2.6)

其中

ψn(ρ) = E{exp(iρn−1/2|S⌊nt⌋|)}. (2.7)

同时, 根据 Walsh [2] 的结论, 可以计算出

E{exp(iρX(α)
t )} = αψ(ρ) + (1− α)ψ(−ρ), (2.8)

其中

ψ(ρ) = E{exp(iρ | X(α)
t |)}. (2.9)

利用随机游走理论, 立即可以得到 n−1/2|S⌊nt⌋| 弱收敛到 |X(α)
t |, 从而, 当 n → ∞ 时, ψn(ρ) → ψ(ρ).

因此, n−1/2S⌊nt⌋ 依分布收敛到 X
(α)
t , 进一步可推出 X

(α)
t 是 n−1/2S⌊nt⌋ 的弱收敛极限.

2.3 关于斜 Brown 运动的联合概率分布

记

Γ
(α)
t =

∫ t

0

1{X(α)
s >0}ds

为 [0, t] 时间段内 X
(α)
t 大于或等于 0 的总时间 (占位时). 以下定理给出了斜 Brown 运动 X

(α)
t 、其对

称局部时 LX(α)

t (0) 和占位时 Γ
(α)
t 三者的联合概率分布, 参见文献 [16].

定理 1 定义两个函数

h(t, x) =
|x|√
2πt3

e−
x2

2t , ϕ(t, x) =
1√
2πt

e−
x2

2t , (2.10)

其中 t > 0 并且 x ∈ R, 则
(1) 当 y > 0, l > 0, 0 < τ < t 时,

Px(W
(α)
t ∈ dy, LW (α)

t (0) ∈ dl,Γ
(α)
t ∈ dτ)

=

2αh(t− τ ; (1− α)l)h(τ ;αl + y + x)dydldτ, x > 0,

2αh(t− τ ; (1− α)l − x)h(τ ;αl + y)dydldτ, x 6 0;
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(2) 当 y 6 0, l > 0, 0 < τ < t 时,

Px(W
(α)
t ∈ dy, LW (α)

t (0) ∈ dl,Γ
(α)
t ∈ dτ)

=

2(1− α)h(t− τ ; (1− α)l − y)h(τ ;αl + x)dydldτ, x > 0,

2(1− α)h(t− τ ; (1− α)l − y − x)h(τ ;αl)dydldτ, x 6 0;

(3) 当 x > 0, y > 0 时,

Px(W
(α)
t ∈ dy, LW (α)

t (0) = 0,Γ
(α)
t = t) = ϕ(t, y − x)− ϕ(t, y + x);

(4) 当 x 6 0, y < 0 时,

Px(W
(α)
t ∈ dy, LW (α)

t (0) = 0,Γ
(α)
t = 0) = ϕ(t, y − x)− ϕ(t, y + x).

3 斜 OU 过程

OU过程是一类重要而且最常用的Markov过程. 它常被用来模拟金融市场的利率动态 (即 Vasicek

模型). 更重要的是, (i) OU 过程具有均值回复性; (ii) OU 过程是一个 Gauss 过程, 它的转移密度和首

达时分布都有清晰的解析表达式; (iii) OU 过程的参数可以比较容易地从市场数据中校准出来. 因此,

我们把 OU 过程进一步推广到含有斜点的情形, 并给出斜 OU 过程的定义及一些基本概率性质.

定义 1 称 X
(1)
t 为斜 OU 过程, 若它满足如下的随机微分方程:

dX
(1)
t = (µ− aX

(1)
t )dt+ σdWt + βdLX(1)

t (0), |β| 6 1, a > 0, σ > 0, µ ∈ R, (3.1)

其中 Wt 是关于概率空间 (Ω,F ,P) 上过滤 {Ft, t > 0} 的标准 Brown运动, LX(1)

t (0) 是 X
(1)
t 在 0 点的

对称局部时.

令 p = (1 + β)/2. 图 1 给出了三种不同 p 值下的斜 OU 过程的路径轨道图. 事实上, 当过程碰到

0 时, 会以 p 的概率向上反射, 以 1− p 的概率向下反射.

−0.15

−0.10

0

−0.05

0.10

0.15

0.05

1.00.5 1.5 2.0
t

X
t

图 1 斜 OU 过程在三种不同 p 值下可能的轨道. 相同的参数设置是 µ = 0.005, a = 0.2, σ = 0.057 和

x0 = 0.01. 从细到粗的三条路径分别表示 p 取值 0.2、0.5 和 0.8
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3.1 转移密度及首达时分布的闭解形式

方程 (3.1) 的解的存在唯一性的证明可以在文献 [13] 中找到. 这里主要给出斜 OU 过程的一些性

质. 在此之前, 先给出如下函数定义:

g1(x) =


1 + β

2
, x < 0,

1− β

2
, x > 0,

G1(x) =


(1 + β)x

2
, x < 0,

(1− β)x

2
, x > 0,

ς1(x) =


exp

[
(2ax− (1 + β)µ)2

aσ2(1 + β)2

]
, x < 0,

exp

[
(2ax− (1− β)µ)2

aσ2(1− β)2

]
, x > 0,

m1(x) =


8

ς1(x)σ2(1 + β)2
, x < 0,

8

ς1(x)σ2(1− β)2
, x > 0,

其中 ς1(x) 和 m1(x) 分别为 X
(1)
t 的速度密度和尺度密度. 另有如下符号定义:

θ1 =
1 + β

2a
µ, θ2 =

1− β

2a
µ, σ1 =

1 + β

2
σ, σ2 =

1− β

2
σ,

z1 =

√
2a

σ1
(x− θ1), z2 =

√
2a

σ2
(x− θ2),

α1 = −
√
2a

σ1
θ1, α2 = −

√
2a

σ2
θ2, v =

λ

a
, ϱ = − µ2

aσ2
.

下面给出斜 OU 过程的转移密度.

命题 1 斜 OU 过程从 x0 出发经时间 t 到达 x 的转移密度 p1(t;x0, x) 为

p1(t;x0, x) = g1(x)m1(G1(x))
+∞∑
n=1

e−λntφn(G1(x0))φn(G1(x)),

其中当 n ↑ ∞ 时, 特征值 0 6 λ1 < λ2 < · · · < λn → ∞ 是如下 Wronskian 方程的根:

ω(λ) = eϱ21−vv
√
a

[Hv(− α1√
2
)Hv−1(

α2√
2
)

σ2
+
Hv−1(− α1√

2
)Hv(

α2√
2
)

σ1

]
,

特征函数 φn(x) 满足

φn(x) =



√
η(0, λn)

ω′(λn)ξ(0, λn)
ξ(x, λn), x < 0,

sign(ξ(0, λn)η(0, λn))

√
ξ(0, λn)

ω′(λn)η(0, λn)
η(x, λn), x > 0,
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其中 ξ(x, λ) = ez
2
1/4Dv(−z1), η(x, λ) = ez

2
2/4Dv(z2), sign(x) 是符号函数, 其定义为

sign(x) ,

1, x > 0,

−1, x 6 0,
(3.2)

Dv(z) 和 Hv(z) 分别是抛物柱面函数和 Hermite 函数 (参见文献 [23]).

证明 我们主要是利用扩散过程的谱展开理论, 详细证明参见文献 [13].

下面考虑斜 OU 过程的首达时问题. 假设 X
(1)
t 满足方程 (3.1), 由对称 Itô-Tanaka 公式可知, 过

程 Y
(1)
t = G1(X

(1)
t ) 满足

dY
(1)
t =

a(θ1 − Y
(1)
t )dt+ σ1dWt, Y

(1)
t < 0,

a(θ2 − Y
(1)
t )dt+ σ2dWt, Y

(1)
t > 0.

(3.3)

定义

T (1)
x0↑x = inf {t > 0;X

(1)
t = x} (x0 6 x)

为斜 OU 过程 X
(1)
t 从状态 x0 出发向上首达 x 的时刻,

T̂
(1)
y0↑y = inf {t > 0;Y

(1)
t = y} (y0 6 y)

为过程 Y
(1)
t 从状态 y0 出发向上首达 y 的时刻, 利用 X

(1)
t 与 Y

(1)
t 的一一对应关系, 有

P(T (1)
x0↑x 6 t) = P(T̂ (1)

G1(x0)↑G1(x)
6 t).

为了方便书写, 令

y01 = G1(x0), y1 = G1(x), β1 =

√
2a

σ1
(y1 − θ1), β2 =

√
2a

σ2
(y1 − θ2).

定理 2 (向上首达) 情形 1 y1>0. 斜 OU过程 X
(1)
t 从 x0出发向上首达 x时刻的分布 Px0(T

(1)
x0↑x

6 t) 的级数展开如下:

Px0(T
(1)
x0↑x 6 t) = 1−

+∞∑
n=1

cn,xe
−λn,xtφn,x(y

0
1),

其中当 n ↑ ∞ 时, 特征值 0 6 λ1,x < λ2,x < · · · < λn,x → ∞ 是下面 Wronskian 方程的根:

ω(λ) = exp

(
ϱ+

α2
1 + α2

2 − β2
2

4

)
2−

v
2−2

[√
2σ2
σ1

vDv−1(−α1)(E
(1)
v (β2)E

(0)
v (α2)

− E(0)
v (β2)E

(1)
v (α2))−Dv(−α1)(vE

(1)
v (β2)E

(1)
v−1(α2)

+ 2E(0)
v (β2)E

(0)
v−1(α2))

]
,

特征函数 φn,x(x) 为

φn,x(x) =



√
η(0, λn,x)

ω′(λn,x)ξ(0, λn,x)
ξ(x, λn,x), x < 0,

sign(ξ(0, λn,x)η(0, λn,x))

√
ξ(0, λn,x)

ω′(λn,x)η(0, λn,x)
η(x, λn,x), 0 6 x < y1,
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其中

ξ(x, λ) = e
z21
4 Dv(−z1), η(x, λ) = 2−

v
2−2e

z22−β2
2

4
σ2√
a
(E(1)

v (β2)E
(0)
v (z2)− E(0)

v (β2)E
(1)
v (z2)),

且系数 cn,x = − φ′
n,x(y1)

λn,xς1(y1)
, Dv(z)、E

(0)
v (z) 和 E

(1)
v (z) 都是抛物柱面函数 (参见文献 [23]).

情形 2 y1 6 0. 斜 OU 过程 X
(1)
t 从 x0 出发向上首达 x 时刻的分布 Px0(T

(1)
x0↑x 6 t) 的级数展开

与情形 1 相同, 不同的只是 Wronskian 方程变为

ω(λ) = −e
β2
1
4 Dv(−β1)
ς1(y1)

.

证明 证明中综合运用了谱展开方法和特殊函数的性质, 详细证明参见文献 [13].

向下首达时情形与向上情形类似, 我们把它总结为如下推论.

推论 1 (向下首达) 情形 1 y160. 斜 OU过程 X
(1)
t 从 x0出发向下首达 x时刻的分布 Px0(T

(1)
x0↓x

6 t) 的级数展开如下:

Px0(T
(1)
x0↓x 6 t) = 1−

+∞∑
n=1

cn,xe
−λn,xtφn,x(y

0
1),

其中当 n ↑ ∞ 时, 特征值 0 6 λ1,x < λ2,x < · · · < λn,x → ∞ 是下面 Wronskian 方程的根:

ω(λ) = eϱ+(α2
1+α2

2−β2
1)/42−v/2−2

[√
2σ1
σ2

vDv−1(α2)(E
(0)
v (β1)E

(1)
v (α1)

− E(1)
v (β1)E

(0)
v (α1))−Dv(α2)(vE

(1)
v (β1)E

(1)
v−1(α1)

+ 2E(0)
v (β1)E

(0)
v−1(α1))

]
,

特征函数 φn,x(x) 满足

φn,x(x) =



√
η(0, λn,x)

ω′(λn,x)ξ(0, λn,x)
ξ(x, λn,x), y1 < x < 0,

sign(ξ(0, λn,x)η(0, λn,x))

√
ξ(0, λn,x)

ω′(λn,x)η(0, λn,x)
η(x, λn,x), x > 0,

其中

ξ(x, λ) = 2−
v
2−2 σ1√

a
e

z21−β2
1

4 (E(0)
v (β1)E

(1)
v (z1)− E(1)

v (β1)E
(0)
v (z1)), η(x, λ) = e

z22
4 Dv(z2),

且系数 cn,x =
φ′

n,x(y1)

λn,xς1(y1)
.

情形 2 y1 > 0. 斜 OU 过程 X
(1)
t 从 x0 出发向下首达 x 时刻的分布 Px0(T

(1)
x0↓x 6 t) 的级数展开

与情形 1 相同, 只是 Wronskian 方程变为

ω(λ) = −e
β2
2
4 Dv(β2)

ς1(y1)
.

证明 详细证明参见文献 [13].
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3.2 首达时的 Laplace 变换

命题 2 首达时 T (1)
x0↑x 和 T (1)

x0↓x 的 Laplace 变换为

Ex0(e
−ϑT (1)

x0↑x) =
Iϑ(y

0
1)

Iϑ(y1)
,

Ex0(e
−ϑT (1)

x0↓x) =
Dϑ(y

0
1)

Dϑ(y1)
,

其中递增函数 Iϑ(x) 满足

Iϑ(x) =


H−χ

(
− z1√

2

)
, x 6 0,

c1H−χ

(
− z2√

2

)
+ c2H−χ

(
z2√
2

)
, x > 0,

(3.4)

递减函数 Dϑ(x) 满足

Dϑ(x) =


c3H−χ

(
− z1√

2

)
+ c4H−χ

(
z1√
2

)
, y 6 0,

H−χ

(
z2√
2

)
, y > 0,

(3.5)

其中 χ = ϑ/a, 系数 ci (i = 1, 2, 3, 4) 满足

c1 =
σ1H−χ(− α1√

2
)H−χ−1(

α2√
2
) + σ2H−χ(

α2√
2
)H−χ−1(− α1√

2
)

σ1H−χ(
α2√
2
)H−χ−1(− α2√

2
) + σ1H−χ(− α2√

2
)H−χ−1(

α2√
2
)
,

c2 =
σ1H−χ(− α1√

2
)H−χ−1(− α2√

2
)− σ2H−χ(− α2√

2
)H−χ−1(− α1√

2
)

σ1H−χ(
α2√
2
)H−χ−1(− α2√

2
) + σ1H−χ(− α2√

2
)H−χ−1(

α2√
2
)
,

c3 =
σ2H−χ(

α2√
2
)H−χ−1(

α1√
2
)− σ1H−χ(

α1√
2
)H−χ−1(

α2√
2
)

σ2H−χ(− α1√
2
)H−χ−1(

α1√
2
) + σ2H−χ(

α1√
2
)H−χ−1(− α1√

2
)
,

c4 =
σ2H−χ(

α2√
2
)H−χ−1(− α1√

2
) + σ1H−χ(− α1√

2
)H−χ−1(

α2√
2
)

σ2H−χ(− α1√
2
)H−χ−1(

α1√
2
) + σ2H−χ(

α1√
2
)H−χ−1(− α1√

2
)
.

证明 详细证明参见文献 [13].

3.3 占位时

令 c, b1, b2, d ∈ R 且 c < b1 < b2 < d, 本节研究斜 OU 过程在出 [c, d] 之前在 [b1, b2] 的占位时. 在

给出相关结论之前, 先引进一些定义和记号.

对 ν > 0, 定义

C(ν, x, y) = H−ν−1(−x)H−ν(y) +H−ν−1(x)H−ν(−y),

S(ν, x, y) = H−ν(−x)H−ν(y)−H−ν(x)H−ν(−y),

Erfi(x) :=
2√
π

∫ x

0

ev
2

dv,

ψ+
0 (G1(c), G1(b1)) =

√
a
π e

(ab1−µ)2

aσ2

σ(1+β)
4 [Erfi(− µ√

aσ
)− Erfi(ac−µ√

aσ
)] + σ(1−β)

4 [Erfi(ab1−µ√
aσ

)− Erfi(− µ√
aσ

)]
,
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ψ−
0 (G1(b2), G1(d)) =

√
a
π e

(ab1−µ)2

aσ2

σ(1−β)
4 [Erfi(ad−µ√

aσ
)− Erfi(ab2−µ√

aσ
)]
,

则过程从 b1 出发, 出 [c, d] 之前在 [b1, b2] 的占位时的 Laplace 变换为

Eb1e
−λIX(b1,b2,c,d) = {δ2C(κ, b̂, â)ψ+

0 (G1(c), G1(b1))− S(κ, â, b̂)ψ+
0 (G1(c), G1(b1))ψ

−
0 (G1(b2), G1(d))

+ δ2C(κ, â, â)ψ
−
0 (G1(b2), G1(d))}/{−δ22S(κ+ 1, â, b̂)

+ δ2C(κ, â, b̂)ψ
−
0 (G1(b2), G1(d)) + δ2C(κ, b̂, â)ψ

+
0 (G1(c), G1(b1))

− S(κ, â, b̂)ψ+
0 (G1(c), G1(b1))ψ

−
0 (G1(b2), G1(d))},

其中 δ2 = 2κ a
σ2
且 x̂ =

√
γ

σ2
( 1−β

2 x− θ2).

注 2 具体证明参见文献 [24].

4 斜 CIR 过程

分支过程,是一种特殊的随机过程,它是一组粒子的分裂或灭亡过程的数学模型. 在概率模型中也

被称为 Cox-Ingersoll-Ross (CIR) 过程. CIR 过程在金融中常被用来描述利率的动态 (参见文献 [25]),

其具有均值回复和正值等特性. 本节主要研究斜 CIR过程, 更多关于分支过程与 CIR过程的信息,参

见文献 [26]. 与对斜 OU 过程的讨论类似, 我们直接给出斜 CIR 过程的定义及其转移密度和首达时分

布, 最后得到它的平稳性质.

定义 2 称 X
(2)
t 是斜 CIR 过程, 若它满足如下的随机微分方程:

dX
(2)
t = µ̃(ã−X

(2)
t )dt+ σ̃

√
X

(2)
t dWt + β̃dLX(2)

t (b), |β̃| 6 1, b > 0, (4.1)

其中 ã > 0 是均值水平, µ̃ > 0 是回复率, σ̃ > 0 是波动率参数, Wt 是标准 Brown 运动, LX(2)

t (b) 是

X
(2)
t 在 b 点的对称局部时.

注 3 斜 CIR 过程的弱解的存在唯一性证明已在文献 [27, 28] 中给出.

令 p = (1 + β̃)/2. 图 2 给出了三种不同 p 值下的斜 CIR 过程的路径轨道图. 事实上, 当过程碰到

b 时, 会以 p 的概率向上反射, 以 1− p 的概率向下反射.

1.00.5 1.5 2.0
t

X
t

8.0

8.5

9.0

7.0

7.5

图 2 斜 CIR 过程在三种不同 p 值下可能的轨道. 相同的参数设置是 θ = 7.8, k = 6.21, σ = 0.5, a = 7.75 和

x0 = 7.752. 从细到粗的三条路径分别表示 p 取值 0.2、0.5 和 0.8
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4.1 转移密度及首达时分布的闭解形式

定义如下符号:

π =
2µ̃ã

σ̃2
,

θ̃1 =
(1− β̃)ã

2
+

(1 + β̃)b

2
, σ̃1 = σ

√
1− β̃

2
, l̃1 =

(1 + β̃)b

2
,

θ̃2 =
(1 + β̃)ã

2
+

(1− β̃)b

2
, σ̃2 = σ

√
1 + β̃

2
, l̃2 =

(1− β̃)b

2
.

此外, 定义如下函数:

g2(x) =


1 + β̃

2
, 0 < x < b,

1− β̃

2
, x > b,

G2(x) =


1 + β̃

2
(x− b) + b, 0 < x < b,

1− β̃

2
(x− b) + b, x > b,

ς2(x) =


(x− l̃2)

−πe
2µ̃(x−l̃2)

σ̃2
2 , l̃2 < x < b,

(b− l̃2)
−πe

2µ̃(x−b)

σ̃2
1

+
2µ̃(b−l̃2)

σ̃2
2

(
x− l̃1

b− l̃1

)−π

, x > b,

m2(x) =


2

ς2(x)σ̃2
2(x− l̃2)

, l̃2 < x < b,

2

ς2(x)σ̃2
1(x− l̃1)

, x > b.

令 Tx = inf{t > 0;Xt = x} 表示过程 Xt 的首达时, 令 Ty = inf{t > 0;G2(Xt) = y} 表示过程 G2(Xt)

的首达时, 令 S2(x) =
∫ x

ς2(y)dy, 那么可以得到

Pa(Ta+ϵ < Ta−ϵ) = PG2(a)(TG2(a+ϵ) < TG2(a−ϵ))

=
S2(G2(a))− S2(G2(a− ϵ))

S2(G2(a+ ϵ))− S2(G2(a− ϵ))
→ p, 当 ϵ→ 0.

上述式子解释了当斜 CIR 过程 Xt 触碰到 a 点时, 它会以 p 的概率向上运动和以 1 − p 的概率向下

运动.

下面给出斜 CIR 的转移密度.

命题 3 斜 CIR 过程从 x0 出发经时间 t 到达 x 的转移密度 p2(t;x0, x) 满足

p2(t;x0, x) = g2(x)m2(G2(x))
+∞∑
n=1

e−λntφn(G2(x0))φn(G2(x)),

其中当 n ↑ ∞ 时, 特征值 0 6 λ1 < λ2 < · · · < λn → ∞ 是下面 Wronskian 方程的根:

ω(λ) = − 1

ς2(b)

[
2µ̃α

σ̃2
1

F (α, π,Λ2)U(α+ 1, π + 1,Λ1) +
2µ̃α

σ̃2
2π
U(α, π,Λ1)F (α+ 1, π + 1,Λ2)

]
,
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特征函数满足

φn(x) =



√
ψ(b, λn)

ω′(λn)ϕ(b, λn)
ϕ(x, λn), l̃2 < x < b,

sign(ϕ(b, λn)ψ(b, λn))

√
ϕ(b, λn)

ω′(λn)ψ(b, λn)
ψ(x, λn), x > b,

其中

α = −λ
µ̃
, Λ1 =

2µ̃(b− l̃1)

σ̃2
1

, Λ2 =
2µ̃(b− l̃2)

σ̃2
2

.

若定义

z̃1 =
2µ̃(x− l̃1)

σ̃2
1

, z̃2 =
2µ̃(x− l̃2)

σ̃2
2

,

则有 ψ(x, λ) = U(α, π, z̃1), ϕ(x, λ) = F (α, π, z̃2), 其中 U(α, π, z) 和 F (α, π, z) 分别是 Tricomi 函数和

Kummer 函数, 参见文献 [23].

证明 详细证明参见文献 [29].

下面考虑斜 CIR 过程的首达时问题. 假设 X
(2)
t 满足方程 (4.1), 由对称 Itô-Tanaka 公式可知, 过

程 Y
(2)
t = G2(X

(2)
t ) 满足

dY
(2)
t =


µ̃(θ̃2 − Y

(2)
t )dt+ σ̃2

√
Y

(2)
t − l̃2dWt, l̃2 < Y

(2)
t < b,

µ̃(θ̃1 − Y
(2)
t )dt+ σ̃1

√
Y

(2)
t − l̃1dWt, Y

(2)
t > b.

(4.2)

类似于斜 OU 的情形, 定义斜 CIR 过程的首达时 T (2)
x0↑x = inf {t > 0;X

(2)
t = x} (x0 6 x) 和 T̂

(2)
y0↑y =

inf {t > 0;Y
(2)
t = y} (y0 6 y). 利用 X

(2)
t 与 Y

(2)
t 的一一对应关系, 有

P(T (2)
x0↑x 6 t) = P(T̂ (2)

G2(x0)↑G2(x)
6 t).

同样, 为了方便书写, 定义

y02 = G2(x0), y2 = G2(x), ν1 =
2µ̃(y2 − l̃1)

σ̃2
1

, ν2 =
2µ̃(y2 − l̃2)

σ̃2
2

.

定理 3 (向上首达) 情形 1 y2>b. 斜 CIR过程X
(2)
t 从 x0出发向上首达 x时刻的分布 Px0(T

(2)
x0↑x

6 t) 的级数展开如下:

Px0(T
(2)
x0↑x 6 t) = 1−

+∞∑
n=1

cn,xe
−λn,xtφn,x(y

0
2),

其中当 n ↑ ∞ 时, 特征值 0 6 λ1,x < λ2,x < · · · < λn,x → ∞ 是下面 Wronskian 方程的简单零根:

ω(λ) = − 1

ς2(b)Γ1

{
F (α, π,Λ2)[F (α+ 1, π + 1,Λ1)U(α, π, ν1) + πF (α, π, ν1)U(α+ 1, π + 1,Λ1)]

+
σ̃2
1

σ̃2
2

F (α+ 1, π + 1,Λ2)[F (α, π, ν1)U(α, π,Λ1)− F (α, π,Λ1)U(α, π, ν1)]

}
,
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其中 Γ1 = F (α+ 1, π + 1, ν1)U(α, π, ν1) + βF (α, π, ν1)U(α+ 1, π + 1, ν1), 且系数 cn,x 满足

cn,x = −
φ′
n,x(y2)

λn,xς2(y2)
, φ′

n,x(y2) =
dφn,x(x)

dx

∣∣∣∣
x↑y2

.

定义 ϕ(x, λ) = F (α, π, z̃2), ψ(x, λ) =
σ̃2
1

2µ̃α
π
Γ1

[F (α, π, ν1)U(α, π, z̃1) − F (α, π, z̃1)U(α, π, ν1)], 则特征函数

φn,x(x) 满足

φn,x(x) =



√
ψ(b, λn,x)

ω′(λn,x)ϕ(b, λn,x)
ϕ(x, λn,x), l̃2 < y < b,

sign(ψ(b, λn,x)ϕ(b, λn,x))

√
ϕ(b, λn,x)

ω′(λn,x)ψ(b, λn,x)
ψ(x, λn,x), b 6 x 6 y2.

情形 2 y2 6 b. 斜 CIR 过程 X
(2)
t 从 x0 出发向上首达 x 时刻的分布 Px0(T

(2)
x0↑x 6 t) 的级数展开

与情形 1 相同, 只是 Wronskian 方程变为如下形式:

ω(λ) = − F (α, π, ν2)

(y2 − l̃2)−πeν2

.

证明 详细证明参见文献 [29].

向下首达时情形与向上首达情形类似, 我们把它总结为如下推论.

推论 2 (向下首达) 情形 1 y26b. 斜 CIR过程X
(2)
t 从 x0出发向下首达 x时刻的分布 Px0(T

(2)
x0↓x

6 t) 的级数展开如下:

Px0(T
(2)
x0↓x 6 t) = 1−

+∞∑
n=1

cn,xe
−λn,xtφn,x(y

0
2),

其中当 n ↑ ∞ 时, 特征值 0 6 λ1,x < λ2,x < · · · < λn,x → ∞ 是下面 Wronskian 方程的简单零根:

ω(λ) = − 1

ς2(b)Γ2

{
π
σ̃2
2

σ̃2
1

U(α+ 1, π + 1,Λ1)[F (α, π,Λ2)U(α, π, ν2)− F (α, π, ν2)U(α, π,Λ2)]

+ U(α, π,Λ1)[F (α+ 1, π + 1,Λ2)U(α, π, ν2) + πF (α, π, ν2)U(α+ 1, π + 1,Λ2)]

}
,

其中 Γ2 = F (α+ 1, π + 1, ν2)U(α, π, ν2) + πF (α, π, ν2)U(α+ 1, π + 1, ν2), 且系数系数 cn,x 满足

cn,x =
φ′
n,x(y2)

λn,xς2(y2)
, φ′

n,x(y2) =
dφn,x(x)

dx
|x↓y2 ,

定义 ϕ(x, λ) =
σ̃2
2

2µ̃α
π
Γ2

[F (α, π, z̃2)U(α, π, ν2) − F (α, π, ν2)U(α, π, z̃2)], ψ(x, λ) = U(α, π, z̃1), 则特征函数

φn,x(x) 满足

φn,x(x) =



√
ψ(b, λn,x)

ω′(λn,x)ϕ(b, λn,x)
ϕ(x, λn,x), y2 6 x < b,

sign(ψ(b, λn,x)ϕ(b, λn,x))

√
ϕ(b, λn,x)

ω′(λn,x)ψ(b, λn,x)
ψ(x, λn,x), b 6 x <∞.
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情形 2 y2 > b. 斜 CIR 过程 X
(2)
t 从 x0 出发向下首达 x 时刻的分布 Px0(T

(2)
x0↓x 6 t) 的级数展开

与情形 1 相同, 只是 Wronskian 方程变为如下形式:

ω(λ) = − U(α, π, ν1)

(b− l̃2)−πeΛ2(y2−l̃1
b−l̃1

)−πeν1

.

证明 详细证明参见文献 [29].

4.2 Laplace 变换

命题 4 首达时 T (2)
x0↑x 和 T (2)

x0↓x 的 Laplace 变换为

Ex0(e
−ϑT (2)

x0↑x) =
Ĩϑ(y

0
2)

Ĩϑ(y2)
, Ex0(e

−ϑT (2)
x0↓x) =

D̃ϑ(y
0
2)

D̃ϑ(y2)
,

其中递增函数 Ĩϑ(x) 满足

Ĩϑ(x) =


F

(
ϑ

µ̃
, π, z̃2

)
, x 6 b,

c̃1F

(
ϑ

µ̃
, π, z̃1

)
+ c̃2U

(
ϑ

µ̃
, π, z̃1

)
, x > b,

(4.3)

递减函数 D̃ϑ(x) 满足

D̃ϑ(x) =


c̃3F

(
ϑ

µ̃
, π, z̃2

)
+ c̃4U

(
ϑ

µ̃
, π, z̃2

)
, x < b,

U

(
ϑ

µ̃
, π, z̃1

)
, x > b.

定义

Ξ1 = σ̃2
2F

(
ϑ

µ̃
+ 1, π + 1,Λ1

)
U

(
ϑ

µ̃
, π,Λ1

)
+ σ̃2

2πF

(
ϑ

k
, π,Λ1

)
U

(
ϑ

µ̃
+ 1, π + 1,Λ1

)
,

Ξ2 = σ̃2
1F

(
ϑ

µ̃
+ 1, π + 1,Λ2

)
U

(
ϑ

k
, π,Λ2

)
+ σ̃2

1πF

(
ϑ

µ̃
, π,Λ2

)
U

(
ϑ

µ̃
+ 1, π + 1,Λ2

)
,

则系数 c̃i (i = 1, 2, 3, 4) 满足

c̃1 =
1

Ξ1

[
σ̃2
1F

(
ϑ

µ̃
+ 1, π + 1,Λ2

)
U

(
ϑ

µ̃
, π,Λ1

)
+ σ̃2

2πF

(
ϑ

µ̃
, π,Λ2

)
U

(
ϑ

µ̃
+ 1, π + 1,Λ1

)]
,

c̃2 =
1

Ξ1

[
σ̃2
2F

(
ϑ

µ̃
+ 1, π + 1,Λ1

)
F

(
ϑ

µ̃
, π,Λ2

)
− σ̃2

1F

(
ϑ

µ̃
, π,Λ1

)
F

(
ϑ

µ̃
+ 1, π + 1,Λ2

)]
,

c̃3 =
1

Ξ2

[
σ̃2
1πU

(
ϑ

µ̃
, π,Λ1

)
U

(
ϑ

µ̃
+ 1, π + 1,Λ2

)
− σ̃2

2πU

(
ϑ

µ̃
+ 1, π + 1,Λ1

)
U

(
ϑ

µ̃
, π,Λ2

)]
,

c̃4 =
1

Ξ2

[
σ̃2
1F

(
ϑ

µ̃
+ 1, π + 1,Λ2

)
U

(
ϑ

µ̃
, π,Λ1

)
+ σ̃2

2πF

(
ϑ

µ̃
, π,Λ2

)
U

(
ϑ

µ̃
+ 1, π + 1,Λ1

)]
.

证明 详细证明参见文献 [12].
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4.3 平稳密度

本小节给出斜 CIR 过程的平稳密度.

定理 4 斜 CIR 过程 X
(2)
t 的平稳密度 p(x) 为

p(x) =


1− β̃

2Λ
xπ−1e−

2µ̃x

σ̃2 , 0 < x < b,

1 + β̃

2Λ
xπ−1e−

2µ̃x

σ̃2 , x > b,

(4.4)

其中

Λ =
1− β̃

2

∫ b

0

xπ−1e−
2µ̃x

σ̃2 dx+
1 + β̃

2

∫ ∞

b

xπ−1e−
2µ̃x

σ̃2 dx.

证明 假设 f ∈ C(I), f ′, f ′′ ∈ C(I) \ {b} 且 f ′ 在 b 点满足

1 + β̃

2
f ′(b+) =

1− β̃

2
f ′(b−).

对这样的 f 利用广义的 Itô 公式, 有

f(X
(2)
t ) = f(X

(2)
0 ) +

∫ t

0

f ′(X(2)
s )dX(2)

s +
1

2

∫ t

0

f ′′(X(2)
s )d⟨X(2)⟩s +

1

2
[f ′(b+)− f ′(b−)]LX(2)

t (b)

= f(X
(2)
0 ) +

∫ t

0

[
µ̃(ã−X(2)

s )f ′(X(2)
s ) +

1

2
σ̃2X(2)

s f ′′(X(2)
s )

]
ds+

∫ t

0

σ̃

√
X

(2)
s f ′(X(2)

s )dWs.

由于 X
(2)
t 是 Markov 过程, 且其无穷小生成元为

Af(x) = lim
t→0

Exf(X
(2)
t )− Exf(X

(2)
0 )

t

=
1

2
σ̃2xf ′′(x) + µ̃(ã− x)f ′(x).

从文献 [30, 第 394 页], 我们能够推出 X
(2)
t 的平稳密度 p(x) 应该满足∫

Af(x)p(x)dx = 0, 对所有的 f ∈ D(A). (4.5)

注意到 ∫ ∞

0

Af(x)p(x)dx =

∫ b

0

Af(x)p(x)dx+

∫ ∞

b

Af(x)p(x)dx.

利用两次分部积分法, 上面的方程化为∫ ∞

0

f(x)

[
1

2
σ̃2xp′′(x) + σ̃2p′(x) + µ̃(x− ã)p′(x) + µ̃p(x)

]
dx+

1

2
σ̃2b[p(b−)f ′(b−)− p(b+)f ′(b+)]

+ f(b)

[(
1

2
σ̃2 + µ̃(b− ã)

)
(p(b+)− p(b−)) +

1

2
σ̃2b(p′(b+)− p′(b−))

]
+ f(0)

(
1

2
σ̃2 − µ̃ã

)
p(0)

= 0.
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从上式, 我们有以下方程:
p(b−)f ′(b−) = p(b+)f ′(b+),

p(0) = 0,

1

2
σ̃2xp′′(x) + σ̃2p′(x) + µ̃(x− ã)p′(x) + µ̃p(x) = 0.

结合条件
∫∞
0
p(x)dx = 1, 就能得到平稳密度 (4.4) 中的 p(x).

5 斜过程在金融衍生品定价中的应用

由于斜过程特殊的轨道性质, 使得它们在衍生品定价中有着广泛的应用. 本节以斜 CIR 过程为

例, 给出了标的资产服从该过程时两种典型期权的价值.

5.1 基于斜 CIR 过程的障碍期权定价

本小节将讨论标的是汇率目标区 {Xt, t > 0} 的 (敲入) 障碍期权的定价问题. 敲入障碍期权表示

当标的资产价格达到一个特定障碍水平时, 期权自动生效. 它包含向下敲入和向上敲入, 表示标的必

须至少有一次跌到了障碍水平之下或必须至少有一次涨到了障碍水平之上, 该期权才会有收入. 这里

考虑向下敲入障碍期权. 定义 τ = inf{t > 0;Xt 6 C}, 其中 Xt 表示汇率. 那么到期日是 T , 执行价格

是 K 的向下敲入障碍期权的收益是 1{τ<T}m(XT −K)+, 这里 m 代表着货币的数量 (例如, 若 Xt 表

示美元/港币汇率, 则 m 表示港币的数量). 下面来计算期权的价格 CT = E[1{τ<T}m(XT −K)+]. CT

的 Laplace 变换是

ϑ

∫ ∞

0

e−ϑtE[1{τ<t}m(Xt −K)+]dt = mE

[
e−ϑτϑ

∫ ∞

0

e−ϑu(Xτ+u −K)+du

]
= mE

[
e−ϑτE

[
ϑ

∫ ∞

0

e−ϑu(Xu −K)+ ◦Θτdu

∣∣∣∣Fτ

]]
= mE

[
e−ϑτEC

[
ϑ

∫ ∞

0

e−ϑu(Xu −K)+du

]]
= mE[e−ϑτ ]ϑ

∫ ∞

K

(u−K)

∫ ∞

0

e−ϑtp(t;x, u)dtdu,

其中 Θτ 是转移算子, 且第三个等式利用了强 Markov 性. E[e−ϑτ ] 的 Laplace 变换详见命题 4, 转移密

度 p(t;x, u) 的详细计算见命题 3.

5.2 基于斜 CIR 过程的一触即付期权定价

本小节将讨论一触即付期权. 一触即付期权是当资产价格上涨并触碰到目标价格, 投资者就能获

得所有的回报,反之,投资者一无所获. 一触即付期权是奇异期权的一种,资产多为指数或外汇. 假设 x0

是初始值, k 是提前设置好的目标价格. 为了简单起见, 假设投资者投资的总资产是 1. 如下定义触碰

的时间 τ :

τ = inf{t > 0;Xt>k}.
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从金融的观点出发, 我们对 E[e−rTCT ] 特别感兴趣, 其中 T 是到期日, CT 是目标价格 k 的一触即付

期权在 T 的收益:

CT =

1, 若 τ < T,

0, 若 τ > T,

那么一触即付期权的价格就是 V0 = E[e−rTCT ] = e−rTP{τ < T}, 其中 P{τ < T} 是斜 CIR 过程的首

达时分布, 详细计算见第 4.1 小节.

6 总结

目前我们的工作主要集中在一个斜点的斜 OU 和斜 CIR 过程解的存在唯一性讨论, 及计算其相

关的性质上. 进一步地, 一方面, 我们要考虑多个斜点的解的存在唯一性的讨论和相关性质的计算; 另

一方面, 我们可以利用斜过程来描述许多金融当中的特殊现象, 诸如现行的零利率动态、汇率目标区

制度下的汇率动态等. 关于斜过程的参数估计也非常值得深入研究. 这些都是今后研究的方向.

致谢 本文中相关结果曾在国内外学术会议报告交流, 得到了学术同行的诸多评论和建议, 作者深表感谢. 本文第一

位作者王永进特别感谢老师王梓坤先生几十年来的指导、支持和鼓励. 借以此文贺先生 90 华诞.
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