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摘要 近年来, 对于 Stokes-Darcy 方程的研究受到越来越多的关注. 一方面是因为它在水文学、环境

科学和石油工程等诸多领域有着广泛的应用; 另一方面, 该方程在数学理论和数值分析方面也十分具

有挑战性. 保多项式重构 (polynomial-preserving recovery, PPR) 方法是一种后处理方法, 将其用于有

限元的后处理, 可以获得连续更优的梯度逼近结果. 本文对 Stokes-Darcy 方程的有限元方法给出基于

PPR 的超收敛分析和后验误差估计. 利用有限元数值结果和 PPR 方法, 本文重构网格节点处的梯度

近似值, 证明重构后的梯度超收敛于精确梯度, 并证明后验误差估计在渐近意义上是精确的. 数值实

验验证了本文的理论分析结果.

关键词 Stokes-Darcy 方程 保多项式重构 后验误差估计 超收敛

MSC (2020) 主题分类 65M60, 65N30

1 引言

在数值计算中, 经常要给出偏微分方程数值解误差的定量估计, 后验误差估计是在精确解未知的

情形下, 用一个可计算量来估计误差, 这个量称为后验误差估计子. 在一些情形下, 可能更加关注解的

梯度,而 Lagrange有限元所得到的有限元解的梯度在单元边界处间断,因此保多项式重构 (polynomial-

preserving recovery, PPR) 方法被提出以获得一个连续的更优的梯度逼近结果.

梯度重构方法是在一个单元片 (由围绕公共节点的所有单元组成) 上选取样本点, 利用样本点数

据作最小二乘拟合, 从而得到重构点的梯度值. 目前比较成熟的梯度重构方法有 ZZ (Zienkiewicz-Zhu)

方法 [1] 和 PPR 方法 [26, 40,42]. PPR 方法继承了 ZZ 方法的优势, 重构过程直接利用网格节点信息, 且

不受 ZZ 方法有限元网格划分方式的限制, 因而受到工程界的广泛关注, 已被国际上广为流行的大型

商业软件 COMSOL Multiphysics 采用, 并使用至今. 利用 PPR 方法进行误差估计是一种重构型后验
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误差估计, 它与方程及其有限元形式无关. 重构算子具有超收敛性, 其计算过程简单, 快速高效且易于

实现. 文献 [34] 给出了椭圆方程基于弱 Galerkin 有限元的 PPR 型后验误差估计, 文献 [18] 研究了高

频波方程有限元方法的保 PPR 型后验误差估计, 文献 [14] 研究了高波数 Helmholtz 方程线性有限元

的 PPR 的超收敛分析, 文献 [21,30,35,36,38,39,41] 研究了基于复杂网格上有限元的保多项式重构方

法. 上述文献主要研究的是非耦合问题的 PPR 方法. 然而, 关于耦合问题的 PPR 方法的研究还比较

少. 这促使本文研究 PPR方法在 Stokes-Darcy耦合问题上的应用,并进一步探索 PPR方法的优势和

作用.

本文研究 Stokes-Darcy 方程基于 PPR 的后验误差估计及其相应的自适应有限元算法. Stokes-

Darcy 方程在油藏开采、地下水污染的修复等方面有着广泛的应用, 具有十分重要的实际意义. 关于

Stokes-Darcy 耦合问题的数值求解方法已有很多研究. 例如, 文献 [3, 7, 23] 研究了交界面, 文献 [5] 研

究了 Stokes-Darcy 方程的 CR (Crouzeix-Raviart) 元有限元逼近, 文献 [28,31] 研究了 Stokes-Darcy 耦

合方程的稳定化混合元方法. 文献 [4] 在 Stokes-Darcy 方程的求解中引入了新的变量旋度, 提出了新

的变分形式. 文献 [27] 在 Stokes-Darcy 方程中加入了扰动参数, 并给出了新的非协调有限元空间. 文

献 [29] 采用二重网格法对 Stokes-Darcy 方程进行求解. 文献 [37] 将 Stokes 方程和 Darcy 方程写成

统一的 Brinkman 方程的形式, 并在此基础上构造了一致稳定的有限元逼近. 文献 [25] 通过在 Stokes-

Darcy 方程的交界面上引入 Lagrange 乘子进行区域分解求解. 文献 [11] 研究了 Stokes-Darcy 方程基

于有限体积法的求解过程,基于间断有限元方法的分析研究可参见文献 [17]. 文献 [9]分别在流体域采

用 Taylor-Hood 元、在多孔介质域采用分片二次元对 Stokes-Darcy 方程进行求解, 文献 [10] 基于此有

限元空间给出了 Stokes-Darcy 方程的残量型后验误差估计. 有关 Stokes-Darcy 方程的更多研究可参

见文献 [2, 12,13,16,19,24,32,33].

PPR 方法是一种有限元后处理技术, 它可以用来改进有限元解的数值逼近精度, 也能够为自适应

程序提供有效可靠的后验误差估计子. 本文采用有限元方法求解 Stokes-Darcy 方程, 并给出 Stokes-

Darcy 方程有限元方法的梯度重构型后验误差估计. 对比文献 [6, 10] 介绍的残量型后验误差估计子,

本文所提出的后验误差估计子具有形式简单、计算方便等优势. 理论分析和数值实验表明重构梯度的

精度优于有限元近似梯度所提供的近似, 即重构梯度是超收敛的. 同时基于 PPR 方法构造的后验误

差估计子是渐近准确的, 可以指导网格的自适应加密, 得到数值解的最优逼近.

本文余下内容的结构如下. 第 2节给出 Stokes-Darcy方程的有限元离散格式. 第 3节基于 Stokes-

Darcy 方程的有限元方法, 给出梯度重构型后验误差估计子并分析 PPR 算子的超收敛性质. 第 4 节

给出 Stokes-Darcy 方程的自适应算法, 并通过数值算例来验证所得理论的正确性.

2 Stokes-Darcy 方程的混合有限元方法

Stokes-Darcy 方程由 Stokes 方程和 Darcy 方程通过界面条件耦合而成, 在两区域内方程的解具

有不同的正则性, 而且交界面上流体的切向速度不连续.文献 [20]提出了求解流体力学中 Stokes问题

的三角元, 即对速度变量采用二次分片多项式逼近, 对压力变量采用连续线性分片多项式逼近, 简称

P2-P1 连续压力元. 文献 [9] 在流体域采用 P2-P1 元, 在多孔介质域采用 P2 元, 本文基于上述有限元

空间研究 Stokes-Darcy 方程的 PPR 及其自适应有限元方法.

设 Ω ⊂ R2 是一个连通的有光滑边界的多边形区域, 此多边形区域为 Ω = Ωp ∪Ωf , 其中, Ωp 为多

孔介质域, Ωf 为流体区域 (如图 1 所示).
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图 1 求解区域 Ω

在 Ωp 中, 流体速度 up 和水势 ϕp 满足 Darcy 方程

up = −K∇ϕp 和 ∇ · up = 0. (2.1)

在 Ωf 中, 流体速度 uf 满足 Stokes 方程

−∇ · T(uf , pf ) = ff 和 ∇ · uf = 0, (2.2)

其中, T(uf , pf ) = 2νD(uf )− pf I 为应力张量, ν 为流体的黏性系数, D(uf ) =
1
2 (∇uf +∇Tuf ) 为形变

张量.

在界面 Γ = Ωp ∩ Ωf 上,

uf · nf = −up · np, (2.3)

− nf · (T(uf , pf ) · nf ) = gϕp, (2.4)

− τf · (T(uf , pf ) · nf ) = ατf · uf , (2.5)

其中, τf 为 Γ 的正切方向, g、α 和 ν 为正的常数.

在外部边界上,

uf = 0, x ∈ ∂Ω ∩ ∂Ωf , (2.6)

up · np = 0, x ∈ ∂Ω ∩ ∂Ωp. (2.7)

定义空间

Xf = {vf ∈ (H1(Ωf ))
2 |vf = 0 在 ∂Ωf\Γ 上}, Qf = L2(Ωf ),

Xp = {ψp ∈ H1(Ωp) |ψp = 0 在 ∂Ωp\Γ 上}.

定义如下双线性形式:

ap(ϕp, ψp) = (K∇ϕp,∇ψp)Ωp , ∀ϕp, ψp ∈ Xp,

af (uf ,vf ) = 2ν(D(uf ),D(vf ))Ωf
, ∀uf ,vf ∈ Xf ,

bf (vf , qf ) = −(∇ · vf , qf )Ωf
, ∀vf ∈ Xf , qf ∈ Qf .

Stokes-Darcy 方程的变分形式为: 求 (uf , pf , ϕp) ∈ Xf ×Qf ×Xp, 使得

af (uf ,vf ) + bf (vf , pf ) + gap(ϕp, ψp) + ⟨gϕp,vf · nf ⟩

− ⟨guf · nf , ψp⟩+ α⟨Pτuf , Pτvf ⟩ = (f ,vf )Ωf
, ∀vf ∈ Xf , ψp ∈ Xp, (2.8)
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bf (uf , qf ) = 0, ∀ qf ∈ Qf , (2.9)

其中, (·, ·)Ωf
和 (·, ·)Ωp 分别表示区域 Ωf 和 Ωp 上的 L2 内积, ⟨·, ·⟩ 表示界面边界 Γ 上的 L2 内积, Pτ

表示 Γ 切线方向上的投影, 即 Pτu = (u · τf )τf . 令

A((u, p, ϕ); (v, q, ψ)) = af (u,v) + bf (v, p) + gap(ϕ, ψ) + ⟨gϕ,v · nf ⟩ − ⟨gu · nf , ψ⟩

+ α⟨Pτu, Pτv⟩ − bf (u, q), ∀ (u, p, ϕ), (v, q, ψ) ∈ Xf ×Qf ×Xp. (2.10)

则方程 (2.1) 和 (2.2) 的变分形式可以表示为: 求 (u, p, ϕ) ∈ Xf ×Qf ×Xp, 使得

A((u, p, ϕ); (v, q, ψ)) = (f ,v)Ωf
, ∀ (v, q, ψ) ∈ Xf ×Qf ×Xp. (2.11)

本文在流体区域中分别对速度和压力采用 Taylor-Hood元、在多孔介质区域中对水势采用分片二

次元进行离散. 定义有限元空间 [9]:

V h
f = {v ∈ C(Ωf ) : v|τ ∈ P2(τ), v = 0 在 ∂Ωf\Γ 上,∀ τ ∈ T h

f },

Xh
f = (V h

f )2,

Qh
f = {q ∈ C(Ωf ) : q|τ ∈ P1(τ),∀ τ ∈ T h

f },

Xh
p = {v ∈ C(Ωp) : v|τ ∈ P2(τ),∀ τ ∈ T h

p },

其中, T h
f 和 T h

p 分别是 Ωf 和 Ωp 上的三角形剖分, Pi 表示次数为 i 的多项式空间.

对 Stokes-Darcy 方程的有限元离散为: 求 (uh, ph, ϕh) ∈ Xh
f ×Qh

f ×Xh
p , 使得

A((uh, ph, ϕh); (vh, qh, ψh)) = (f ,vh), ∀ (vh, qh, ψh) ∈ Xh
f ×Qh

f ×Xh
p . (2.12)

3 Stokes-Darcy 方程的 PPR 方法

设 Ω ⊂ R2 是边界为 ∂Ω 的多边形区域. 设Mh 是 Ω 的正则三角形剖分, Eh 为所有内边的集合,

Nh 为所有节点集合. 令 V k
h = {vh : vh ∈ H1(Ω), vh|τ ∈ Pk(τ),∀ τ ∈ Mh}, 其中, Pk(τ) 为单元 τ 上的

完全 k 次多项式空间, uh 为有限元解.

PPR 方法的关键是用最小二乘方法拟合节点处的函数值, 即对于任意节点 zj ∈ Nh, 寻找多项式

pk+1 ∈ Pk+1(K̃), 使得

n∑
j=1

(pk+1 − uh)
2(zj) = min

q∈Pk+1

n∑
j=1

(q − uh)
2(zj), j = 1, 2, . . . , n,

其中, K̃ 表示节点 zj 的单元片, 节点 zj 处的重构梯度定义为 Ghuh(zj) = (∇pk+1)(zj).

下面简要介绍用有限元数值解来构造梯度重构算子的过程. 对于任意 zj ∈ Nh,假设 (ξ, η)是节点

zj 的局部坐标, 所求拟合多项式为

pk+1(x, y; zj) = PTa = P̂Tâ, (3.1)

其中,

PT = (1, x, y, . . . , xk+1, xky, . . . , yk+1), P̂T = (1, ξ, η, . . . , ξk+1, ξkη, . . . , ηk+1), aT = (a1, a2, . . . , am).
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系数向量 â 由以下线性方程组确定:

ATAâ = ATbn, (3.2)

其中 bn = (uh(zj1), uh(zj2), . . . , uh(zjn))
T,

A =



1 ξ1 η1 · · · ηk+1
1

1 ξ2 η2 · · · ηk+1
2

...
...

...
. . .

...

1 ξn ηn · · · ηk+1
n


. (3.3)

线性方程组 (3.2) 有唯一解的充要条件是

rank(A) = m. (3.4)

定义节点 zj 的重构梯度为

Ghuh(zj) = ∇pk+1(ξ = 0, η = 0; zj). (3.5)

对于任意 u = (u1, u2) ∈ V k
h × V k

h , 定义 zj 的重构梯度为

Ghu := (Ghu1(zj), Ghu2(zj))
T. (3.6)

当节点 zj 不是顶点且位于过顶点 zj1 和 zj2 的边的内部时,

Ghuh(zj) = α∇pk+1(ξ1, η1; zj1) + (1− α)∇pk+1(ξ2, η2; zj2). (3.7)

若 zj 是三角单元内部节点, 它位于以 zj1、zj2 和 zj3 为顶点的三角形的内部, 则

Ghuh(zj) =

3∑
i=1

α∇pk+1(ξi, ηi; zji). (3.8)

本文采用二次元 PPR (k = 2). 记重构节点 zj 是三角形单元的顶点, hj 为与 zj 邻接的单元边中最长

边的长度. 为确定节点 zj 处的重构梯度值, 选取重构节点 zj 附近的单元片. 首先选取所有在 Bhj (zj)

= {z ∈ Ω : |z − zj | < hj} 内的节点, 如果节点数目 n 少于拟合所需的最小数目 m = (k + 2)(k + 3)/2,

则进而在 B2hj 中选择节点, 迭代此过程直到样本点数目 n > m. 本文选取的样本点都是三角形单顶

点, 逼近效果更好. 由已知样本点数据 (有限元数值解), 求一个三次拟合多项式

p3(ξ, η) = (1, ξ, η, . . . , ξη2, η3)(â1, â2, . . . , â10). (3.9)

通过求解利用最小二乘拟合方法得到的线性方程组, 可以获得单元顶点上的重构梯度. 对于区域边界

上的节点, 需要通过扩大单元片来进行重构.

3.1 有限元解与二次插值之间的误差超收敛

在实际数值计算中, 利用自适应有限元方法生成的网格尽管不是强正则的, 但是网格中大部分的

相邻单元仍然组成一个近似平行四边形. 在这种轻度结构化网格上, 仍然可得到超收敛结果.
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首先, 给出一些必要记号. 对于任意三角单元 K ∈ Mh, 设其顶点 zk = (xk, yk) (1 6 k 6 3) 按逆

时针方向排列. 记 {tk}3k=1 为单元 K 的单位切向向量, θ 为单元边 e 在单元 K 中的对角, {nk}3k=1 为

单元 K 各边的单位外法向量, {hk}3k=1 表示单元 K 的各边的长度. 单元边 e 被两个邻接的单元 K 和

K ′ 所共有, 将单元 K ′ 中对应的几何量通过加上标 ′ 进行区别. 记 te 为单元边 e 的单位切向向量, ne

为单元边 e 的单位外法向量, te = −t′e 以及 ne = −n′
e. 此外, 记 |K| 为单元 K 的面积.

定义 3.1 对于三角剖分Mh 的内部边 e, 当 |he+1 − h′e+1| 6 ε和 |he−1 − h′e−1| 6 ε时, 称 Ωe 为

一个 ε 近似平行四边形.

定义 3.2 如果存在常数 ρ > 0, 0 6 σ < 1, 满足以下条件:

(1) 对于内部边 e ∈ E1,h, Ωe 形成一个 O(h1+ρ) 近似平行四边形;

(2) 对于内部边 e ∈ E2,h, |Ω2,h| = O(hσ), |Ωi,h| ≡
∪

K∈Mi,h
K, i = 1, 2,

则称三角剖分Mh = M1,h ∪M2,h 满足 Condition(ρ, σ).

本文研究的三角剖分Mh 是拟正则的, 即存在常数 δ > 0, 使得

hK
ρK

6 δ, ∀K ∈ Mh,

其中, hK 为三角单元 K 的外接圆直径, ρK 为三角单元 K 的内接圆直径.

此外, 本文使用记号 A . B 来表示不等式 A 6 cB, 其中 c 为常数, 且常数 c 只与三角剖分 Mh

的参数 δ、三角形单元的最小内角和有界多边形区域 Ω 有关.

记 u 为给定区域 Ω 上的光滑函数, 定义 u 在三角剖分Mh 上的分片二次插值为 ΠQu, 分片三次

插值为 ΠCu.

对于任意单元 K, 二次插值 ΠQu 满足如下条件:

(ΠQu)(z) = u(z), ∀ z ∈ Nh,∫
e

ΠQu =

∫
e

u, ∀ e ∈ Eh.

此外, 三次插值 ΠCu 在单元 K 的每条边 ei 上满足∫
ei

(u−ΠCu)p1 = 0, ∀ p1 ∈ P1, i = 1, 2, 3,

并且在单元 K 上满足
∫
K
(u − ΠCu) = 0. 基于插值的定义, 对于 φ ∈ H4(K), 存在下列局部误差展开

式 (具体证明可参见文献 [22]):∫
K

∇(φ−ΠQφ) · ∇vh =
∑

e⊂∂K

3∑
s=0

(
ase(K)

|K|
he

+ bse(K)

)∫
e

∂3φ

∂ns
e∂t

3−s
e

∂2vh
∂t2e

+O(h3K)|φ|4,K∥vh∥1,K , ∀ vh ∈ P2(K),

其中 ase(K) 和 bse(K) 为常数, 与单元 K 的几何形状有关.

引理 3.1 令 (u, p, ϕ) 是 Stokes-Darcy 方程的解析解. ΠQu 和 ΠQϕ 分别为 u 和 ϕ 在有限元空

间上的整体二次有限元插值. 设 u ∈ (H4(Ωf ) ∩W 3,∞(Ωf ))
2, ϕ ∈ H4(Ωp) ∩W 3,∞(Ωp), 有界多边形区

域 Ω 上的三角剖分Mh 满足 Condition(ρ, σ), 其中 ρ > 0, 0 6 σ < 1. 令 β = min(ρ, 1/2, σ/2), 对于任

意 vh ∈ Xh
f , ψ

h ∈ Xh
p , 成立如下误差估计:∫

Ωf

|∇(u−ΠQu) · ∇vh| . h2+β(|u|4,Ωf
+ |u|3,∞,Ωf

)|vh|1,Ωf
, (3.10)
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∫
Ωp

|∇(ϕ−ΠQϕ) · ∇ψh| . h2+β(|ϕ|4,Ωf
+ |ϕ|3,∞,Ωf

)|ψh|1,Ωp . (3.11)

引理 3.1 的证明参见文献 [22].

引理 3.2 [15] 令 K̂ 是有限元的参考单元, 其 3 个顶点坐标分别为 (0, 0)、(1, 0) 和 (0, 1). Î 是 K̂

上对应的线性有限元插值. 存在常数 C, 使得对于任意 φ̂ ∈ H3(K̂), 都有∫
K̂

(φ̂− Îφ̂)v̂dx̂ = − 1

12

∫
K̂

(φx̂1x̂1 − φx̂1x̂2 + φx̂2x̂2)v̂dx̂+O(h3)∥φ̂∥3,Ω∥v̂∥1,Ω. (3.12)

定理 3.1 设 Ph: L
2(Ωf ) → Qh

f 是 L2 投影算子. Qh
f 为分片连续线性有限元空间, 有界多边形

区域 Ω 上的三角剖分Mh 满足 Condition(ρ, σ), 其中 ρ > 0, 0 6 σ < 1. 令 ρ = min(ρ, 1/2, σ/2), 对于

任意 p ∈ H3(Ωf ) ∩W 2,∞(Ωf ), 成立如下误差估计:

bf (v
h, Php− p) 6 Ch2+β(∥p∥3,Ωf

+ ∥p∥2,∞,Ωf
)∥vh∥1,Ωf

. (3.13)

证明 由引理 3.2 得

bf (v
h, Ihp− p) = −(Ihp− p,divvh)

= − 1

12

∑
K∈Mh

∫
K

divvh(h21∂
2
t1t1p+ h1h3∂

2
t1t3p+ h23∂

2
t3t3p)dx+R, ∀vh ∈ Xh

f . (3.14)

显然 divXh
f ⊂ Qh

f , 则有

(p− Ihp, w
h) =

1

12

∑
K∈Mh

∫
K

(h21∂
2
t1t1p+ h1h3∂

2
t1t3p+ h23∂

2
t3t3p)w

hdx+R, ∀wh ∈ Qh
f . (3.15)

利用投影的性质, 可得

(p− Php, w
h) = 0, ∀wh ∈ Qh

f . (3.16)

于是,

(Ihp− Php, w
h) = (Ihp− p, wh)

= − 1

12

∑
K∈Mh

∫
K

(h21∂
2
t1t1p+ h1h3∂

2
t1t3p+ h23∂

2
t3t3p)w

hdx+R, ∀wh ∈ Qh
f . (3.17)

利用分部积分, 可得

bf (v
h, Php− p) = −(Php− p,divvh)

= (p− Ihp,divv
h) + (Ihp− Php,divv

h)

= − 1

12

∑
K∈Mh

∫
K

divvh(h21∂
2
t1t1p+ h1h3∂

2
t1t3p+ h23∂

2
t3t3p)dx+R

=
1

12

∑
K∈Mh

∫
K

vhdiv(h21∂
2
t1t1p+ h1h3∂

2
t1t3p+ h23∂

2
t3t3p)dx

− 1

12

∑
K∈Mh

∫
∂K

vh(h21∂
2
t1t1p+ h1h3∂

2
t1t3p+ h23∂

2
t3t3p) · nKds+R. (3.18)
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针对 (3.18) 最后一个等式的第一项, 由 Cauchy 不等式可得∣∣∣∣ 112 ∑
K∈Mh

∫
K

vhdiv(h21∂
2
t1t1p+ h1h3∂

2
t1t3p+ h23∂

2
t3t3p)dx

∣∣∣∣ 6 Ch2K∥q∥3,K∥vh∥0,K . (3.19)

针对 (3.18) 最后一个等式的第二项, 分别用切向向量 t2 和法向向量 n2 来替换切向向量 t1 和 t3. θi

(i = 1, 2, 3) 是单元边 ei 的对角. 由三角形的性质以及文献 [15] 中的等式, 有

h21∂
2
t1t1p+ h1h3∂

2
t1t3p+ h23∂

2
t3t3p = F∂2t2t2p+G∂2t2n2

p+H∂2n2n2
p,

其中,

F = h21 cos
2 θ3 + h1h3 cos

2 θ1 cos
2 θ3 + h23 cos

2 θ1,

G = h1 sin
2 θ3(h3 cos θ1 − h1 cos θ3),

H = h21 sin
2 θ3.

(3.18) 最后一个等式的第二项估计可转化为估计下式:∑
K∈Mh

∫
∂K

vh(h21∂
2
t1t1p+ h1h3∂

2
t1t3p+ h23∂

2
t3t3p) · nKds

=
∑

K∈Mh

∑
e⊂∂K

∫
e

vh(h21∂
2
t1t1p+ h1h3∂

2
t1t3p+ h23∂

2
t3t3p) · nKds

=: I1 + I2 + I3, (3.20)

其中, I1 为对应于内部边 e ∈ E1,h 的和, 共享内部边 e 的两个三角单元 K 和 K ′ 对应的边界 ∂K 和

∂K ′ 在单元边 e 上满足 te = −t′e 和 ne = −n′
e, 其中, te 为单元边 e 的单位切向向量, ne 为单元边 e

的单位外法向量.

首先估计 I1, 对于 e = ∂K ∩ ∂K ′ ∈ E1,h, K ∪K ′ 形成一个 O(h1+ρ) 近似平行四边形. 于是有

|h1 − h′1| 6 Ch1+ρ
2 , he = h2 = h′2, |h3 − h′3| 6 Ch1+ρ

2 .

从而有

|F − F ′| 6 Ch2+ρ
2 , |G−G′| 6 Ch2+ρ

2 , |H −H ′| 6 Ch2+ρ
2 .

于是,

|I1| =
∑

e∈E1,h

∣∣∣∣ ∫
e

vh((F − F ′)∂2t2t2p+ (G−G′)∂2t2n2
p+ (H −H ′)∂2n2n2

p) · nKds

∣∣∣∣, (3.21)

∣∣∣∣ ∫
e

vh((F − F ′)∂2t2t2p+ (G−G′)∂2t2n2
p+ (H −H ′)∂2n2n2

p) · nKds

∣∣∣∣
6 Ch2+ρ

e ∥vh∥0,e∥p∥3,K∪K′ , ∀ e ∈ E1,h. (3.22)

接下来估计 I2. I2 为对应于内部边 e ∈ E2,h 的和, 满足

|F − F ′| 6 Ch22, |G−G′| 6 Ch22, |H −H ′| 6 Ch22.
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于是有

|I2| =
∑

e∈E2,h

∣∣∣∣ ∫
e

vh((F − F ′)∂2t2t2p+ (G−G′)∂2t2n2
p+ (H −H ′)∂2n2n2

p) · nKds

∣∣∣∣, (3.23)

∣∣∣∣ ∫
e

vh((F − F ′)∂2t2t2p+ (G−G′)∂2t2n2
p+ (H −H ′)∂2n2n2

p) · nKds

∣∣∣∣
6 Ch2e∥vh∥0,e∥p∥3,K∪K′ , ∀ e ∈ E2,h. (3.24)

最后估计 I3. I3 对应所有边界边 e ∈ E3,h 的和,

|I3| =
∑

e∈E3,h

∣∣∣∣ ∫
e

vh(F∂2t2t2p+G∂2t2n2
p+H∂2n2n2

p) · nKds

∣∣∣∣, (3.25)

∣∣∣∣ ∫
e

vh(F∂2t2t2p+G∂2t2n2
p+H∂2n2n2

p) · nKds

∣∣∣∣ 6 Ch2e∥vh∥0,e∥p∥3,K . (3.26)

由局部迹不等式, 可得

he∥vh∥0,e 6 C|K|1/2∥vh∥0,K , ∀ e ⊂ ∂K, K ∈ Mh. (3.27)

从而有 ∑
e∈Ei,h

he∥vh∥0,e 6 C

( ∑
K∈Mh

|K|
)1/2

∥vh∥0, ∀ e ⊂ ∂K, K ∈ Mh. (3.28)

最后, 将 (3.28) 代入 (3.21)–(3.26), 可得

|I1| =
∑

e∈E1,h

∣∣∣∣ ∫
e

vh((F − F ′)∂2t2t2p+ (G−G′)∂2t2n2
p+ (H −H ′)∂2n2n2

p) · nKds

∣∣∣∣
6 Ch1+ρ

( ∑
K∈M1,h

|K|
)1/2

∥p∥2,∞,Ωf
∥vh∥0,Ωf

6 Ch1+ρ∥p∥2,∞,Ωf
∥vh∥0,Ωf

,

|I2| =
∑

e∈E2,h

∣∣∣∣ ∫
e

vh((F − F ′)∂2t2t2p+ (G−G′)∂2t2n2
p+ (H −H ′)∂2n2n2

p) · nKds

∣∣∣∣
6 Ch

( ∑
K∈M2,h

|K|
)1/2

∥p∥2,∞,Ωf
∥vh∥0,Ωf

6 Ch1+σ/2∥p∥2,∞,Ωf
∥vh∥0,Ωf

,

|I3| =
∑

e∈E3,h

∣∣∣∣ ∫
e

vh(F∂2t2t2p+G∂2t2n2
p+H∂2n2n2

p) · nKds

∣∣∣∣
6 Ch

( ∑
K∩∂Ω ̸=∅

|K|
)1/2

∥p∥2,∞,Ωf
∥vh∥0,Ωf

6 Ch3/2∥p∥2,∞,Ωf
∥vh∥0,Ωf

.

最后由范数的等价性, 可得

bf (v
h, Php− p) 6 Ch2+β(∥p∥3,Ωf

+ ∥p∥2,∞,Ωf
)∥vh∥1,Ωf

. (3.29)
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证毕.

定理 3.2 设 (u, p, ϕ) 和 (uh, ph, ϕh) 分别为 Stokes-Darcy 方程的变分问题和有限元逼近问题的

解. 插值算子 Πh 的定义如上 ΠQ 所述. 假设 u ∈ (H4(Ωf ) ∩W 3,∞(Ωf ))
2, p ∈ H3(Ωf ) ∩W 2,∞(Ωf ),

ϕ ∈ H4(Ωp) ∩ W 3,∞(Ωp), 有界多边形区域 Ω 上的三角剖分 Mh 满足 Condition(ρ, σ), 其中 ρ > 0,

0 6 σ < 1. 令 β = min(ρ, 1/2, σ/2), 则成立如下误差估计:

∥∇(Πhu− uh)∥L2(Ωf ) + ∥∇(Πhϕ− ϕh)∥L2(Ωp)

6 Ch2+β(|u|4,Ωf
+ |u|3,∞,Ωf

+ ∥p∥3,Ωf
+ ∥p∥2,∞,Ωf

+ |ϕ|4,Ωp + |ϕ|3,∞,Ωp). (3.30)

证明 类似于文献 [9] 的证明思路, 并注意到存在常数 c > 0, 使得

A((vh, qh, ψh); (vh, qh, ψh)) > c(∥vh∥21,Ωf
+ ∥ψh∥21,Ωp

). (3.31)

由 (u, p, ϕ) 和 (uh, ph, ϕh) 的定义可知

A((u, p, ϕ); (vh, qh, ψh)) = (f,vh), ∀ (vh, qh, ψh) ∈ Xh
f ×Qh

f ×Xh
p , (3.32)

A((uh, ph, ϕh); (vh, qh, ψh)) = (f,vh), ∀ (vh, qh, ψh) ∈ Xh
f ×Qh

f ×Xh
p . (3.33)

将 (3.32) 和 (3.33) 两式相减得

A((u− uh, p− ph, ϕ− ϕh); (vh, qh, ψh)) = 0, ∀ (vh, qh, ψh) ∈ Xh
f ×Qh

f ×Xh
p . (3.34)

令 vh = Πhu− uh, qh = Php− ph, ψh = Πhϕ− ϕh, 由 Galerkin 正交性, 有

A((vh, qh, ψh); (vh, qh, ψh))

= A((Πhu− uh, Php− ph,Πhϕ− ϕh); (vh, qh, ψh))

= A((Πhu− u, Php− p,Πhϕ− ϕ); (vh, qh, ψh))

= af (Πhu− u,vh) + bf (v
h, Php− p) + gap(Πhϕ− ϕ, ψh) + ⟨g(Πhϕ− ϕ),vh · nf ⟩

− ⟨g(Πhu− u) · nf , ψ
h⟩+ α⟨Pτ (Πhu− u), Pτv

h⟩ − bf (Πhu− u, qh).

由引理 3.1 易得

|af (Πhu− u,vh)| 6 Ch2+β(|u|4,Ωf
+ |u|3,∞,Ωf

)|vh|1,Ωf
, (3.35)

|gap(Πhϕ− ϕ, ψh)| 6 Ch2+β(|ϕ|4,Ωp + |ϕ|3,∞,Ωp)|ψh|1,Ωp , (3.36)

|bf (Πhu− u, qh)| 6 Ch2+β(∥u∥4,Ωf
+ ∥u∥3,∞,Ωf

)∥qh∥0,Ωf
. (3.37)

由定理 3.1 可知

|bf (vh, Php− p)| 6 Ch2+β(∥p∥3,Ωf
+ ∥p∥2,∞,Ωf

)∥vh∥1,Ωf
. (3.38)

利用 Cauchy 不等式, 有

|⟨g(Πhϕ− ϕ),vh · nf ⟩| =
∣∣∣∣ ∫

Γ

g(Πhϕ− ϕ) · vh · nf

∣∣∣∣ 6 ∫
Γ

|g(Πhϕ− ϕ) · vh · nf |

6 ∥g∥L∞(Γ)∥Πhϕ− ϕ∥L2(Γ)∥vh∥L2(Γ). (3.39)
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由局部有限元插值理论, 对于任意 e ∈ Eh, 成立 ∥Πhϕ− ϕ∥0,e . h3e|ϕ|3,e, 从而有

∥Πhϕ− ϕ∥L2(Γ) =

( ∑
e∈Eh

∥Πhϕ− ϕ∥2L2(e)

)1/2

.
( ∑

e∈Eh

h6e|ϕ|2H2(e)

)1/2

. h3|ϕ|3,Γ, (3.40)

利用 (3.39) 和 (3.40), 由迹定理可得

|⟨g(Πhϕ− ϕ),vh · nf ⟩| . ∥g∥L∞(Γ)∥Πhϕ− ϕ∥0,Γ∥vh∥L2(Γ) . h3∥g∥L∞(Γ)|ϕ|3,Γ∥vh∥L2(Γ). (3.41)

同理, 可得

|⟨g(Πhu− u) · nf , ψ
h⟩| . ∥g∥L∞(Γ)∥Πhu− u∥0,Γ∥ψh∥L2(Γ) . h3∥g∥L∞(Γ)|u|3,Γ∥ψh∥L2(Γ). (3.42)

类似地, 有

|α⟨Pτ (Πhu− u), Pτv
h⟩| . ∥α∥L∞(Γ)∥Πhu− u∥0,Γ∥vh∥L2(Γ) . h3∥α∥L∞(Γ)|u|3,Γ∥vh∥L2(Γ). (3.43)

结合 (3.32)–(3.43) 可得

∥vh∥21,Ωf
+ ∥ψh∥21,Ωp

6 Ch2+β(∥u∥4,Ωf
+ |u|4,Ωf

+ |u|3,∞,Ωf
+ ∥p∥3,Ωf

+ ∥p∥2,∞,Ωf

+ ∥ϕ∥4,Ωf
+ |ϕ|3,∞,Ωf

)(∥vh∥1,Ωf
+ ∥qh∥0,Ωf

+ ∥ψh∥1,Ωp). (3.44)

Taylor-Hood 元满足 inf-sup 条件, 即存在 wh ∈ Xh
f , 使得

∥qh∥0,Ωf
6 C

|b(wh, qh)|
∥wh∥1,Ωf

. (3.45)

选取 ψh ∈ Xh
p , 使得 ∥φh∥1,Ωp 6 C∥wh∥1,Ωf

, 从而有

b(wh, qh) = b(wh, Php− ph) = b(wh, Php− p) + b(wh, p− ph), (3.46)

b(wh, p− ph) = af (u− uh,wh) + gap(ϕ− ϕh, φh) + ⟨g(ϕ− ϕh),wh · nf ⟩

− ⟨g(u− uh) · nf , φ
h⟩+ α⟨Pτ (u− uh), Pτw

h⟩

= af (u−Πhu,w
h) + gap(ϕ−Πhϕ, φ

h) + ⟨g(ϕ−Πhϕ),w
h · nf ⟩

− ⟨g(u−Πhu) · nf , φ
h⟩+ α⟨Pτ (u−Πhu), Pτw

h⟩

+ af (Πhu− uh,wh) + gap(Πhϕ− ϕh, φh) + ⟨g(Πhϕ− ϕh),wh · nf ⟩

− ⟨g(Πhu− uh) · nf , φ
h⟩+ α⟨Pτ (Πhu− uh), Pτw

h⟩.

由 (3.32)–(3.43) 的超收敛估计, 有

b(wh, qh) 6 Ch2+β(∥u∥4,Ωf
+ |u|3,∞,Ωf

+ ∥p∥3,Ωf
+ ∥p∥2,∞,Ωf

+ ∥ϕ∥4,Ωf
+ |ϕ|3,∞,Ωf

)(∥wh∥1,Ωf
+ ∥φh∥1,Ωp). (3.47)

从而有

∥qh∥0,Ωf
6 Ch2+β(∥u∥4,Ωf

+ |u|3,∞,Ωf
+ ∥p∥3,Ωf

+ ∥p∥2,∞,Ωf
+ ∥ϕ∥4,Ωf

+ |ϕ|3,∞,Ωf
). (3.48)

结合 (3.44) 和 (3.48), 从而定理得证.
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3.2 PPR 超收敛误差估计

本小节首先介绍梯度重构算子 Gh 的一些性质 (参见文献 [40]), 进一步给出 Stokes-Darcy 方程中

∇u 和 Ghu
h 以及 ∇ϕ 和 Ghϕ

h 的后验误差估计.

(1) Gh 是线性有界的: ∥Ghvh∥L2(Ω) 6 C∥∇vh∥L2(Ω), ∀ vh ∈ V k
h .

(2) Gh 满足保多项式性质: Gh(Ihp) = ∇p, ∀ p ∈ Pk+1(Ω).

(3) |(Ghφ)(z)| . 1
hK

maxz′∈Nh∩ωK
|φ(z′)|, ∀K ∈ Mh, z ∈ Nh, 其中, ωK =

∪
{ωz : z ∈ Nh ∩K}, ωz

为以节点 z 为重构点的单元片.

(4) Ghuh 超收敛于 ∇u.
关于性质 (4), 存在如下分解:

∥Ghuh −∇u∥L2 6 ∥Ghuh −GhIhu∥L2 + ∥GhIhu−∇u∥L2

. ∥∇(uh − Ihu)∥L2 + ∥GhIhu−∇u∥L2 , (3.49)

其中 Ihu 为 u 在有限元空间上的插值.在本文中, (3.49)右端的第一项的估计可由定理 3.2给出,为了

给出第二项的估计, 考虑如下引理.

引理 3.3 [35] 假设Mh 是有界多边形区域 Ω 上的正则三角网格剖分. V 2
h 为三角剖分Mh 上的

H2- 协调二次有限元空间, Gh : C(Ω) → V 2
h × V 2

h 为 Lagrange 二次元梯度重构算子. φI 是 φ 的线性

插值. 对于任意三角单元 K ∈ Mh 及任意函数 ϕ ∈ H3(ωK), 都有

∥GhφI −∇φ∥L2(K) . Ch3K |φ|H3(ωK). (3.50)

证明 记 (∇φ)I 是 ∇φ 的线性插值, 于是有

∥GhφI −∇φ∥L2(K) 6 ∥GhφI − (∇φ)I∥L2(K) + ∥(∇φ)I −∇φ∥L2(K). (3.51)

由有限元插值定理, 可得

∥(∇φ)I −∇φ∥L2(K) . h2K |φ|H3(K) . h3K |φ|W 3,∞(ωK). (3.52)

对于节点 z ∈ K, 令 φ2(x, y) 是 φ 在节点 z 处的二阶 Taylor 展开式, 于是有

|φ(x, y)− φ2(x, y)| . h3K |φ|W 3,∞(ωK), ∀ (x, y) ∈ ωK . (3.53)

由性质 (2) 和 (3), 可得

|(GhφI − (∇φ)I)(z)| = |(GhφI −∇φ)(z)| = |(Gh(φI − φ2)− (∇φ−∇φ2))(z)|

= |(Gh(φI − φ2))(z)| .
1

hK
max

z′∈Nh∩ωK

|(φ− φ2)(z
′)|

. h2K |φ|W 3,∞(ωK). (3.54)

于是有

∥GhφI − (∇φ)I∥L2(K) . hK max
z∈Nh∩K

|(GhφI − (∇φ)I)(z)| . h3K |φ|W 3,∞(ωK). (3.55)

从而引理得证.
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定理 3.3 设 (u, p, ϕ) 和 (uh, ph, ϕh) 分别为 Stokes-Darcy 方程的变分问题和有限元逼近问题的

解. 假设 u ∈ (H4(Ωf ) ∩W 3,∞(Ωf ))
2, p ∈ H3(Ωf ) ∩W 2,∞(Ωf ), ϕ ∈ H4(Ωp) ∩W 3,∞(Ωp), 有界多边形

区域 Ω 上的三角剖分Mh 满足 Condition(ρ, σ), 其中 ρ > 0, 0 6 σ < 1. 令 β = min(ρ, 1/2, σ/2). 则成

立如下误差估计:

∥Ghu
h −∇u∥L2(Ωf ) + ∥Ghϕ

h −∇ϕ∥L2(Ωp)

. Ch2+β(|u|4,Ωf
+ |u|3,∞,Ωf

+ ∥p∥3,Ωf
+ ∥p∥2,∞,Ωf

+ |ϕ|4,Ωp + |ϕ|3,∞,Ωp). (3.56)

证明 由引理 3.3 可得

∥GhΠhu−∇u∥L2(Ωf ) + ∥GhΠhϕ−∇ϕ∥L2(Ωp)

=

( ∑
K∈Mh

∥GhΠhu−∇u∥20,K
)1/2

+

( ∑
K∈Mh

∥GhΠhϕ−∇ϕ∥20,K
)1/2

. h3
( ∑

K∈Mh

|u|2H3(ωK)

)1/2

+ h3
( ∑

K∈Mh

|ϕ|2H3(ωK)

)1/2

. h3(|u|H3(Ωf ) + |ϕ|H3(Ωp)). (3.57)

由 (3.57), 并结合定理 3.2, 从而定理得证.

4 Stokes-Darcy 方程的自适应有限元算法

自适应有限元是根据计算结果和已知量自动控制计算过程的方法, 通过逐步调整网格, 从而以尽

量少的计算量达到所要求的精度, 提高计算效率. 其主要思想是, 通过后验误差估计子的指示, 利用有

限元解及给定数据等可计算量在每个剖分单元上计算误差指示子来衡量逼近误差,挑选误差指示子较

大的单元进行标注加密,形成新的网格,最终将网格自由度分布在解具有奇性的区域,在降低计算量的

同时提高逼近精度, 从而达到最优计算复杂度.

自适应算法由以下几个循环组成:

求解 → 误差估计 → 标记 → 加密.

(1) 求解: 给定初始网格, 计算当前网格上的有限元解;

(2) 误差估计: 利用数值解和其他已知量计算出可靠有效的误差估计子;

(3) 标记: 根据所计算的误差估计子确定合适的标记策略, 挑选需要加密的单元进行加密;

(4) 加密: 利用某种加密方法对已经标记好的单元进行加密, 得到新的网格剖分.

接下来用一个数值算例来验证基于 PPR 算子 Gh 的误差估计子 η 的渐近精度. 数值实验基于

MATLAB 软件包 iFEM [8] 实现.

考虑如下 L 型区域问题, 选取的求解区域为 Ωf = (0, 1)× (0, 1), Ωp = (−1, 1)× (−1, 0), 精确解为

uf = curl(3(x21 + x22)
−4/3(x1(x1 − 1))2(x2(x2 − 1))2),

p = x1x2(x1 − 1)(x2 − 1),

ϕp =
(x1 − 1)2(x1 + 1)2x22(x2 + 1)2

8r5/6
,
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其中 r = x21 + x22, ν = 0.01. 容易验证 uf ∈ (H4/3(Ωf ))
2, ϕp ∈ H4/3(Ωp).

定义单元 K 上的后验误差估计子为

ηK = ∥Ghu
h −∇uh∥0,K + ∥Ghϕ

h −∇ϕh∥0,K , (4.1)

全局误差估计子为

η =

( ∑
K∈Mh

η2K

)1/2

. (4.2)

同时记有效因子为

ϵ =
η

∥u− uh∥1,Ωf
+ ∥ϕ− ϕh∥1,Ωp

. (4.3)

基于 PPR 方法构造的重构型后验误差估计子, 设计 Stokes-Darcy 方程的自适应有限元求解算法

如下:

(1) 给定区域 Ω 的初始三角网格剖分M0
h, 阈值 (误差容限) 为 Tol.

(2) 在剖分 Mk
h 上求得数值解 u 和 ϕ, 依梯度重构型后验误差估计的定义计算 ηS 和 ηD. ηS 和

ηD 分别是 Stokes 域和 Darcy 域的全局后验误差估计量. 若 ηS 和 ηD 满足预先给定的 Tol, 则计算结

束, 否则进行下一步计算.

(3) 计算每个单元的误差值 ηK,S 和 ηK,D, 如果 ηK,S > θηmax 或 ηK,D > θηmax, 则将单元 K 进行

标记, θ ∈ (0, 1) 为指定参数.

(4)采用二分法细化被标记的单元, 直到误差估计值 ηK,S 和 ηK,D 小于给定的误差容限 Tol, 停止

细化, 产生新网格, 进入下一步, 否则, 返回 (2).

(5) 在新的网格上更新方程的数值解.

本文采用 Dörfler 标记策略: 给定参数 θE (0 < θE < 1), 构造Mh 的最小子集 M̃h, 使得∑
K∈M̃h

η2K > θEη
2, (4.4)

取参数 θE = 0.15.

算子 Gh 重构梯度在 Ω 上的 L2 误差为

∥Ghu
h −∇uh∥0,Ωf

=
√
∥Ghuh1 −∇uh1∥20,Ωf

+ ∥Ghuh2 −∇uh2∥20,Ωf
,

∥Ghϕ
h −∇ϕh∥0,Ωp =

√∫
Ωp

(
Gx

hϕ
h − ∂ϕ

∂x

)2

+

(
Gy

hϕ
h − ∂ϕ

∂y

)2

dxdy.

选定的初始网格为 Ωf : (4× 4) × 2 和 Ωp : (8 × 4) × 2 个等腰直角三角形组成的 L 型区域, 自适

应算法共进行了 100 次迭代计算, 采用二分法对每次迭代后的网格进行加密调整.

图 2(a)为第 40次自适应计算时的网格,图 2(b)为第 100 次自适应计算时的网格. 从图 2 中可以

发现, 在靠近原点的区域, 网格是密集的; 而在远离原点的区域, 网格是稀疏的. 从而由上面的观察可

以得出, 该耦合问题的解在原点附近具有奇性. 显然, 该算法准确判断出了方程的解出现奇性的位置,

并在奇性区域添加节点, 对网格进行加密, 进而减小逼近解的误差.
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(b)(a)

图 2 (a) 第 40 步自适应网格; (b) 第 100 步自适应网格

图 3 中各曲线分别表示误差的各种范数及后验误差估计子, 图 3(a) 中估计子 ηS = ∥Ghu
h −

∇uh∥0,Ωf
, 图 3(b) 中估计子 ηD = ∥Ghϕ

h − ∇ϕh∥0,Ωp , 可以得出重构梯度与真实梯度的 L2 范数意义

下的后验误差 ∥Ghu
h −∇u∥ 和 ∥Ghϕ

h −∇ϕ∥ 达到了超收敛.

为了更直观验证本文所构造的后验误差估计子的有效性, 图 4 给出了自适应计算过程中, 有效因

子随自适应迭代变化的走势. 从图 4 可以看出, 有效因子

ϵ =
η

∥u− uh∥1,Ωf
+ ∥ϕ− ϕh∥1,Ωp

→ 1 (h→ 0).

从而验证了后验误差估计子与真实误差等价, 可用于引导网格的自适应加密且是渐近准确的.
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图 3 (网络版彩图) 误差对比图. (a) Darcy 区域; (b) Stokes 区域
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图 4 (网络版彩图) 有效因子趋势图

5 结论

PPR 方法由于其具有高精度、计算简单和易于实现等优点, 在工程界得到了广泛的应用. 本文

将 PPR 方法运用到 Stokes-Darcy 耦合问题的后验误差估计及自适应有限元求解中, 证明了重构梯度

是超收敛的, 以及基于 PPR 方法构造的后验误差估计子是渐近准确的, 从而拓广了 PPR 方法的已有

工作.

致谢 感谢审稿人提出的宝贵意见和建议.
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Polynomial-preserving recovery finite element method for the
Stokes-Darcy system

Ming Cui, Yanan Wang, Baiju Zhang & Zhimin Zhang

Abstract In recent years, the Stokes-Darcy system has attracted much attention due to its wide applications
in hydrology, environmental science, petroleum engineering, and many other fields. In this paper, we study fi-
nite element methods for the Stokes-Darcy system, especially the superconvergence property and the a posteriori
error estimation based on the polynomial-preserving recovery (PPR). PPR is a post-processing technique that
reconstructs numerical gradients with higher accuracy. We prove that the gradient reconstructed by PPR is su-
perconvergent, and the a posteriori error estimator based on PPR is asymptotically exact. Numerical experiments
are presented to validate our theoretical analysis.

Keywords Stokes-Darcy system, polynomial-preserving recovery, a posteriori error estimator, supercon-

vergence
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