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非仿射非线性系统控制综述
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摘　　　要：作为仿射非线性系统更一般化的描述，非仿射非线性系统所对应的实际应用更加

广泛，也更贴近实际。因此，研究非仿射非线性系统的控制问题十分重要。然而，非线性系统的非

仿射特性会使控制信号以非线性函数形式出现在闭环系统中，从而带来诸如控制方向未知、奇异、

过零等问题。由此，解决非仿射非线性系统的控制问题面临着巨大的挑战。基于此，介绍了仿射、

严格反馈和高阶系统的相关背景知识，总结和分析了解决非仿射非线性系统控制的 3 种解决思路，

包括函数变换法、参考模型法和数据驱动法。在已有的研究成果基础上，指出非仿射非线性系统研

究领域所面临的挑战和发展趋势。
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经典控制理论作为一种成熟的工具，在线性系

统中的应用相当广泛。然而，实际的被控对象往往

存在许多非线性因素。因此，要将线性系统控制理

论用于解决实际问题，就必须建立在一些必要假设

基础上。例如，要求被控对象的运动范围较小，忽

略饱和、死区、摩擦等非线性因素。然而，在真实

控制环境中，若这些非线性因素处理不当，将会导

致整个闭环系统的稳定性急剧下降，甚至出现不稳

定现象。因此，迫切需要一种新方案去解决非线性

系统的控制问题。

为此，现代控制理论为非线性控制领域揭开了

崭新的篇章，自其诞生之初，便激起了研究者们浓

厚的兴趣与广泛关注。总体来看，非线性控制领域

向着不同维度、不同方向蓬勃发展。维度体现在单

输入单输出 (single input single output, SISO)非线性

系统向多输入多输出非线性系统发展。同时，根据

不同分类也衍生出各种关于特定类型非线性系统

的发展方向。本文聚焦于非仿射非线性系统领域

的相关问题。仿射与控制信号在系统中的表现形

式息息相关。对于任意给定状态，若控制信号以线

性形式出现在系统中，则称控制信号是仿射的，对

应的非线性系统被称为仿射非线性系统 [1]。例如，

高超声速飞行器 [2]、直升机 [3] 等实际对象均可视为

非仿射系统。 相反，若控制信号以非线性或者复合

函数形式出现在非线性系统中，则被称为非仿射非

线性系统。本文的主要工作是总结目前解决非仿

射问题的思路，指出挑战、发展趋势及思考。 

1　背景知识
 

1.1　仿　射

仿射指控制信号以线性形式出现在非线性系

统中 [1]。因此，仿射非线性系统的数学模型可以表

示为

ẋ = f (x)+ g(x)u （1）

x = [x1, x2, · · · , xn]T ∈ Rn

f (x) ∈ Rn g(x) ∈ Rn×m

u ∈ Rm

式中 ： 为系统的状态向量 ；

为非线性函数； 为非线性增益

矩阵； 为实际控制信号。
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g(x) ∈ Rn×m

u

g(x)

从式 (1)中可知，非线性增益矩阵 中

不包含实际控制信号 的相关信息。当非仿射非线

性系统被整理或转换成仿射形式后，可在一定程度

上简化控制器设计。例如，在 可逆的情况下，

可以直接在控制信号中设计相应的前馈信号去抵

消动态系统中出现的非线性因素。实际应用中，某

些物理模型经过合理简化后可变成仿射非线性系

统。例如，考虑如下一类常见的高超声速飞行器纵

向动力学系统[4]：

V̇ =
T cosα−D

m
−gsinγ

ḣ = V sinγ

γ̇ =
L+T sinα

mV
− g

V
cosγ

α̇ = Q− L+T sinα
mV

+
g
V

cosγ

θ̇ = Q

Q̇ =
M
Iyy

（2）

m α θ γ

h V Q

g Iyy

M

式中： 为飞行器质量； 为迎角； 为俯仰角； 为航

迹倾角； 为飞行高度； 为飞行速度； 为俯仰角速

度； 为重力加速度； 为飞行器俯仰方向的转动惯

量；T、D、L 和 M 分别为推力、阻力、升力和俯仰力

矩。这些参数通常由拟合多项式表示。例如，俯仰

力矩  和阻力 D 可以表示为
M = zT

(
Cα

3

T0α
3+Cα

2

T0α
2+CαT0α+C0

T0

)
+

q̄S c̄
(
Cα

2

Mα
2+CαMα+CδeMδe+C0

M

)
D = q̄S

(
Cα

2

D α
2 + CαDα+Cδ

2
e

D δ
2
e +CδeDδe+C0

D

) （3）

zT、CT0、CD、CM、q̄、S、c̄

δe

q̄S
(

Cδ
2
e

D δ
2
e

)
式中 ： 为常值拟合系

数。通常情况下，可以选择升降舵偏角 作为需要

设计的控制信号。因此，在忽略与升降舵偏角有关

的高次项 后，式 (2)可以简化为仿射非线

性系统。另外，机电系统[5]、柔性机器人[6] 等众多实

际应用在忽略摩擦项的情况下也可以看为仿射非

线性系统。

若控制信号以非线性隐函数的形式进入动态

模型中，则被称为非仿射非线性系统[7]，其数学表达

式可为

ẋ = f (x,u) （4）

f (x,u) ∈ Rn式中： 为非线性函数。下文很多举例实

际上是式（4）的具体形式。为方便下文描述，如果

变量为标量，一概用白斜体符号表示。

f (x,u)由式 (4)可以看出，实际控制信号已经是

的变量之一，且无法从中单独分离出来。例如，文

献 [8]提到的一维非线性系统为

ẋ = ex +u+u2 tanh(u) （5）

该系统中的控制信号是双曲正切函数和二次

函数的相关变量，因此，可以看为非仿射非线性系

统。其实，式 (5)描述的动态系统比较特殊，其没有

其他子系统。

考察某受到非线性输入饱和影响的四阶车摆

系统[9]：

ẋ =


x2

f1 (x3, x4)

x4

f2 (x3, x4)

+


0

1
2− cos x2

3

0
−cos x3

2− cos x2
3


tanh(u) （6）

式中：

f1 (x3, x4) =
x2

4 sin x3−9.8sin x3 cos x3

2− (cos x3)2

f2 (x3, x4) =
−x2

4 sin x3 cos x3+19.6sin x3

2− (cos x3)2

tanh(u) =
eu− e−u

eu+ e−u

（7）

该非线性系统中不仅存在非仿射的控制信号，

而且第 2、4子系统中还无法找到严格反馈标志信

号。这 2个困难将会导致反步、动态面等递归控制

器设计框架难以应用。为将反步、动态面控制算法

引入非仿射控制领域中，研究人员开始致力于将非

仿射非线性系统转换为严格反馈仿射系统。 

1.2　严格反馈

严格反馈需要满足 2个条件：①实际控制信号

仅在最后一阶子系统中出现；②其他子系统中存在

比该子系统高一阶的状态变量。该状态变量可以

视为严格反馈信号。严格反馈非线性系统的数学

表达式为

ẋi = fi (x̄i)+gi (x̄i) xi+1

...

ẋn = fn (x)+gn (x)u

y = x1

i = 1,2, · · · ,n−1 （8）

x̄i = [x1, x2, · · · , xi]T y

fi (x̄i)、gi (x̄i)、 fn (x)、gn (x)

式中： 和 分别为状态变量和系统

输出； 为足够光滑的非

线性函数。

ẋ1 = x2 x2 x2

x3

该类严格反馈系统通常称为下三角系统。矩

阵论中的相关知识可用于该类系统的控制器设计

和稳定性分析。  例如，在动态模型 (6)中，一阶子

系统 存在状态 ，并且 前的系数是常数，可

以看成是严格反馈标志信号。但是，二阶子系统中

却无法分离出严格反馈信号 。因此，四阶车摆系

统 (6)应该属于非仿射非严格反馈系统。另外，系

统 (6)被研究者称为纯反馈非仿射非线性系统 [10]。
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其中，纯反馈指其他子系统 (子系统中不包含实际

控制信号)中无法分离出用于构造虚拟控制律的严

格反馈信号。

通常情况下，实际系统经过适当近似处理后可

转化为严格反馈仿射非线性系统，如基于小角度假

设建立的四旋翼飞行器姿态子系统 [11]，或当完整高

超声速飞行器动态模型 [4] 满足如下 2个假设的情

况下，可以被转换为控制非仿射严格反馈系统。

Vr

假设 1　在高度调节过程中，假设此时巡航速

度不变且等于 。

γ

sinγ ≈ γ
假设 2　在飞行过程中，航迹倾角 的变化足够

小至 。

基于假设 1和假设 2，高度子系统可以化简为

包含复合干扰的严格反馈仿射非线性系统[12]：

ẋ =


g1 (Vr) x2

f2 (x2,Vr)+g2 (Vr) x3

x4

f4 (x2, x3,Vr)

+


0

0

0

g4 (Vr)

u+


0

ω2 (α,δe)

0

ω4 (α,δe)

 （9）

式中：

x1 = h/hr

x2 = γ

x3 = θ

x4 = Q

g1 (Vr) = Vr/hr

g2 (Vr) =CαLqS + kT1

f2 (x2,Vr) =C0
LqS/(mV) −g/Vr −g2 (Vr) x2

f4 (x2, x3,Vr) =
(
zTCc

T +0.5ρV2
r S c̄C0

M

)
/Iyy

g4 (Vr) = 0.5ρV2
r S c̄CδeM/Iyy

（10）

CαL kT1 C0
L Cc

T C0
M CδeM hr

ρ ω2 (α,δe) ω4 (α,δe)

其中： q、 、 、 、 、 为固有参数； 为

参考高度； 为大气密度； 、 为复合

外部干扰。

T sinα

T cosα

对比完备模型 (2)和近似模型 (9)， 和

 被简化处理。在构造误差动态方程的过程

中，这种具有线性形式且可分离的严格反馈标志信

号被视为连接每个子系统的桥梁。因此，可以先为

最低阶的子系统构造一个候选的李雅普诺夫函数，

同时，为该子系统设计虚拟控制信号。虚拟控制信

号可为下一个子系统提供理想的状态参考。当然，

严格反馈信号的任务是跟踪该状态参考信号。因

此，严格反馈信号在递归控制算法的设计过程中起

着不可替代的关键性作用。

考虑如下一个简单的二阶严格反馈仿射非线

性系统实例：
ẋ1 = x1+ x3

1/5+ x2

ẋ2 = x1 x2+ x3
2/7+u

y = x1

（11）

为使动态系统 (11)完成给定的跟踪任务，需定

义如下误差变量：

e1 = x1− yd （12）

yd式中： 为预先给定的参考输出信号。

对式 (12)进行求导操作后，可以获得一阶子系

统对应的误差子系统：

ė1 = x1+ x2+ x3
1/5− ẏd （13）

χ1

然而，该子系统中并未出现真实的控制信号，

因此，无法控制该子系统的稳定性。此时，需要引

入一个虚拟控制信号 使得式 (13)变为

ė1 = x1+χ1+ (x2−χ1)+ x3
1/5− ẏd （14）

χ1 k1e1

x1 −x1− x3
1/5 + ẏd

χ1

对于 的设计，应先引入误差项 以保证子

系统动态 的稳定，再引入前馈信号

以抵消该子系统中出现的非线性成分。于是， 可

以被设计成如下形式：

χ1 = −k1e1− x1− x3
1/5+ ẏd （15）

k1 ∈ R k1 > 0式中： ， 。

将式 (15)代入式 (14)可以得到

ė1 = −k1e1+ (x2−χ1) （16）

x2−χ1

e2 = x2−χ1 χ1

u

此时， 可以视为下一个子系统的跟踪误

差 。因此， 可以看成是下一个子系统

的参考信号，这样就可以使各个子系统级联在一

起，从而最终受到实际控制信号 的控制。于是，可

以获得第 2个子系统的误差动态系统：

ė2 = x1 x2+u+ x3
2/7− χ̇1 （17）

x2

x2

u

u

从上述设计过程可以发现，严格反馈信号 起

到了关键性作用，因为其能够辅助定义下一个子系

统的误差信号。然而，当 不存在或以复合函数的

形式出现在系统中时，将会带来很大的不便，即无

法直接构造下一个子系统的误差信号。对于动态

系统 (11)，由于实际控制信号 以线性形式出现在

最后一个子系统中，可以十分方便地用它消除系统

的非线性因素。例如，将 设计为

u = −k2e2− x1 x2− x3
2/7− e1+ χ̇1 （18）

k2 ∈ R k2 > 0式中： ， 。

Vl = 0.5e2
1+0.5e2

2下面只需构造形如 的李雅普诺

夫函数即可证明整个误差系统是渐进稳定的。从

上述例子可以发现，逐级递归设计是反步技术的关

键步骤。反步技术虽然对非线性系统的形式要求
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较高，但其也具有如下优势：①各子系统中的非线

性函数不必满足增长性条件 [13]；②子系统中的不确

定函数也可以不受三角条件[14] 约束。 

1.3　高　阶

高阶指的是严格反馈信号和实际控制信号以

高次幂的形式出现在系统之中。一类高阶非仿射

非线性系统[15] 的数学模型可以表示为

ẋ1 = f1(x)+ xa1
2

ẋ2 = f2(x)+ xa2
3

...

ẋn = fn(x,u)+uan

（19）

x = [x1, x2, · · · , xn]T ∈ Rn a1,a2, · · · ,an式中 ： ； 为大于 1

的正常数。

高阶非仿射非线性系统可以看作是比严格反

馈系统更加一般化的非线性系统。 高阶非仿射非

线性系统的实际应用对象包括由 Rui等 [16] 提出的

一类两自由度欠驱动系统。Rui等[16] 额外考虑了弹

簧带来的非线性因素，建立了高阶非仿射非线性系

统动态模型。额外考虑弹簧的非线性特性必定使

得所建立的数学模型更加贴近实际。

高阶非仿射系统的显著特征是在原点处的

Jacobian线性化不满足可控性[17] 条件。这种不可控

特性将会给高阶系统的控制器设计带来前所未有

的困难与挑战。目前，较为经典的解决思路是：先

构造一种带有幂次的李雅普诺夫函数 [18]，再运用具

有高次幂的李雅普诺夫函数分析和证明控制系统

的稳定性，从而在该过程中获得相应的控制信号。

由于稳定性任务相比于跟踪任务较容易实现，关于

高阶非仿射系统的稳定性控制器设计与研发工作

已经得到了一定程度的发展。在初始阶段，一种专

为处理高阶非线性系统仿射困难的工具——

“adding a power integrator”技术 [15] 诞生于 21世纪

初。自此之后，该技术频繁出现在高阶非仿射系统

的控制器设计领域中。文献 [19]基于一种新的参

数分离技术和“adding a power integrator”工具为不

确定高阶非仿射系统设计了一种仅包含一个自适

应参数的稳定控制算法。随后，一种具有统一结构

的李雅普诺夫函数 [20] 被用于处理高阶非仿射系统

中存在的高阶和低阶非线性困难，该函数能设计具

有全局有限时间收敛特性的稳定控制器。文献 [21]
研究了一类具有不确定动力学的高阶非仿射系统

的全局有限时间自适应镇定问题，提供了一种巧妙

的分析策略和一个全新的李雅普诺夫函数，以设计

具有快速有限时间收敛特性的控制器。注意到，上

述具有有限时间收敛特性的控制器，其收敛时间均

与初始条件有联系，且控制器的结构十分复杂。一

方面，当初始状态不可获取或远离平衡点时，控制

器的瞬态特性将受到严重影响。不过，固定时间稳

定定理 [22] 带来了新的解决思路。基于固定时间收

敛框架设计的控制器，其收敛速度仅与主要控制参

数相关， 即初始状态信息不再是闭环系统收敛速度

的影响因素。目前，针对高阶非仿射系统的固定时

间收敛控制器设计相关成果十分稀少。另一方面，

从简化控制器设计的角度出发，文献 [23]为高阶非

仿射系统提出了一种低复杂度跟踪控制算法，但该

算法要求高阶非仿射系统满足非线性增长条件。

文献 [24]将受输出约束的高阶非仿射系统作为研

究对象提出了一种自适应动态面控制算法，不仅成

功消除了增长性条件假设，且适用于跟踪控制问

题。值得注意的是，文献 [24]采用的动态面控制算

法主要使用滤波器的输出来近似虚拟控制信号的

导数。然而，滤波器的输出并不能完全代替控制信

号的导数，这就造成了一定的逼近误差 [25]。如何减

小这种误差以提高控制器的跟踪精度，也是高阶非

仿射系统控制领域未来发展的重要方向 [26]。另外，

固定时间收敛的控制器设计理念又为高阶非仿射

系统的研究打开了一片全新的领域 [27]。但是，固定

时间收敛理论需要在全新的李雅普诺夫框架下进

行设计。因此，如何在固定时间收敛条件下解决高

阶非仿射系统的跟踪控制问题也是一项非常有意

义的工作。 

2　研究现状

概括来讲，非仿射非线性系统领域正朝着多元

化、智能化方向发展。本文以 SCI数据库为查找对

象，采用 Citespace专业文献分析软件 [28] 完成相关

文献检索与分析工作。 在 Citespace文献分析软件

中键入主题词  “non-affine control”“non-affine sys-
tems” “ nonstrict-feedback  systems”  “ nonstrict-feed-
back  control”后 ，找到了从 1980年至 2022年 5月

28日以来非仿射非线性系统的相关研究成果。本

次检索共发现了 929篇文献。从图 1中可以发现，

与非仿射控制有联系的聚类关键字共计 15个。不

同颜色板块对应不同年代的研究成果，聚类关键词

前的数字越小，出现频次越高。可以看出，非仿射

控制研究的爆发主要集中在 2004年以后。由深紫

色逐渐过渡到黄色表示研究成果出现的时间越来

越近。其中 ，“adaptive control”是出现频次最高的

一类关键词，说明自适应技术在解决非仿射困难问

题方面起到了关键性作用。另外，紧随其后的是

“the neural networks” 这一项技术，神经网络作为一
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种理想的万能逼近器可以近似非仿射函数，因此，

也是解决仿射困难问题的常规方案。近年来，还出

现了“hypersonic flight vehicles”技术，说明非仿射控

制理论已经渐渐应用于实际被控对象中。

经过文献分析可以发现，解决非仿射非线性系

统控制问题的方案很多。为描述清晰，采用结构框

图的形式先将现有方法进行细分，再对每个小类别

进行有针对性的综述。

从图 2可以看出，目前解决非仿射问题主要分

为基于数据驱动和基于模型驱动两大主流方案。

从基于模型驱动这一分支出发，又可以细分为函数

变换法和参考模型法。其中，函数变换法需要明确

系统模型，参考模型法仅需要部分模型。数据驱动

法已经完全脱离系统模型的约束。模型变换法按

照处理方式的不同，又可以细分为泰勒展开法、反

馈线性化、微分中值定理、半有界建模、逼近法、

补零法等 6种处理方案。参考模型法按照对不确

定动态的处理方式还可以细分为快动态法、自抗扰

控制法和加性分解法。对于数据驱动分支，从控制

器设计角度出发将其分为强化学习、迭代学习、

PID 控制器和无模型自适应控制器进行介绍。 

2.1　函数变换法

函数变换法指的是通过数学理论或额外增加

条件/假设后，将原非线性非仿射函数转换为严格反

馈非线性形式。转化后的系统可满足许多经典控

制器（反步控制、动态面控制、命令滤波控制 [29] 等）

的应用条件。 

2.1.1　泰勒展开法

f (x,u) (x0 = 0,u0 = 0) f (x,u)

泰勒展开法 [30] 是以一次泰勒公式为基础发展

起来的一种仿射模型转换方法，其能直接对大部分

非仿射非线性系统进行转换，适应范围广。若非仿

射非线性系统 (4)中的非线性函数满足如下假设：

① 在平衡点 足够光滑；②

在平衡点处的函数值等于零。

f (x,u)

x0

在满足上述假设的条件下，应用泰勒定理可将

非仿射非线性系统 (4)中的非线性函数 在

附近的邻域展开为如下形式：

f (x,u) = f (x0,u0)+
∂ f (x,u)
∂x

(x− x0)+

o (x− x0)+
∂ f (x,u)
∂u

(u−u0)+o (u−u0) （20）

o (u−u0) o (x− x0) ∂ f (x,u)/ ∂x

∂ f (x,u)/ ∂u

式 中 ： 、 为 残 差 项 ;  、

为偏导数。

f (x0 = 0,u0 = 0) = 0由上述假设可知， ，在忽略

残差项的情况下，可将非仿射非线性系统 (4)转换为

ẋ = Ax+Bu （21）
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图 1    Citespace的分析结果

Fig. 1    Analysis results of Citespace
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式中：

A = ∂
f (x,u)
∂x

|x=0,u=0

B = ∂
f (x,u)
∂u

|x=0,u=0

（22）

由式 (21)可知，利用泰勒展开法处理后，原非

仿射非线性系统 (4)变为线性系统。若原系统转换

为线性系统，可为一些经典控制算法提供应用的基

本条件。例如，基于传递函数的线性控制器设计思

想及基于奈奎斯特、伯德图等稳定裕度分析框架可

以运用到非线性控制领域。另外，泰勒展开法简

单、直观且物理意义明确，因此，可应用于多种控制

系统中。

但随着应用范围的逐渐扩大，研究者们发现泰

勒展开法存在如下缺点。例如，基于泰勒展开法设

计的控制器较难应用于多旋翼飞行器、高超声速飞

行器的高机动飞行控制中。这是因为利用泰勒展

开法处理动态系统的非线性时，往往会假设各个状

态变量接近于平衡点。泰勒展开法的局部特性导

致其仅能在平衡点附近才能获得满意的逼近精

度。当实际动态轨迹（飞行器的姿态角变化过大）

偏离平衡点较远时，就会因为近似误差过大而导致

整个闭环系统出现不稳定的现象。要实现给定的

近似精度，需要在状态空间中的多个工作点运用泰

勒展开法作近似处理，从而获得多个工作点对应的

线性定常系统。由此，必须为每个工作点设计控制

器。另外，为保证无扰动切换，还需设计相应的补

偿器。因此，复杂的运算将会消耗大量的计算机资

源。某些动态系统（高阶非仿射非线性系统 [15]）经

过 Jacobian线性化后，会在原点处出现不可控问

题，因此，其应用范围受到一定限制。 

2.1.2　反馈线性化

T ∈ Rn z = T (x)

u = u (z,v) v

z

反馈线性化 [1] 是一种精确的坐标变换方法。

首先，定义微分同胚映射 ，并令 。然

后，定义控制输入映射： ，   表示新变量。

借助这 2组映射关系，可将非仿射非线性系统 (4)
转换为关于新状态 的线性动态方程形式：

ż = Az z+Bzv （23）

可以发现，整个变换过程中并未利用泰勒展开

这种近似的处理方法。因此，反馈线性化是一种等

效的仿射处理方法。但是，应用反馈线性化需要动

态系统满足对合条件，并且即使在满足对合条件的

情况下如何找到合适的微分同胚映射依旧是一大

难点。为消除对合条件的约束，研究者提出了近似

反馈线性化方案 [31]。文献 [9]利用近似反馈线性化

方法处理一类欠驱动倒立摆系统存在的非仿射问

z

题，并设计状态反馈控制器，以此检验该设计方案

的实际效果。但是，近似反馈线性化方法也牺牲了

部分非线性信息，因此，还需要改进。另外，反馈线

性化是等效变换，必须要求研究对象的动态模型精

确已知。若动态系统存在不确定性或为降低寻找

微分同胚映射的难度有意简化研究对象，则利用反

馈线性化设计的闭环控制系统仍存在鲁棒性差的

问题。同时，新状态 的物理意义已经发生改变且

不易明确把握。 

2.1.3　微分中值定理

为最大限度地保留原动态系统中包含的非线

性信息，研究者提出了基于微分中值定理[32] 的转化

方法，该定理常用于解决如下一类非仿射纯反馈非

线性系统的控制问题：

ẋ1 = f1(x̄1, x2)

ẋ2 = f2(x̄2, x3)
...

ẋn = fn(x̄n,u)

（24）

x̄ j =
[
x1, x2, · · · , x j

]T
, j = 1,2, · · · ,n式中： 。

通过观察可以发现，动态系统 (24)与非仿射非

线性系统 (4)相比有如下特点：①实际控制信号仅

出现在最后一个子系统之中；②每个子系统中最多

能够出现比该子系统高一阶的状态变量。应用微

分中值定理可以将动态系统 (24)的非线性函数转

换为
f j(x̄ j, x j+1) ≈ ∂ f j(x̄ j, x j+1)

∂x j+1
|x̄ j=0 x j+1+ f j(x̄ j,0)

fn(x̄n,u) ≈ ∂ fn(x̄n,u)
∂u

|x̄n=0,u=0u+ fn(x̄n,0)
（25）

观察式 (25)可以发现，经过微分中值定理处理

后，每个子系统中开始出现严格反馈信号，最后一

个子系统中开始出现实际控制信号。但是，这些严

格反馈信号与实际控制信号之前均存在时变的偏

导数。因此，为避免控制器的奇异性问题，通常会

假设这些偏导数严格正或严格负，即符号在整个控

制器发挥作用的过程中不能发生改变 [33]。形如

式 (24)所描述的非仿射纯反馈非线性系统，虽然对

控制信号出现的位置做出了限制，但该类型系统却

有着深厚的应用背景。例如，需要利用舵偏角作为

控制输入量的无人船 [34]、固定翼飞行器 [35]、高超声

速飞行器 [4] 等高精度模型均可看做为非仿射纯反

馈非线性系统。因此，考虑控制信号的非仿射问题

也十分具有工程意义。在微分中值定理的辅助下，

反步框架已被广泛应用于处理纯反馈非仿射系统

的控制问题。文献 [34]为具有控制输入非仿射特

性的无人船提出了一种反步自适应控制算法。文
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献 [36]将反步控制与自抗扰算法结合后，提出了一

种延时状态反馈跟踪控制算法，并在具有控制输入

非仿射特性的高超声速飞行器模型中进行了相关

验证。随后，动态面控制算法[37] 开始引起科研工作

者的关注，该算法利用滤波器的输出近似虚拟控制

信号的导数，从而省去对虚拟控制信号重复求导的

工作。

相比泰勒展开法，微分中值定理需要的导数信

息更少，并且能够保留更多的非线性信息。但是，

该转换方法还存在如下不足：①每个子系统中的非

线性函数相对于更高阶状态变量必须存在导数；

②这些偏导数必须满足严格正或严格负的限制性

条件；③适用范围没有泰勒展开法广泛。因此，当

动力学系统中存在执行机构饱和、死区等严重不可

导现象时，微分中值定理难以应用。 

2.1.4　半有界建模

众所周知，微分中值定理需要系统函数满足可

导性条件。如何去除或弱化该假设条件，近年来出

现了一种可行的替代方案——半有界建模 [38]。若

形如动态方程 (24)描述的一类非仿射纯反馈非线

性系统的各个子系统函数满足如下半有界条件：{
F j(x̄ j, x j+1) ⩾ x j+1L̄ j+ θ̄ j x j+1 ⩾ 0
F j(x̄ j, x j+1) ⩽ x j+1L j+ θ j x j+1 < 0

j = 1,2, · · · ,n

（26）

xn+1 u F j(x̄ j, x j+1) = f j(x̄ j, x j+1)−
f j(x̄ j,0) L̄ j、L j θ̄ j、θ j

式中： 为实际控制信号 ；

； 为未知的正常数； 为未知实数。

于是，非仿射动态系统 (24)可以被重新建模为

具有严格反馈形式的新系统：

ẋ j = Q j(x̄ j+1)x j+1+ρ j (t)+g j(x̄ j,0) （27）

Q j(x̄ j+1) ρ j (t)式中： 、 为有界连续函数。

例如，存在如下纯反馈非线性系统实例：{
f1 (x1, x2) = x1+ x2+ x3

2/5

f2 (x1, x2,u) = x1 x2+u+u3/7
（28）

F1(x̄1, x2) = x2+ x3
2/5 L̄1 = 1

F1(x̄1, x2) ⩾ x2, x2 ⩾ 0 L1 = 1

F1(x̄1, x2) < x2, x2 < 0

显然，系统模型 (27)满足上述半有界条件。由

于已知   ，存在正常数 ，使

得 的结论成立。同理，若 ，

则 。由于半有界连续性条件比

可导性条件更弱，对于控制形如式 (28)这种类型的

非仿射纯反馈系统，可以从理论上保证所设计的控

制器在执行机构发生饱和、死区等不可导情况下，

仍能完成给定的控制任务。因此，半有界建模方法

消除了非仿射函数必须可导的限制条件，从而在一

定程度上扩大了经典控制器的应用范围。例如，文

献 [38]利用一种包含鲁棒补偿器的动态面控制算

法解决了存在不可导函数的纯反馈非线性系统的

跟踪控制问题。文献 [39]进一步考虑动态面控制

存在的滤波误差，提出了一种命令滤波控制算法，

成功解决了同时具有死区与饱和现象的纯反馈非

线性系统的有限时间跟踪控制问题。 

2.1.5　逼 近 法
近年来，以神经元网络 [40-41] 和模糊逻辑系统 [42]

为代表的万能逼近器在智能控制领域引起了相当

大的关注。这是因为在节点数足够多和权重参数

设置合理的情况下，神经网络的输出能以任意精度

逼近非线性函数 [43]。在控制领域中，为近似非线性

函数，可以采用如下径向基函数神经元网络：

f (x,u) = ηT1W1 (x)+ηT2W2 (x)u+ε (x) （29）

f (x,u) ε (x)

η1、η2 W1 (x)、W2 (x)

式中： 为被逼近的非线性函数； 为神经元

网络的逼近误差； 为权值向量；

为激活函数向量。

η1、η2

x

文献 [44]针对一类不确定的非线性非仿射

SISO系统，提出了一种鲁棒自适应控制器，采用仿

射型神经网络和神经状态反馈补偿逼近误差，克服

外部干扰，提高了控制器的鲁棒性。文献 [45]提出

了一种神经网络自整定控制器，并将其应用于离散

非仿射非线性系统领域中。文献 [46]先采用递归

神经网络重新构建了包含未知信息的系统动力学

方程，再采用自适应动态规划技术进行控制器设

计，由于在设计过程中采用鲁棒项补偿了神经网络

的近似误差，获得了具有渐进收敛特性的近似最优

跟踪控制器。另外，基于模糊逻辑系统设计的自适

应控制器在随机非仿射非线性系统中也取得了良

好的控制效果 [47]。利用该万能逼近工具去逼近非

仿射项，可将非仿射系统转化为仿射系统。万能逼

近工具虽然有优异的逼近特性，但也会消耗大量的算

力 [48]。另外，权重参数在调试过程中还存在过拟合

问题。因此，在实际中，常采用自适应律更新权重

参数 。其中，自适应项通常表示为积分器的

形式，不仅相当占用计算机资源，且会降低闭环系

统的稳定裕度 [49]。另外，为提高近似精度，必须增

加神经元网络的节点数量，将会进一步消耗计算资

源。神经元网络逼近需要在一个指定的 的紧集上

才能获得满意的精度。在实际环境中，由于外界干

扰等问题极易导致状态超出指定的紧集，会导致神

经元网络的逼近精度难以得到保证 [50]。文献 [51]
利用神经元网络估计隐式的理想状态反馈控制信

号，解决了一类非仿射非线性系统的状态反馈跟踪

问题。受限于传感器的精确，全状态反馈控制器有

时难以取得良好的控制效果 [41]。为解决该问题，文

献 [52]针对非仿射非线性系统提出了一种模糊输

出反馈控制器设计方案。经过总结可以发现，神经

元网络的主要作用是处理非仿射系统中的非仿射
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项或不确定扰动，以此来简化控制器的设计工作。 

2.1.6　补 零 法

ẋ j

x j+1

补零法可以用于处理虚拟控制信号的非仿射

问题，即在动态系统中补充一对平衡点，从而为引

入虚拟控制信号奠定基础。以动态系统 (24)为例，

考虑其控制器设计问题。由于子动态系统 中无

法单独分析出仿射变量 ，会给反步控制器设计

带来不便，无法引入虚拟控制信号。因此，子系统

的状态有界性难以得到控制。可将动态系统 (24)
整理成如下形式：

ẋ j = f j(x̄ j, x j+1)− x j+1+ x j+1 （30）

−x j+1+ x j+1式中： 可看为一对补充的零点，即补零

法。补零思想虽然简单方便，但其中多余的仿射量

还需进一步处理。目前的可行方案是将多余仿射

变量视为动态系统中包含的不确定动态。因此，可

以采用观测器、神经元网络等估计工具进行处理。

综上，泰勒展开法、反馈线性化、微分中值定

理、半有界建模、逼近法、补零法等 6种处理方案

的特点可以用表 1来描述。可以看出，泰勒展开法

的适用性最广，可以看成是一种近似处理方案。虽

然反馈线性化的前提条件较为苛刻，但其却可以做

到等效转换。微分中值定理的转换精度比泰勒展

开法稍高，但其没有泰勒展开法的适用范围广。近

年来提出的半有界建模法虽然不存在可导性约束，

但如何判断系统函数是否满足半有界条件依旧是

一个具有挑战性的问题。逼近法不仅存在逼近误

差，也存在紧集难以确定等问题。由此，目前利用

函数变换法处理仿射困难问题的方案还存在不足，

具体表现在可导性约束、转换精度低、计算负载过

大等方面。补零法在解决非仿射问题的过程中，由

于不存在可导性约束和计算负载过大等问题，适用

范围较为广泛。
 
 

表 1    6 种仿射解决方案对比

Table 1    Comparison of six affine solutions

方案 适用范围 可导性约束 有界性条件 计算复杂度

泰勒展开法 +++++ +++++ +++

反馈线性化 ++ +++++ ++++

微分中值定理 ++ +++ +++

半有界建模 ++ 有 ++

逼近法 ++++ +++++

补零法 ++++ +

　注：“+”越多则相关指标越大。
  

2.2　参考模型法

与函数变换法不同，参考模型法集中精力寻找

一种近似的模型代替原来的非仿射模型，从而达到

消除非仿射困难的目的。参考模型通常将非仿射

f (x,u)

非线性系统中的非仿射项抵消或重新设计控制信

号，使得原系统成为一种易于稳定性分析的参考模

型。在该过程中，可以不依赖 的精确形式。 

2.2.1　快动态法

针对一维非仿射非线性系统 (4)，可以设计如下

“快动态[8]”：

ϵu̇ = −sign
(
∂ f
∂u

)
( f (x,u)+ax) 0 < ϵ ⩽ 1 （31）

a > 0 sign (·)式中： ； 为标准符号函数。

该方法将一维非仿射非线性系统 (4)看为一种

“慢动态”。假设通过求解快动态方程的控制信号

能使原系统变成如下自稳定系统：

ẋ = −ax （32）

f (x,u)

观察快动态 (31)的表达式可以发现，其设计参

数较少，能大大降低参数调试的难度。文献 [53]运
用时间尺度分离定理，将控制非仿射系统分成快动

态与慢动态子系统后，利用自适应动态逆框架设计

相关控制算法，理论与仿真结果均表明该控制算法

能够满足 Tikhonov定理 [54] 假设的充分条件。然

而，基于快动态的控制算法需在如下方面进行改

进：①文献 [8]仅限于讨论标量动态系统的控制器

设计问题，如何将 “快动态”的控制器设计方案扩

展到高维动态系统中有待进一步研究；②控制器中

涉及原系统信息 ，需要建立精确的动态模型；

③需要利用非线性函数的一阶导数。 

2.2.2　自抗扰控制法

本文针对自抗扰控制 [55]，以二阶非仿射非线性

系统为研究对象进行举例说明：{
ẋ1 = g1(x1, x2)

ẋ2 = g2(x1, x2,u)+∆d
（33）

g1(x1, x2)、g2(x1, x2,u)

∆d

式中 ：  为未知的系统函数 ;
为有界的外部扰动信号。

定义一组新的坐标变换：{
y1 = x1

y2 = g1(x1, x2)
（34）

借助式 (34)提供的坐标转换工具，可将非仿射

非线性系统 (33)转换为如下形式：

ẏ1 = ẋ1 = g1(x1, x2) = y2

ẏ2 =
∂g1(x1, x2)
∂x1

ẋ1+
∂g1(x1, x2)
∂x2

ẋ2 =

∂g1(x1, x2)
∂x2

(g2(x1, x2,u)+∆d)+
∂g1(x1, x2)
∂x1

y2

（35）

ẏ2自抗扰控制的核心思想是将 中的非仿射函

数、偏导数和外部扰动信号等看成是总扰动 [56-57]，
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ẏ3 = w

b0u b0

由 表示。另外，为使控制信号能够以线性的

形式出现在动态系统中，还需引入 ，其中， 为

待设计的正实数。式 (35)可整理为
ẏ1 = y2

ẏ2 = y3+b0u

ẏ3 = w

（36）

式中：

y3 =
(
∂g1(x̄2)/ ∂x2

)
(g2(x̄2,u)+∆d)+(

∂g1(x̄2)/ ∂x1

)
y2−b0u

ẏ3 y3

通过以上转换可以发现，每个子系统中的非线

性项或不确定扰动都被转换到最后一个动态

中。 被视为动态系统新增加的状态，因此，观测

信号的维度也需要增加。于是，这类观测器被定义

为扩张状态观测器。由于自抗扰控制器在设计过

程中并未用到任何模型信息，该算法有较为宽广的

适用范围[58-59]。自抗扰控制器提供的模型转换思路

也可以看成是解决非仿射问题的一种有效方案 [60]。

但是，这种思路目前主要集中于二阶非线性系统领

域，若扩展到高维非线性系统，还相对复杂。不仅

如此，所有的非线性均视为扰动并做统一的处理，

这种做法难免有不合实际的情况，这是因为不同种

类的扰动可能对动态系统产生不同的影响。但是，

自抗扰控制器的设计参数相对较少，且相关学者还

总结出了一些经验公式用于确定这些参数，因此，

参数整定的工作量大大减小。但在某些情况下，也

需要充分利用物理系统的非线性信息，可进一步提

升控制器的跟踪质量。另外，如何将一般系统转化

为式 (36)的形式也是自抗扰控制面临的一大挑战。 

2.2.3　加性分解法

加性分解 [61] 可以看成是叠加原理在非线性系

统控制领域的一种推广，其基本思想是：将原控制

任务分解成多个子任务，从而降低控制器设计的难

度。考虑如下一类包含扰动的非仿射非线性系统

的全状态镇定问题:

ẋ = f (x,u, d) （37）

x ∈ Rn u ∈ Rm d ∈ Rn式中： 、 、 分别为系统状态、实际

控制信号、与时间相关的外部扰动。  选择一个输

出函数：

y = g (x) （38）

y→ 0 t→∞
若该输出函数能够保证式 (37)和式 (38)是最

小相位系统，则控制任务是保证 , 当 。

另外，输出函数的导数可以表示为

ẏ = ∂
g (x)
∂x

f (x,u, d) （39）

选择如下主系统：

ẏp = Apyp+Bpup （40）

Ap ∈ Rn×n、Bp ∈ Rn×m up式中： 为常数矩阵； 为主系统

的控制信号。

原系统 (37)减去主系统 (40)可以得到如下关

于辅系统的状态方程：

ẏs =
∂g (x)
∂x

f (x,up+us, d)−
(

Apyp+Bpup
)

（41）

us式中： 为辅系统的控制信号。

ys dl

up = u

假设将辅系统状态 看成是总扰动 ，并且令

，则式 (37)可以描述为{
ẏp = Apyp+Bpu
y = yp+ dl

（42）

g (x)

dl

由此可以看出，辅系统主要完成扰动抑制任

务，主系统完成跟踪任务。其中，非仿射项已经被

当成扰动的一部分并整理到辅系统中进行集中处

理。这种分解思路不仅成功解决了非仿射问题，而

且降低了控制器设计的难度。由于主系统是线性

时不变系统，有很多成熟的控制方法能够完成该系

统的控制器设计工作。目前，加性分解思路已经成

功应用于四旋翼飞行器 [11]、空中加油对接 [62]、倾斜

转弯导弹[63] 等一系列实际场景中。然而，如何构造

使得原系统变成非最小相位系统，以及如何处

理 中与状态相关的扰动成分，仍需要进一步研究。 

2.3　数据驱动法

数据驱动法已经不再重点关注如何对非仿射

模型进行转换，其直接从控制器入手去解决非仿射

困难问题，即先设计一种控制器，再分析非仿射非

线性系统在满足什么条件的情况下才能保证该控

制器的收敛性。数据驱动法指的是利用动态系统

产生的过程信息或从已有数据中学习新知识后用

以解决控制问题的方法[64-65]。2.1节和 2.2节描述的

直接从模型入手进行控制器设计的过程是基于模

型的设计思路。然而，实际控制对象不仅难以精确

建模，而且往往存在非仿射特性，会为控制器设计

带来前所未有的困难。即使为实际应用对象建立

了动态模型，也是建立在许多理想化假设基础上。

因此，基于模型的控制方法必须考虑未建模动态的

影响 [66]。基于数据驱动的控制算法提供了思路。

目前，基于数据驱动思想设计控制器主要有强化学

习、迭代学习、PID控制器、无模型自适应控制器

等控制算法。 

2.3.1　强化学习 (自适应动态规划)
强化学习指的是智能体（控制器）能够根据环

境（被控对象）给出的奖励或者惩罚信号实时调整

自己的动作（控制信号），从而完成给定的控制任务[67]。
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因此，强化学习控制是一种无模型设计思路，同样

可用于解决非仿射系统控制问题 [68]。目前，主流的

强化学习技术主要分为动态规划、蒙特卡罗和时序

差分学习三大类 [69]。在控制领域中，较为常用的是

从最优控制发展而来的自适应动态规划算法。自

适应动态规划算法设计可以分为策略迭代 [67] 与值

迭代 [67] 两大类。最终目的是使效能函数取得最小

值，从而获取最优控制策略。基于策略迭代的自适

应近似动态规划算法可以归纳为如下 4个步骤：

u0 (x)步骤 1　初始化一个可行的控制信号  。

步骤 2　根据给定的控制信号计算如下效能函

数的输出值：

Vi+1 (x) =
w t+T

t
R (x (τ) ,u (x (τ)))dτ+Vi+1 (x (t+T ))

（43）

R (x (τ)、u (x (τ))) T

i

式中： 为奖励函数；    为采样周

期；  为迭代次数标记。

ui+1

步骤 3　利用如下方程获得当前迭代步骤中的

最优控制信号  ：

ui+1 = argmin
u

H (x,u,∇Vi+1) （44）

H (x,u,∇Vi+1) ∇Vi+1

Vi+1

式中：  为 Hamilton函数；   为函数

 的梯度。

步骤 4　重复上述步骤，直到达到最大迭代次

数或小于相应误差限，则终止迭代。

目前，已经出现利用自适应动态规划[70] 等强化

学习技术建立的基于“模型+数据”驱动的通用控

制等相关研究成果。例如，文献 [71]基于简化的变

体飞行器动力学模型，利用反步框架设计了基础控

制器，为进一步提升控制器的跟踪性能，以误差变

量作为输入信号，设计了执行依赖启发式动态规划

补充控制器，该设计方案的主要思想是将传统的控

制算法作为被控对象的主要控制器，由于传统控制

器需要模型信息，当模型信息不精确时，经典控制

器的性能难以有效提升，此时，基于强化学习的补

充控制器开始介入，由于此时闭环系统已经能够稳

定，可以获得大量优质数据，从而提升了训练速

度。“模型+数据”驱动的控制器设计思路在设计

复杂度和训练复杂度之间取得了良好折中，因此开

始广泛应用。在多旋翼的轨迹跟踪控制领域也出

现过基于“模型+数据”的控制器设计思路 [72]。在

整个闭环系统中，文献 [72]采用串级比例微分算法

分别对四旋翼飞行器的期望俯仰角、期望滚转角、

3个转矩和总升力设计了相关基础控制器，从而实

现了基本的轨迹跟踪，并从该基础控制器构成的闭

环系统采集输入输出数据，用于训练强化学习补充

控制器，在训练过程中，还采用了经验回放技术使

得训练更加稳定。另外，为降低通信复杂度，文献 [73]

在“模型+数据”的控制器结构中引入了事件触发

机制。 

2.3.2　迭代学习

迭代学习控制算法可为重复操作过程提供一

种合适的控制信号，以实现零误差操作。迭代学习

控制技术 [74-75] 也可以视为一种数据驱动控制算法，

其主要思想是：将系统的跟踪误差作为评价指标，

不断在线学习和纠正执行器的动作，从而提升控制

器的性能 [76]。迭代学习由于需要从以往的经验中

进行学习，常用于解决具有重复动作的跟踪控制问

题，如抓取、焊接、喷涂等实际操作轨迹控制。迭

代学习是一种不依赖于具体数学模型的控制算法，

可用于解决非仿射非线性系统的控制问题。该算

法的整个执行过程类似于人们完成重复操作任务

的场景。虽然在操作初期，期望行为与实际行为的

偏差较大，但操作人员会总结经验并不断改变自己

的操作技巧，从而无限接近于期望的操作。从专业

角度分析，迭代学习是通过学习律不断地去纠正或

更新控制信号，从而使得实际输出更加接近于期望

输出。可以发现，迭代控制算法的学习律显著影响

控制器的性能。因此，如何设计具有快速收敛特性

的学习率一直是迭代学习领域研究的热点。目前，

主要存在 2种经典的学习律，即 D形学习律和 P形

学习律。

D形学习律：

u j+1 (t) = u j (t)+Γė j (t) （45）

P形学习律：

u j+1 (t) = u j (t)+Ke j (t) （46）

K、Γ e j (t)、ė j (t)式中： 为常数增益矩阵； 为跟踪误

差及其一阶导数。

迭代学习的收敛性证明依赖于压缩映射原理，

这与强化学习的收敛性证明采用的方法比较接近。 

2.3.3　PID 控制器

e (t)

经典的 PID控制技术 [77] 可以看成是最早的无

模型控制器。对于给定的期望轨迹，在输出信号可

测的情况下，可以获得误差信息 。以该误差信

息为变量，构造如下 PID控制器：

u (t) = Kpe (t)+Ki

w t

0
e (s)ds+Kdė (t) （47）

Kp、Ki、Kd式中： 为给定的控制参数。

由于控制信号并未利用任何关于动态系统的

信息，PID控制算法也可以用于解决非仿射非线性

系统的控制问题。针对非仿射非线性系统，文献 [78]
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证明了 PID控制算法能够实现全局稳定性所必须

满足的全局李普希茨条件。但是，传统 PID控制算

法仅利用关于误差的加权和控制输出信号，并且其

中的微分项对噪声非常敏感，使得 PID控制器在处

理严重非线性、强耦合、参数不确定性的控制问题

时存在一定难度。文献 [79]提出可将不确定函数

的偏导数上界看作先验信息，保证所选择 PID参数

能够满足闭环系统的收敛条件。数据驱动的思想

在 PID控制器设计中主要体现在 PID参数整定方

面。众所周知，传统的 PID控制器虽然结构简单，

但需要工程师凭借经验去调整 PID参数。一旦 PID
参数给定后，无法在线实时调整 [25]。然而，实际被

控对象及周围环境均存在巨大的干扰，因此，固定

的 PID参数显然无法表现出良好的抗扰性能。例

如，将机器人的状态信息作为模糊系统的输入，一

种自整定粒子群优化 PID控制器被成功应用于机

械手的定点控制领域中 [26]。文献 [27]利用响应特

性信息构建模糊系统的隶属度函数，从而获得一种

智能自整定的 PID控制器，成功应用于永磁同步电

机控制领域中。 

2.3.4　无模型自适应控制器

无模型自适应控制指的是仅利用受控系统的

输入输出数据在线实时估计相关系统参数，从而建

立不包含任何系统信息的自适应控制器[80-81]。随着

计算机技术的发展，使得设计者能够利用实时状态

数据、跟踪误差等信息建立起易于控制器设计的动

力学模型 [82-83]。以一维系统为例，可以将复杂的非

仿射非线性系统在线建模成一阶线性系统：

y (k+1) = θ1y (k)+ θ2u (k) （48）

为达到更好的逼近效果，也可以建模成如下二

阶线性系统：

y (k+1) = θ2y (k−1)+θ3u (k)+θ4u (k−1)+θ1y (k)（49）

θi(i = 1,2,3,4)式中： 为需要通过输入输出数据进行

估计的未知参数。

θi(i = 1,2,3,4)

θ̂i(i = 1,2,3,4)

无模型自适应控制算法通常采用投影算法或

最小二乘法获取未知参数 的估计值

。因此，按照等价性原理，一阶线性系

统的控制器可以设计成如下形式[1,84]：

u (k) =
1
θ̂2 (k)

(
yd (k+1)− θ̂1 (k)y (k)

)
（50）

同样，二阶线性系统的控制器可以设计为

u (k) =
1
θ̂3 (k)

(
yd (k+1)− θ̂1 (k)y (k)

)
−

1
θ̂3 (k)

(
θ̂2y (k−1)+ θ̂4 (k)u (k−1)

)
（51）

 

3　挑战和发展趋势

非仿射非线性系统相比仿射非线性系统缺少

结构信息，更加一般。目前，非仿射研究领域主要

从基于模型和基于数据两大主线开展研究。 

3.1　基于模型的控制器设计

基于模型的非仿射控制器设计并没有通用的

解决方案，只能具体问题具体分析。目前，研究的

主要精力考虑如何将非仿射非线性系统转化为仿

射非线性系统，或者考虑扩展模型和问题的范围。 

3.1.1　仿射化角度

对于仿射化的研究，或多或少都会忽略原有系

统的部分信息。因此，如何利用一种新工具将一般

非仿射非线性系统无差别或高精度地转换为利于

控制器设计的仿射非线性系统，仍是一个开放性的

问题。神经元网络是一种比较通用的逼近非仿射

函数的通用方法。然而，逼近的前提是系统状态必

须限制在紧集中，这往往以假设方式给出。针对该

问题，Song等 [50] 提出利用屏障函数将相关状态变

量限制在定义的紧集中，进而采用神经元网络逼

近，解决非仿射非线性系统的控制问题。这为仿射

化打开了一条新思路。 

3.1.2　模型角度

已有研究成果还集中于解决结构较为简单的

非仿射系统的控制问题， 实质上，非仿射非线性系

统的形式可以任意复杂。即使对目前考虑的系统，

还存在诸多约束。例如，对于非仿射高阶系统，目

前还存在增长性条件约束、幂必须是正奇整数等一

系列假设。因此，如何解决更加复杂的非仿射非线

性系统的控制问题是科研人员努力的方向。 

3.1.3　问题角度

单系统的镇定和跟踪是最基本的问题。根据

实际需求，输入、状态和输出受限、扰动、输入时滞

等特点，会使得针对非仿射非线性系统的镇定和跟

踪更加困难。例如，针对非仿射非线性系统的非最

小相位跟踪控制就非常具有挑战。 

3.1.4　应用角度

从应用扩展出发，可以考虑卫星变轨、导弹、

无人飞行器、机器人等大量存在脉冲突变现象的非

仿射动态系统。脉冲控制技术 [85] 作为一种非连续

控制机制，具有节省能量、通信负载低、鲁棒性强

等优势。因此，如何解决非仿射脉冲非线性系统的

控制问题变得更加具有实际意义。 

3.2　基于数据的控制器设计

随着系统愈发复杂和数据量增多，基于模型的

设计方法往往更加复杂，其建模过程繁琐。针对该
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问题，利用强化学习和深度神经网络相结合的方法

成为当今主流。例如，近期 Deepmind通过以上方

法快速控制磁约束聚变装置——托卡马克的全部

19个线圈，并精确操纵等离子体自主呈现各种形

状，以实现核聚变 [86]。值得说明的是，强化学习和

深度神经网络相结合的方法均需要大量的数据，以

及寻找合适的奖惩函数才能获得满意的控制效

果。一直存在以下挑战：如何保证小样本数据学

习? 如何保证训练过程系统安全? 如何尽可能不依

赖人为定义的奖惩函数? 如何理论上保证闭环系统

的稳定性和稳定裕度等？这些都需要科研人员进

行探索。 

3.3　基于“模型+数据”的控制器设计

基于模型的控制器设计虽然适用范围有限，但

计算负载低。以强化学习为代表的基于数据的控

制器设计适用范围广，但训练过程非常耗时且需要

巨大样本量。由此可见，直接利用强化学习技术作

为主要控制器还是存在很多不足。那么，如何在小

样本的基础上进行快速学习从而获得性能优异的

控制器，是科研人员追寻的一大目标。针对这种困

境，是否可以考虑“模型+数据”的控制器设计方

案？即先面向经过简化处理的被控对象设计控制

器初步取得一定的控制效果，再在此基础上将输入

输出数据作为样本，训练基于强化学习、深度学习

的控制器，使得控制性能得到进一步提升。

近年来，“模型+数据”的控制器为解决纯数据

驱动方案存在的稳定性差、训练过程繁琐等问题提

供了思路。总体来讲，可概括为如下方案：

1） 可以利用可获得的系统动力学知识建立简

单的面向控制的动力学模型，实现最基本的控制需

求。在实现基本控制需求的基础上，利用强化学习

技术作为补充控制器。收集在基本控制器作用下

系统的输入输出样本数据，并用于训练强化学习控

制器的权重参数。相比利用随机噪声激励动态系

统产生的样本数据来说，上述方案收集到的样本数

据的质量明显更高，这样可以显著减少收集样本的

数量。

2） 将强化学习逼近技术去精确优化动力学模

型。首先，将面向控制的动力学模型和真实动力学

模型之间的未建模部分视为未知函数。根据万能

逼近定理，存在一个神经网络逼近器，能够在给定

紧凑集上以任意精度逼近此未知函数。然后，利用

从原动态系统中采集到的输入输出数据去训练逼

近器的权重参数，从而实现对未知动态的精确建

模。最后，基于此精确优化后的动力学模型再进行

相关控制设计，必定会使得控制器的性能得到显著

提升。

3） 加性分解为此提供了一条可能的思路。例

如，考虑非仿射非线性非最小相位系统的跟踪控制

问题。利用加性分解 [61] 将原系统分解为线性主系

统和非线性辅系统以实现控制任务分配。其中，线

性主系统可以视为原系统的简化形式，利用经典控

制器设计方案解决该类型系统的跟踪控制问题。

该方案并未丢弃在原系统转化为主系统的过程中

产生的建模误差，而是将这一部分因素放在辅系统

中做进一步处理。因此，辅系统主要完成镇定控制

任务，即扰动抑制。此时，强化学习控制器可以负

责完成此镇定控制任务 [87]。由于主系统控制器已

经取得了初步的控制效果（至少能保证整个闭环系

统的稳定），可从主系统采集这种优质样本数据对

强化学习控制器加以训练，就能够明显缩短训练时

间，且跟踪性能也能够得到明显提升。 

4　结 束 语
本文从解决非仿射非线性系统的仿射困难问

题出发，综述近十年来取得的研究成果。经过归纳

总结后发现，目前的主要研究成果是从基于模型或

基于数据两大方向入手去解决非仿射问题，并完成

相关的控制器设计。然而，基于模型的解决思路目

前还未出现比较通用的解决方案，基于数据的解决

思路也存在参数调整困难、训练负载高等问题。因

此，在未来的非仿射非线性系统的控制研究领域中

仍存在很多挑战。但是，随着面临控制问题和动态

系统的日益复杂，基于模型的方法及人工智能为代

表的基于数据方法的不断深入，必将使得非仿射控

制领域的相关理论得到进一步完善。
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Control of non-affine nonlinear systems: A survey
QUAN Quan1，CHEN Lian2，*

(1.   School of Automation Science and Electrical Engineering，Beihang University，Beijing 100191，China；

2.   Logistics Engineering Research Center，Research Institute of Highway Ministry of Transport，Beijing 100088，China)

Abstract： As a more general description of affine nonlinear systems, the practical applications corresponding to
non-affine  nonlinear  systems  are  more  comprehensive  and  closer  to  reality.  Therefore,  it  is  essential  to  study  the
control  problems  of  non-affine  nonlinear  systems.  However,  the  closed-loop  system’s  control  signal  appears  as  a
nonlinear  function  due  to  the  non-affine  properties  of  nonlinear  systems,  which  can  lead  to  issues  including
singularity,  zero-crossing,  and  uncertain  control  direction.  From  this  point,  solving  control  problems  of  non-affine
nonlinear  systems  is  a  considerable  challenge.  This  paper  first  introduces  the  relevant  background  knowledge  of
affine,  strict  feedback,  and  high-order  systems,  and  then  summarizes  three  solutions  through  literature  research:
function transformation method, reference model method, and data-driven method. Finally, based on existing research
findings,  the  challenges  and  development  trends  faced  in  the  field  of  non-affine  nonlinear  system  research  are
proposed.
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