
 
 
 
 
 
中国科学 E 辑: 技术科学   2008 年 第 38 卷 第 9 期: 1453 ~ 1463 
www.scichina.com     tech.scichina.com 

《中国科学》杂志社 
SCIENCE IN CHINA PRESS 

非饱和土中功的表述以及有效应力与 
相分离原理的讨论 
赵成刚*, 张雪东 

北京交通大学土建学院岩土工程系, 北京 100044 
* E-mail: cgzhao@center.njtu.edu.cn

收稿日期: 2007-05-29; 接受日期: 2007-08-20 

国家自然科学基金项目(批准号: 50778013)和北京自然科学基金项目(批准号: 8082020) 资助 

  

摘要    基于多相孔隙介质理论的质量、线动量、能量平衡方程和非

饱和土力学的假定, 推导出总变形功W的一种表达式. 在总变形功的

具体方程基础上给出了建议与土骨架位移在功上对偶的有效应力表达

式. 它和Wheeler(2003 年)以及其他一些研究者根据直觉和经验给出的

有效应力具有相同的形式, 但本文给出的有效应力是从多相孔隙介质

理论的基本原理出发, 经推演而得到的, 具有坚实的理论基础和科学

依据. 文中根据总变形功的具体表达式, 指出非饱和土的物理力学性

质复杂, 其影响因素较多, 其固体骨架的变形不可能像饱和土那样由

有效应力唯一确定. 另外, 利用总变形功的表达式以及各相自由能Aα

的关系式, 论证并得出了 Passman(1984 年)给出的相分离原理不严格适

用于非饱和土的结论.  
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非饱和土力学经过几十年的研究, 虽然取得了丰硕的成果, 但这些成果绝大多数都是基

于直觉的、经验的、宏观现象学的认识, 缺少严格和科学的理论基础. 20 世纪 60 年代发展起

来的多相孔隙介质理论(混合物理论), 可以统一地描述多相孔隙介质中相与相之间复杂的相

互作用以及在外力和各种环境作用下的反应, 并为建立多相孔隙介质(也包括非饱和土)的本

构关系提供了合理、科学的理论基础和指导. 因为它可以把土的渗流、变形、强度和稳定性统

一在一个理论框架下进行描述, 它有希望成为非饱和土乃至整个土力学学科统一、严格和科学

的理论基础.  
饱和土中有效应力原理的提出促使土力学发生了根本性的变化. 但有效应力原理在非饱

和土中是否存在? 如果存在, 其具体形式是怎样的? 到目前为止, 这些问题也没能得到很好的
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解决. Aichison 等人[1], Bishop 等人[2,3]和  Blight[4]提出了非饱和土中的单应力有效应力. 由于三

相非饱和土的性质非常复杂, 像饱和土那样采用单应力的有效应力描述非饱和土的性质遇到

了极大的困难. 鉴于在非饱和土中单应力的有效应力存在的问题, Fredlund等人[5]论证了采用 2
个独立的应力变量(双应力变量)作为有效应力的合理性. 此后, 以双应力变量(包括基质吸力)作
为有效应力的研究得到了迅速的发展. 但双应力变量理论仍然不能很好地描述非饱和土的复

杂现象, 例如  Wheeler 等人[6]指出, 非饱和土的性质不但受到各相应力的影响而且还受到其他

因素的影响, 例如饱和度的影响等, 这是因为即使净应力(net stress)、基质吸力和孔隙比相同, 
但两个具有不同饱和度土样的力学行为和土颗粒之间的相互作用力(即所谓的有效应力)却可

以不同. 这说明仅利用两个独立的应力变量还不能唯一确定非饱和土的变形和强度. Dean 等

人[7]基于功的对偶应力, 讨论了非饱和土有效应力的形式; 李锡夔[8]基于双应力变量理论建议

了一个非饱和土的广义有效应力的定义; 谢定义[9]也对这一问题进行了深入的思考与讨论. 由
这些研究可见, 关于非饱和土中有效应力的研究和讨论还在继续发展中, 没能得到较好的解

决.  
孔隙介质理论[10]中的能量原理(或热力学第一定律)是一种普适的定律, 它必然也适用于

非饱和土. 而能量方程中的变形功(work of deformation), 有时也称为机械功(mechanical work)
涉及非饱和土内各相的应力(或它们的某些组合)以及与其对偶的广义应变的关系, 它的讨论

有助于对非饱和土力学性质的认识以及本构关系的建立, 因此受到有关研究者的关注[7,11,12].  
本文基于多相孔隙介质理论, 引入体积分数作为独立状态变量(用于考虑非饱和土的微观

内部结构变化). 在这种情况下, 各相的应力就可以作为独立的状态变量而不是内变量. 以土

骨架(固相)速度作为参照系, 推导出能量平衡方程和总变形功的一种特殊表达式. 以这一表达

式为基础推导并建议了一种适用于非饱和土的有效应力公式. 另外, 利用总变形功的具体方

程和各相自由能的关系式, 论证了Passman[13]给出的相分离原理并不适用于非饱和土.  

1  非饱和土中各相的平衡方程以及相应的整体方程 
de Boer[14]论述了体积分数(volume fraction)对多相孔隙介质理论的重要性, 并将引入该条

件的混合物理论称之为孔隙介质理论. 实际上, 体积分数是为了描述多相孔隙介质的局部结

构特征的变化而引入的量, 它的引入可以使非饱和土中各相应力或相应的变形成为独立状态

变量, 而不再是微观尺度的量. 对于三相非饱和土, 体积分数的定义为 

 ,
V

n
V

α α=   ( , , ),s w aα =  (1) 

其中 nα 为α 相物质的体积分数, α 可以是固相(土颗粒) s、液相 和气相 . w a Vα 为代表性单元

内α 相物质所占的体积, V为代表性单元的总体积. V可表示为 
 s w aV V V V= + + . (2) 

把(2)式两端同时除以 V, 得 

 
, ,

1 .s w as w a

s w a

V V V
n n n n

V V V
α

α =
= + + = + + = ∑  (3) 
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代表性单元α 相的体积平均质量密度定义为 

 nα α
αρ ρ= ,  ( , , )s w aα = , (4) 

其中 αρ 为α 相物质本身的实际质量密度.  

 .s w aρ ρ ρ ρ= + +  (5) 

根据孔隙介质理论, 非饱和土中α 相( , ,s w aα = )的质量守恒定律、动量守恒定律和能量守恒

定律的局部微分形式为[10]

 d ˆdiv
d

v
t

α
α α

α
ρ ρ ρ+ = , (6) 

 
d ˆˆdiv

d
v

b p v
t

α
α α α α α αα

ασ ρ ρ ρ+ + = + ,  (7) 

 2d 1ˆˆ ˆtr( : ) div ,
d 2

D q r e p v v
t

α α
α α α α α α α α α α

α
ερ σ ρ ρ ε⎛= − + + − ⋅ − +⎜

⎝ ⎠
α

⎞
⎟  (8) 

其中 ˆαρ 为其他相物质对α 相物质的质量供应项; p̂α 为其他相物质对α 相物质相互作用的体

积力; (7)式右端第二项 ˆ vα
αρ 代表由质量供应项 ˆαρ 而产生的与其他相物质的动量相互交换; (6)

和(7)式中 vα 为α 相物质运动的速度(向量); 但在(8)式中 vα 视为标量; ασ 为α 相物体中(本身)

的Cauchy应力; 1 ( ) sym(grad )
2

T
D L L vα α α

α= + = gradL v, α= ; bα 为α 相物体本身的单位质量

的体积力; αε 为α 相物体单位质量的内能; qα 为α 相物质本身的热流向量; rα 为α 相物质

(由辐射或外热等产生的)单位质量的能量供应项; êα 为其他相物质对α 相引起的能量供应项; 
(8)式右端最后两项分别代表其他相物质与α 相物质质量和动量的相互作用(交换)而产生的能

量项. 把(6) ~ (8)式对 , ,s w aα = 叠加后, 形成混合物整体的平衡方程为[10]

 d div 0,
d

v
t
ρ ρ+ =  (9) 

 αρ ρ= ∑ , ,v v
α

α
ρ
ρ

= ∑  ˆ 0αρ =∑ , (10) 

 d div
d
V b
t

ρ σ ρ= + , (11) 

 , ˆ 0pα =∑ b b
α

αρ
ρ

= ∑ , 
ˆdd

d d
vV v

t t

αα α
α

α
ρ ρ
ρ ρ

⎡ ⎤
= +⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
∑ , ασ σ=∑ , (12) 

 d d div
d d

K W r
t t
ερ ρ ρ+ = + − q , (13) 

 
ˆd

d
d

t dt

α α α α
αε ρ ε ρ ε

ρ ρ
⎡ ⎤

= +⎢ ⎥
⎣ ⎦

∑ , 2ˆd d 1
d d 2
K vV v
t t

α α α

α α
ρ ρ
ρ ρ

⎡ ⎤
= ⋅ +⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑ , ,r r

α
αρ

ρ
=∑  
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 q qα =∑ , [tr( : ) ( div ) ]W D b Vα α α α α
ασ ρ σ= + +∑ ˆ 0eα⋅ , =∑ , (14) 

(13)式的能量守恒方程利用(11)式也可以表示为 

 d div
d

W r
t
ερ ρ= + − q , (15) 

2ˆd d 1 ˆ
d d 2

v
t t

α α α α
α α

α
ε ρ ε ρ ε ρ

ρ ρ
⎡ ⎤

= + +⎢ ⎥
⎣ ⎦

∑ , r r
α

αρ
ρ

= ∑ , q qα= ∑ , 

 tr( : )W Dα ασ= ∑ , ˆ 0eα =∑ . (16) 

由(13)和(15)式可以看到能量守恒方程可以用不同的形式表示, 并且由(14)和(16)式可以知道

因为整体平衡方程形式的不同, 整体平衡方程中的各整体物理量的定义也并不唯一.  

2  能量守恒方程的特殊形式 
Hansen[15]指出, 按照  Trusdell[16]给出的三条先验公理而得到的各种限制方程(例如(14)和

(16)式定义的诸方程)从数学上不统一, 而且某些量的取法难以从物理上给出解释. 因此, 对混

合物整体变量的定义以及相应的限制方程的提法仍有进一步研究的需要. 例如按(10)式定义

的整体速度是质量平均加权后的速度. 但在土力学或水文学中, 通常都是以土骨架速度vs作为

参照系而建立渗流方程或其他方程. 用混合物理论建立的方程与土力学、水文学等工程学科建

立的方程, 因采用的基本运动量不一致而导致方程的形式也不同. 本节试图以土力学中的一

些基本变量作为出发点和参照系, 推导并建立一些相应的物理量和基本方程, 并以此为基础

对非饱和土的能量方程和有效应力进行了讨论. 下面先给出非饱和土的 3 个基本假定.  
1) 非饱和土中的同一点, 三相温度相同;  
2) 忽略质量、动量、内能在不同相之间的转化;  
3) 假定三相之间有明显的交界面, 并不能相互浸入和混溶.  
定义α 相流体物质的相对(固体)速度 vα 为 

 sv v vα α= − ,   ( ,w aα = ), (17) 

其中 vα 为α 相流体物质的相速度(流体本身真实速度). 非饱和土体积分数可用下面土力学中

常用的符号计算, 即 

 , , , (18) 1sn n= − w
rn nS= (1 )a

rn n S= −

其中n为孔隙率; Sr为饱和度.  

2.1  基于体积分数的变形功的方程 

体积分数可以描述多相孔隙介质内部的结构变化, 它为分析多相孔隙介质的耗散机制和

相应的宏观变形奠定了基础. 本节将以土力学的基本变量和它们与体积分数的关系以及前面

给出的平衡方程为基础, 推导出便于非饱和土力学应用的变形功的方程. 当取土骨架的运动

量作为参照系时, 假定 αρ 不随空间变化但可以随时间变化, 单相的质量守恒方程(6)式可以表

示为 
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 d div div[ ( )] div( ),
d s sv v v vα

αt

α
α α

α
ρ ρ ρ ρ+ = − − = − , , ( s w a= ). (19) α

定义α 相的模量为 

 
d
d
P

K α
α α

α
ρ

ρ
= ,   ( , ,s w aα = ), (20) 

其中 Pα 为代表性单元中α 相的压力. 下面将推导由体积分数和压力 Pα 表示的质量守恒方程. 

由(4)式得 

d( ) d d dd d
d d d d d d

n Pn nn n
t t t t P t

α d
dt

α α α
α αα α α α

α α
α

ρ ρ ρρ ρ ρ= = + = + . 

把(20)式代入上式, 得 

dd d .
d d

n P n
t K t t

α

d

α α
α α

α
α

ρρ ρ= +  

把上式代入(19)式后, 得到用体积分数表示的质量守恒方程为 

 
d d 1div div( )
d d s
Pn n n v v

K t t

α α
α αα

α
α α

ρ
ρ

+ + = − , ,, ( s w a= ). (21) α

把(4)式代入上式右端, 得 

d d 1div div( ) div grad( ) div
d d s
P vn n n v n v n v n n v

K t t

α α
α α α αα α α

α α α α α
α α α

ρ ρ
ρ ρ

+ + = − = − − ⋅ = − , 

 
d d div div
d d s
Pn n n v n v

K t t

β β
β β β

β
β

+ + = − ,  ( ,w aβ = ). (22) 

设Bα为孔隙的体积分数, 它分为两部分: Bw为孔隙由液体占居的体积分数, Ba为孔隙由气体占

居的体积分数. Bw +Ba=1, Bw=Sr, Ba=(1− Sr).  

 (1 )sn B nβ β= − ,   (β=w, a), (23) 

令(21)式中α = s, 并把
d
d

sn
t
解出后, 代入对(23)式求导后的方程中, 得 

dd d d d(1 ) (1 ) div ,
d d d d d

s s
s s s

s
s

Pn B n B nn B n B n v
t t t t K t

β β β
β β s⎡ ⎤

= − − = − + +⎢ ⎥
⎣ ⎦

  (β =w, a). 

把上式代入 (22) 式中, 令β = w, a, 整理得 

 
d d d(1 ) ( )div div ,
d d d

s
s ss

s
s

P Pn n nB n B n n v n
K t K t t

β β
β β β β vβ

β
β

+ + − + + = −  (β = w, a). (24) 

下面将推导以土骨架的速度vs为参照系的三相非饱和土的总变形功W 的表达式. 总的能

量平衡方程采用(15)式, (15)式右端第一项为总的变形功W , 由(16)式第 4 个方程有 

tr( : ) tr( : sym(grad )) tr( : grad

tr( : grad ) tr( : grad ) tr( : grad )s w a
s w a

W D v

v v v

α α α α )vα ασ σ σ

σ σ σ

= = =

= + +

∑ ∑ ∑  
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tr[( ) : grad ] tr( : grad ) tr( : grad )

tr( : grad ) tr[ : grad( )] tr[ : grad( )]

tr( : grad ) tr( : grad ) tr( : grad ).

w a w a
s w a

w a
s w s

w a
s w a

v v

v v v v

v v v

σ σ σ σ σ

σ σ σ

σ σ σ

= − − + +

= + − +

= + +
a s

v

v−  
(25) 

对于液相和气相, 应力 ασ ( ,w aα = )与相应的流体压力的关系为 

 n Pα α
ασ = δ , ( ,w aα = ), (26) 

其中δ 为单位张量, 用矩阵可表示为 [ ]ijδ=δ ; Pα 为标量, 表示孔隙流体压力, 按照土力学的

习惯此处假定以压为正(如果按通常固体力学以拉为正, 则需在(26)式右端加一负号). 把(26)
式代入(25)式右端, 得 

 tr( : grad ) tr( : grad ) tr( : grad )w a
s w w aW v n P v n Pσ= + +δ δ av , (27) 

 tr( : grad ) divv vα α=δ ,  ( ,l aα = ). (28) 

把(28)式代入(27)式, 得 

 tr( : grad ) div divw a
s w w aW v n P v n Pσ= + + av . (29) 

把(24)式代入(29)式, 得 

d dtr( : grad ) (1 ) ( )div
d d

d d d                      (1 ) ( )div
d d d

tr( : grad ) ( )div ( )div ] [

w s w
w s w s ww s

s w s
w s

a s a
a s a s aa s

a s
a s

w s w a s a
s w s a s

dP Pn n BW v P B n B n n v
K dt K t t

P Pn n BP B n B n n v
K t K t t

v P B n n v P B n n v

σ

σ

⎡ ⎤
= − + + − + +⎢ ⎥

⎣ ⎦
⎡ ⎤

− + + − + +⎢ ⎥
⎣ ⎦

= − + − + −
d d(1 ) (1 )
d d

d d d
                        ( )

d d d

d dtr{{ [ (1 ) ] }: grad }
d d

w a
s s

w a

w s a
w aw s a

w w a a
w s a

w a

r w r a s w a

B BP n P n
t t

P P Pn n nP P B P B P
K t K t K t

B BS P S P v P n P n
t t

σ

⎡ ⎤
− + −⎢ ⎥

⎣ ⎦
⎡ ⎤

− + + +⎢ ⎥
⎣ ⎦

⎡ ⎤
= − + − − +⎢ ⎥

⎣ ⎦
δ

 

               
d d

( )
d d

w s
w aw s

w w a a
w s

P Pn nP P B P B P
d

.
d

a
a

a

Pn
K t K t K t

⎡ ⎤
− + + +⎢ ⎥

⎣ ⎦
                   (30) 

令(30)式右端第一个括号中的应力项和第二个括号分别为 
 [ (1 )r w r aS P S P ]σ σ′ = − + − δ , (31) 

 
dd d

d d

w a
r

w a
SB BP n P n sn

t t
⎡ ⎤

− + =⎢ ⎥
⎣ ⎦ dt

. (32) 

(30)式右端第  1 个括号的功是由应力σ ′与土骨架应变速率之积, 它表征了使土骨架产生变

形的驱动应力σ ′的作用(从热力学角度)产生的功, 也有人称之为平均土骨架应力(average soil 
skeleton stress), 通常认为它是由土骨架承担并沿着土骨架而传递的应力 . 第  2 个括号中
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was P P= − 为非饱和土中的基质吸力, 它是广义驱动应力, 而液相体积分数 是与之相

对应的广义流; 第 2 个括号代表了由基质吸力作用而产生的功. (30)式第 3 个括号代表各相(包
括固体、气体与液体)压力变化所做的功; 当液体和固体假设为不可压缩时, (30)式第 3 个括号

变为 

w
rn nS=

d
(1 )

d
a a

r
a

P P
n S

K t
⎡ ⎤

− −⎢ ⎥
⎣ ⎦

, 

上式表示了气体压力变化所做的功.  

2.2  非饱和土等温过程的能量平衡方程和功的表达式 

本节从整体能量平衡方程(15)式出发, 忽略温度变化的影响, 得到非饱和土等温过程能量

平衡方程. 根据非饱和土第  2 条假定, ˆαρ , P̂α 和 êα 均为零. 则(16)式第  1 个方程变为 

d .
d

D
t Dt

α α αε ρ ε
ρ

= ∑  

忽略辐射和外部热供的能量供应项, 即令(16)式第 2 个方程中 rα 为零. (15)式变为 

 d div .
d

W
t
ε

= − q  (33) 

由热力学第二定律有[17]

 1div grad 0,T q T
T

η + − ⋅ ≥q   (34) 

其中η 为整体混合物的特殊熵, 为绝对温度( ). 令(34)式前两项之和为机械耗散 D, 即 T 0T≥

 divD Tη= + q . (35) 

(34)式第  3 项
1 gradT
T

− ⋅q 为热耗散. 热耗散总是非负的(热流总是沿着温度梯度反方向流动), 

并且与机械耗散相比(针对土力学或非饱和土力学而言), 它通常是较小的量. 所以也可以认为

. 因此有 0D≥

 div 0D Tη= + ≥q , (36) 

 1 grad 0.T
T

− ⋅ ≥q  (37) 

(36)和(37)式这两个不等式是比热力学第二定律更加严格的条件, 但已经被广泛接受[17]. 由(36)
式解出divq, 再代入(33)式得 

 d .
d

W D T
t
ε η= − +  (38) 

假定密度不随时间变化, 则(38)式就可以写成 

 
( )d d
d d

U W D T
t t

ρε
η= = − + , (38') 

其中 Uρε = , U 表示单位体积的内能 . 根据热力学势函数之间的变换关系 , 单位体积的
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Helmholtz 自由能 A就可表示为 
 A U Tη= − . (39) 

对(39)式求物质导数, 得 
d d d d .
d d d d
A U TT
t t t t

η η⎛ ⎞= − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

当把非饱和土的变化过程视为等温过程时(即温度不变), 上式可表示为 
d d d .
d d d
U A T
t t t

η
= +  

把(38')式代入上式, 得 

 d .
d
AW
t
D= +  (40) 

(40)式表明, 非饱和土等温过程总整体变形功等于整体 Helmholtz 自由能 A的全导数与整体的

耗散势函数之和.  

3  非饱和土中有效应力的讨论 
有效应力原理的提出促使土力学(主要指饱和土力学)发生了巨大的变化. 但有效应力原

理在非饱和土中的应用到目前为止也没有得到很好的解决. 如前所述, 无论是单应力变量的

有效应力或双应力变量理论都难以描述非饱和土复杂的性质和行为. 总结前人的研究结果, 
我们认为: 非饱和土的性质不可能像饱和土那样由单应力变量的有效应力唯一确定. 实际上

非饱和土的性质不但受各相应力的影响, 而且还受到例如饱和度、气相压力变化等其他因素的

影响. 从热力学原理出发, 当忽略热的影响时, 孔隙介质理论中的能量平衡方程(热力学第一

定律)中的变形功是处理广义力与广义变形关系的理论基础. 因此, 应当以三相非饱和土的总

变形功(30)式为基础, 建立相应的有效应力.  
Dean等人[7]讨论并给出了基于功的假定(work hypothesis)而定义的有效应力, 即以固体骨

架应变在功上相对偶的广义应力定义为非饱和土的有效应力. 基于这种有效应力定义的原则, 
考察能量守恒方程(15)式中总变形功(30)式可知, 与土骨架位移在功上对偶的应力为σ ′ , 即
(31)式, 它就是本文建议的非饱和土的有效应力. 由(31)式可知, 有效应力不但与各相应力有

关, 还与孔隙中各相孔隙的体积分数(或饱和度相关)相关. 这种有效应力与单相介质中Cauchy
应力是不同的, 它是混合物中各相应力的一种组合应力. 本文建议的有效应力, 包括材料孔隙

的体积分数, 也就是说这种有效应力依赖于各相材料的体积性质, 而这是不同于单相介质的

情况, 单相介质中假定应力变量与材料的性质无关. 但从混合物理论的观点看这种相关却是

很自然的(因为它反映了孔隙介质内部微观结构和组分的变化对应力的影响). 另外从(30)式可

知: 变形功(或机械功)除了包括有效应力外, 还有基质吸力和气相压力变化的影响, 而这些广

义力都会对各种广义变形产生影响. 在这种意义上, 本文建议的有效应力, 就不能像饱和土中

的有效应力那样去理解, 即土的变形是由单应力变量的有效应力唯一确定的. 也不能由目前

流行的非饱和土中双应力变量理论唯一确定的非饱和土的变形, 这是因为即使净应力(net 
stress)、基质吸力和孔隙比相同, 但两个具有不同饱和度土样的力学行为以及土颗粒之间的相
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互作用力(即所谓的有效应力)却可以不同[6].  
本文建议的有效应力, 见(31)式, 与  Bishop[2]提出的有效原理相似, 其不同之处仅在于本

文用Sr代替了Bishop的材料参数χ. 本文建议的有效应力中Sr和(1-Sr)的物理意义为平均的孔隙

水压力和孔隙气压力是以它们相应的孔隙的体积分数作为权重系数; 因此这一有效应力是总

应力减去以各自的体积分数作为权重系数的孔隙水压和孔隙气压的一种综合作用. 也就是说, 
在总应力中减去分别以各自的体积分数作为不同的权重的具有中性应力性质的流体压力的影

响和作用. 所以把这三种应力组合为一种有效应力, 并且认为这种有效应力是沿着土骨架传

递的. 当饱和度Sr=1 时, (31)式就从非饱和土的有效应力变为饱和土的有效应力, 即 
[ (1 ) ] [ ]r w r a wS P S P P .σ σ δ σ′ = − + − = − δ  

变形功(30)式中除了有效应力以及与其对偶的土骨架变形所产生的功以外, 还有基质吸

力和气体压力作用所产生的功. 这两个应力的影响在建立本构模型时应给于适当的考虑. 事
实上, 我们得到的总变形功(30)式与Houlsby[12]给出的非饱和土总变形功的表达式基本相同. 
但与之相比, 本文的理论基础是多相孔隙介质理论, 其前提与假设是明确的. 本文给出的功的

形式还满足Houlsby[7]的建议, 即正确的描述非饱和土的物理现象应包括与土骨架变形和饱和

度在功上相对偶的广义力项.  
值得指出的是, 本文建立的有效应力与Wheeler[6]以及其他一些研究者建议并使用的有效

应力相同. 但Wheeler或其他一些研究者是基于经验和直觉采用了这种有效应力的形式, 它只

是一种半理论、半经验的公式. 而本文建议的有效应力是建立在孔隙介质理论基础之上经推演

而得到的, 它具有坚实的理论基础.  

4  相分离原理在非饱和土中适用性的讨论 
Passman[13]提出相分离原理作为建立本构方程时应该满足的原理(确定本构方程的  4 个原

理之一[13]). 该原理把状态函数分为两类: 第一类α 相的状态函数(例如: ασ , αε , Aα 和 qα 等, 

它们在α 相独立存在时也仅是α 相材料本身的状态函数)仅依赖于α 相的独立状态变量. 第二

类增长的α 相状态函数(例如: 前述的不同相之间的相互作用项 ˆαρ , P̂α 和 ˆαε 等)依赖于所有

(相)的独立状态变量. 相分离原理的主要用途是当利用第一类α 相的状态函数建立本构方程

时其状态函数仅依赖于α 相的独立状态变量, 而与其他相的独立状态变量无关. 这样做可以

减少本构函数(本构方程)和参数的数量, 并可以利用单相的实验或理论确定之.  
等温过程非饱和土的变形功W (38)式中的Helmholtz自由能 A代表了可恢复变形的影响, 

则代表了能量耗散的影响. Helmholtz自由能不仅可以表示弹性变形, 而且还可以表示由塑

性变形引起的并在发生逆变形时可恢复的“储藏”的塑性功 (stored plastic work)
D

[18]. 因此 , 
Helmholtz自由能 A在弹塑性不耦合的情况下可以分解为[19]

 ,e pA A A= +  (41) 

其中 eA 是由弹性变形产生的自由能, 即 ( )eA A E= , pA 是由塑性变形产生的可恢复的自由能, 

即 ( )p
pA A E= , 为塑性变形.  pE
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利用热力学框架建立非饱和土本构关系时需要给出自由能势函数. 而在建立自由能势函

数的过程中首先面临如何选择独立状态变量的问题. 通常选择不同的独立状态变量, 会得到

不同形式的本构方程. 而一旦选择了独立的状态变量, 自由能势函数就可以定义为这一组独

立变量的函数. 而耗散势函数则取为独立状态变量与内变量合集的函数. 下面通过(30)式来讨

论自由能势函数的独立状态变量及其具体形式. 为讨论方便, 假定固相和液相体积不可压缩, 
(30)式表示为 

: (1 ) a .s r r
a

P
W E nsS S n

K
σ ′= + − − aP  

从上面的表达式可知, 与 sE 相对应的广义应力是由(31)式决定的. 但(31)式中的应力为三

相应力的组合结果, 而不仅仅是固相中的应力. 另外, 上式右端第二项的广义应力为基质吸力, 
它是孔隙气压减去孔隙液压的结果, 而不是某一相的应力. 只有上式右端第三项代数式, 它仅

与孔隙气相有关而与其他项无关, 因此, 气相的自由能 aA 可以满足Passman[12]给出的相分离

原理.  
对于一般多相孔隙介质(线弹性体), 其各相自由能势函数可选为[20]

( , , )s s s
sA A T Eρ= ,  

( , , )f f f
fA A T Eρ= .  

由相分离原理[12], 整体自由能函数有 

s w aA A A A Aα= = + +∑ . 

而相分离原理要求 sA 仅与固相的独立状态变量相关, 而与其他的相无关. 因此有 

s s ss

s s

AA
E E

σ ρ ρ σ
∂∂′ = = =

∂ ∂
. 

上式结果说明σ ′ 应由固相的应力变量确定, 而与其他相的应力无关. 但这一结果与(31)式给

出的σ ′ 由三相应力的组合相矛盾, 由此得出, 相分离原理不适合非饱和土这一多相孔隙介质

的结论. 也就是说, 即使自由能势函数可以分解为 s w aA A A A= + + , 其每一组的自由能势函数

(除气相外)不仅依赖于本相的独立状态变量, 它还依赖于其他相的独立状态变量. 这种情况也

被近些年非饱和土的试验结果所验证. 例如: 固相变形Es不但受到固相的应力的影响, 它还受

到基质吸力以及饱和度的影响[6], 而且基质吸力也是气相压力与液相压力差的结果, 而不是某

一单相的压力; 饱和度也仅反映了液相与气相孔隙的体积分数. 也就是说, 非饱和土中α 相的

函数不但依赖于α 相的独立状态变量, 而且还依赖于其他相的独立状态变量, 否则就需要增

加某些限制或附加假定. 由此可以得出结论: 在建立非饱和土的本构方程过程中, 相分离原理

不严格适用. 当然为了实用的目的使用相分离原理, 作为简化的近似处理, 也是允许的, 但这

样做并不是精确的方法, 而是一种实用和近似的办法. 

5  结语 
本文基于混合物理论和热力学原理推导出总变形功W的一种表达式, 在此基础上提出了
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非饱和土有效应力的表达式. 并指出非饱和土的物理力学性质复杂, 其影响因素较多, 其固体

骨架的变形不可能像饱和土那样由单度量有效应力唯一的确定. 另外, 利用总变形功的表达

式以及各相自由能 Aα 的关系式, 论证并得出了Passman[12]给出的相分离原理并不严格适用于

非饱和土的结论. 这些研究和讨论对加深非饱和土中有效应力原理的认识, 以及将来进一步

建立非饱和土的本构方程都会产生积极的作用.  
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