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摘要 用构造函数法对非线性断裂力学的基本问题—
H R R 问题作 了严格 的分

析
,

给出了 H 问题与 R R !
、

司题在数学上 的等价性的证 明
,

用统 一 的方法构造其精确

分析解
,

证 明了解 的绝对 一 致收 敛性和唯 一 性
,

取 前 3 项 作 为近 似
,

就 得到 优于

H ut c hi n so n 数值解的结果
,

同时第 1 次提供 了 R R 问题应力分布的具体结果
.

在 N

~ 1 ( n
~ 1 ) 情形

,

此解还原为线性弹性解
.

在 N ~ 0( n ~ oo ) 情形
,

此解还原为增量

塑性理论 中经典 P ar n dt l 场
.

关链词 非线性 裂纹 构造函数法 分析解

本世纪 50 年代诞生的断裂力学
,

最初是为了解决材料与结构的脆性破坏
,

它在 60 年代取

得重大的进展
.

由于韧性
一

塑性材料的大量生产和使用
,

对它们的破坏规律的研究
,

很快突破

了断裂力学最初的适用范围
,

因而诞生了非线性断裂力学
.

1 9 6 8 年 H ut hc i n
so n[

`
·

“ ]和 iR c。
与

oR se ng er n 〔’ J发表的硬化材料平面裂纹问题渐近分析的工作
,

被称为 H R R 解
.

这个解对于研

究韧性
一

塑性材料中裂纹起始扩展间题的规律
,

具有奠基性的作用
,

因而被广泛引用
,

它相当于

非线性断裂力学关于裂纹起始扩展现象的基本问题
.

受到当时分析工具的限制
,

H ut ch i n
so

n ,

iR c e
与 R os en gr en 以及后来的许多研究者

,

只给出了间题的数值解
,

所用的方法 为求解两点边

值问题的 R un ge
一

K ut t a 法
,

而对 H R R 问题更深层次的解析研究
,

始 见于文献【4」
.

解析方法看

起来是 比较复杂
,

但它能得到 由数值方法所不能得到的极为重要的结果
,

仅仅从这一点上考

虑
,

它必要性就不容置疑
.

本文发展了针对 H 方程和 R R 方程这一类半线性方程的构造函 数法
,

证明了平面应变情

形下 H 方程与 R R 方程的等价性
,

用构造函数法得到 H 问题与 R R 问题的精确分析解
,

证明

了该解的绝对一致收敛性和唯一性
,

取本文分析解的前 3 项作为近似
,

得到 比 H ut ch i n
so

n
数

值解更优的应 力分布结果
,

同时第 l 次得到 R R 问题的应力分布结果
.

由本文分析解
,

自然而

然得到在 N ~ 1 ( n
~ 1 )时精确解

,

即 W i l li a m S
解 (见文献 [ 5〕

,

p
.

17 0 )
,

而文献 〔l
,

2 」不可能得到

这一结果
,

文献〔3 ]指出
,

他们的方法在 N ~ l 时失效
.

用本文的方法在 N ~ 0 ( n
~ co ) 时

,

自

然而然地得到 rP an dt l 场
,

而文献 〔1一 31 不可能得到这一结果
.

rP an dt l 场是增量塑性理论 中

19 9 7
一

03
一

2 8 收稿
,

19 9 7
一

0 8
一

2 5 收修改稿
,
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最著名的经典结果之一
,

本文却用全量塑性理论以解析的形式严格地推导出来
,

同时再次显示

的解析方法的有效性
.

1 R R I句题

iR c e
与 R os en g r en l 3 」对不可压缩

、

幂硬化材料中裂纹顶端的渐近场作 了分析
,

该分析仅适

合平面应变情形
.

材料的硬化律设为
r 二 : 〔, ( 7 / 7 、 , ) N ,

当 了 ) 了。 ,

( l 一 )

式中
:
记为有效剪应力

,

y 为有效剪应变
,

N 为硬化指数
,

0 < N < 1
, : 〔》
与 y 。

代表材料的屈服

剪应力与屈服剪应变
.

对于 v o n M i se s
材料

, 。 。 二招
: 。 ,

其中
。 。
代表拉伸屈服应力

.

iR c 。

与 R o se n g r e n
建议在裂纹顶端附近 A i yr 应力函数取成如下形式

U (
r ,

夕) =
( l + N ) 2

2 + N

二 ( 2 十 N ) / (` ’ N ) f ( 夕)
,

( 1
.

2 )

其中 ( : ,

0) 代表从裂纹顶端量起的极坐标
,

f( 0) 是一未知的待定函数
.

由物理方程 ( 1
.

1 )
、

平衡方程
、

变形几何方程和材料的不可压缩条件
,

可以 得到 ( 1
.

2) 式中

的函数 f( 0) 满足如下方程
,

称它为 R R 方程
:

f `4 ) (口) + (
。 , + 月2 ) f’ ( a ) + a Z月Z

f (口) + T (口) = 0
.

( 1
.

3 )

牛 今 今
由于篇幅的限制

,

其他熟知的方程这里均未列出
, 。 ,

口以及

T ( 0 )将在下面介绍
.

对 I 型裂纹问题 (图 1)
,

对称性条件为

厂 ( 0 ) = f
`

( 0 ) = 0
,

( 1
.

4 )

裂纹面上不受应力作用的条件归结为

f ( 二 ) = f
`

(成 ) 二 0
.

( 1
.

5 )

鉴于问题的方程 ( 1
.

3) 和边界条件 ( 1
.

4 )
、

( 1
.

5) 是齐次

的
,

为确定起见
,

增加一个归一化条件

f ( 0 ) = 1
.

( 1
.

6 )

方程 (l
.

3) 中的系数
。 ,

召以及非线性项 T (的分别为

1

上下口
.

山甲
日

山甲

图 1 1 型裂纹问题
a Z +

月
2 二 N ( 7 N + 3 ) / ( 一+ N ) 2 ,

a , 口2 = N , ( l + Z N ) ( 2 + N ) / ( 1 + N )`
,

T ( 口) = ( 1 一 N ) { 16 N 2

f’f
2 / ( 1 + N ) 2 + 4 N ( 1 + Z N ) f

`

2人 / ( 1 + N ) ’ +

4入 ( j ”
`

)
’

/ (一 + N ) + 人
’

2 入/ ( l + N ) + Z Nj
,

`

H
`

/ ( l + N ) , + 人
`

H
’

/ ( 1 + N ) +

( l 一 3 N ) H
’

2人 / [ 4 N ( 1 + N ) H ] } / D ( 8 )
,

在 ( 1
.

9) 式中采用了如下缩写记号

( 1
.

7 )

( 1
.

8 )

( 1
.

9 )

目甲止书钱协卜沪拍书产,
砂、城、

人 ( 0 ) = ( 1 + N )厂 + N ( 2 + N ) j丫( 1 + N )
,

( 1
.

1 0 )

H ( e ) 二 人2 ( 口) + 4 f
` 2 ,

( 一 1 1 )

D ( 口) = 入2 ( e ) + 4

Nfz
.

( 1
.

1 2 )

求方程 ( 1
.

3) 在边界条件 ( 1
.

4) 一 ( 1
.

6) 式下的解
,

简称为 R R 问题
.

文献 13 」用数值方法

( R un ge
一

K ut t a 法 )求解了问题 ( 1
.

3) 一 ( 1
.

6) 式
,

但是没有公布过应力分布的结果
,

该文献还指

出
,

在 N ~ 1 时他们的解失去意义
.

自然在 N ~ 0 时
,

他们也不可能求得相应的解
.
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H问题
,

H 方程与 R R 方程的等价性

H u ct ih sn on [`
,

2〕考虑略去弹性变形后的下列本构定律

告
` * `占。 3 了

。 。

\
” 一 `

/ 1
。

\
,

一 万
“ E

叭瓦 ) (
口 勺 一 了

“ “ o 。
)
` “ 0 , ( 2

.

1 )

霆

其中
n
表示一维拉伸应力

一

应变关 系
。 / 。 。 = ( 0 / 。 。 ) 十 a

( 。 / 。 。 )
“

中的指数
, `

臼也称 为硬化指

数
,

并且 1 < n < co
, a 称为硬化系数

, 。 。 与 。 。 分别记材料的拉伸屈服应力与屈服应变
, a ,

代

表有效应力
.

在裂纹顶端附近
,

H ut ch i n
so

n
引进下列应力函数

少 ( : ,

口) = K r ( `
+ 2 ·

) / (`
+ ”

)沪( 夕)
,

( 2
.

2 )

其中 K 是待定常数
,

( : ,

0) 的意义与前面所说相同
,

沪( 0) 是一与角度有关的函数
,

待定
.

由本构方程 ( 2
.

1) 以及平衡方程
、

变形几何关系等基本方程
,

发现 ( 2
.

2) 式中的 沪( 0) 满足

如下关系
,

这里仅讨论平面应变情形
:

[ ( 。 2 / 。夕2
) 一

、
(
、 一 2 ) { n

(
、 一 2 ) + z } ] 〔云仁

一 ` {
s

( 2 一 、
) 沪 + 沪

’ ,

}卜

4 (
s 一 1 ) { n ( 、 一 2 ) + 1 } (云仁

一

`沪
’

)
’

= 0
,

( 2
.

3 )

我们称此方程为 H 方程
,

它满足下列边界条件

沪
’

( 0 ) = 厂 ( 0 ) = 0
,

( 2
.

4 )

沪( 二 ) = 沪
’

( 二 ) = O
,

( 2
.

5 )

和归一化条件

沪( 0 ) = e ,

( 2
.

6 )

其中
。
为一正的常数

,

它由条件

( 。
。

(口) ) m a 、
= 1 ( 2

.

6
`

)

确定
,

另外
、 = ( Z n + l ) / ( n + 1 )

,

云
。

( o ) = { ( 3 / 4 ) (云
: 二
一 。 * ) 2 + 3云称}

` / 2
.

( 2
.

7 )

方程 ( 2
.

3 )在边界条件 ( 2
.

4 ) 一 ( 2
.

6 )式下求解
,

我们称它为 H 问题
.

H u t e h sn so n [`
·

2 ]以及

其后的研究者
,

对问题作了系统的数值分析
,

使用的是 R un ge
一

K ut at 法
.

由于 R R 假设的应力函数 ( 1
.

2) 式与 H 假设 的应力函数 ( 2
.

2) 式导致裂纹顶端前缘的应

力和应变对于坐标
:
具有相同的奇异性

,

因而这两个解被共同称为 H R R 解
.

因为他们是用

数值方法确定 f( 的与 沪(的的
,

究竟它们之间具有什么关系
,

一直不很清楚
.

由于这两个函数

对研究裂纹前缘的场变量关系密切
,

对它们的性质作深入的研究是有意义的
.

本文的研究表明
,

不仅这两个解对于坐标
:

具有相同的结构
,

而且 f( 0) 与 沪( 8) 在本质上

是等价的
.

这一结果写成如下引理
.

引理 1 方程 ( 2
.

3) 与 ( 1
.

3) 等价
.

证 因为
n = 1/ N

,

所以

舜匕1伙
`
加

.

ō 卜
,

n ( 、 一 2 ) 〔n ( 、 一 2 ) + 2 」=
1 + Z N

( 1 + N ) 2 ’

ǎ十奋口7
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、
( 2一

、
N( 2 + N)

( 1+ N)2

l) [
n

(
、 一 2 ) + l ]二 N

( l+ N)2

把这些式子代入 ( 2
.

3)式得到

「
。

, l + Z N 〕仁
` , 、 、 / 、

队 ( 2 + N )

二 ,.-- )
}丁下不 十

了 一丁万下下 }爪 J止
` ’

`

} 了
一一一节节万下 动 十 矽 矛

L
`

,臼
`

( l + 闪 )
.

」{
’

L ( l + N )“
`

_

}

4 N }
一 ` .

十 丁万了 石八 ) }口 F
N ) 2

N )/ 邹
’

( 2
.

8 )

若 f( 因是 R R 问题的解
,

州 0) 是 H 问题的解
,

并 且这两个解相似
,

由 ( 1
.

6) 与 ( 2
.

6) 式则有

沪( 8 ) = cI ( 0 )
,

N ( 2 + N )
.

—
功 十 山 二 二 , 一下二 h 〔 口 )

( l + N )“
`

l + 了丫 ( 2
.

9 )

、

…
11

…
ee

。 ,

( 0 ) =

这里 h ( 0) 由 ( 1
.

10) 式定义
.

招
。 /

, 。 , 。 、

一二 ; 一一一二下 甲 h 一
L 口 ) 十 斗 1 I t 口 ) }

一

乙 1 十 了丫

把 (2
.

9) 式中的第 1 与第 2 式代入 ( 2
.

8) 式
,

得

( 1 一 N ) ( l 一 Z N )
, 一 , 、 ,

.

1 一 N
-

—
( J J

`
h 十 一一 , 二丁一一口

.』

J
`

h 十
闪

`
’

周
坦贡皿云二 ; “

`

+ `子`
“

+

l + Z N

( l + N ) 2

4 N 「l 一 N
一

、

一 ,

月
吻

十
i 万面 [- 凡~

“ 十 “

刊
-

把 ( 2
.

9) 式中的第 3 式以 及其导数 a ’

, “ 、
N ( z + N ) , N }

r
`

’
少

+

—
t + -二厂一一一一一一一 二二气

( l + N )
` “

人
` + 4叮

`

l

代入上面的方程得到

l 「
J 、 甲

, l 十 Z N
,

]
「 ,

, , , , :

二气了一一一万二万下 } 4 2丫 t + 二一一尸一 1下 ,
h } l h + 4 t

`
1 十

( l + 闪 )
`

L
一 l + `丫 」

-

4 ( 1 一 N )
、

, 。 , ,
、

, , :

l 一 N
万节一一一二二 几 t } h h + 件 t t } 十 万丁丁万一 , 一下不 石 } j h h

又1 + 闪 )
` “ - - - 一

了、 又l + Z、 )
-

+ 8六 ,f ,f’ + 4几 (厂
2 + f了” ) ] +

( l 一 N ) ( l 一 3 N )
N Z

( l + N )

h
r . , _

_
、 ,

{
~

, 了一一 , 节下 } h h + 4 t t }
`
之

.

扩 + 4 f
` - - 一

}
( 2

.

10 )

乙田甲攀呵
、、ù
和一七)呀ù一入

此式即文献【3」中的方程 ( 1 5 )
,

说明 ( 2
.

3) 式与它等价
.

引理 2 方程 ( 2
.

1 0) 与 ( 1
.

3) 等价
.

证 把 ( 1
.

7) 一 ( 1
.

12 )式代入 ( 1
.

3) 式
,

经过简单的运算即可化成 ( 2
.

10) 式
.

以上两引理表明 H 方程 ( 2
.

3) 与 R R 方程 ( 1
.

3) 等价
.

3 用构造函数法求 H R R 问题的分析解

第 2 节证明 了 H 方程与 R R 方程等价
,

这 两个问题 的唯一差别仅在于边 界条件 ( 1
.

6) 与

( 2
.

6) 式不同
.

如果我们能得到 R R 问题的分析解
,

也就 自然而然得到 了 H 问题的分析解
,

这

样仅需要对这两个问题中的任何 一个求解即可
.

以 下对 R R 问题求解
.

从本质上讲
,

这一求

解过程见于文献 〔4〕
,

现在作了简化与改进
,

所得结果写成如下定理
.

定理 1 R R 问题
,

即两点边值问题 ( 1
.

3) 一 ( 1
.

6) 式的解是下列圆函数
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f (口) 一 (l一 e)o e s(。 。) +c o e s(月。) 十

艺
, * [ c o s * ( a。 ) 一 e o s * (月。 )」

,

( 3
.

1 )

其中

e o s * ( x s ) =
( 一 1 ) 走

十 ` ( Zk ) !

(
a Z 一 月2 ) 二 ( 2 ` + 2 )

1 刁Z p T ( 8 )

( Z P ) ! 刁8 2 p

赴 = 0

担三 ( _ 1 、 户了 _ 月 、 2户
_
了 口 \ 、 、 、 上 / 、 孟以 ,

。 0 · 、 工· ,

自 下乏万户
- ( 3

.

2 )

( 3
.

3 )

另外解 f( 0) 也可以表示成

了( 0 ) 一

艺 fP O, 户

( 3
.

4 )

其中

f0 = 1
,

f l = 一 ( 1 / 2 ) [ ( 1 一 C )
a Z +

印
, ]

( 3
.

5 )

( 3
.

6 )

几
, : 二

A圣
, 十 4

a ’
月

Z

fP
A若

户。 2

A条= m ( m 一 1 ) ( n : 一 2 )… ( m

t ,
由 ( 3

.

3 )式给出
,

c 是一个常数
,

由边界条件 ( 1
.

5 )确定
·

这个定理的证明较长
,

为此引进如下引理
.

_ t户

A飞
户

一

4
`

一
P + l )

,

( 3
.

7 )

( 3
.

8 )

引理 3 C a u e h y 问题 ( 1
.

3 )
、

( 1
.

4 )
、

( 1
.

6 )与 ( 3
.

6 )式的解是 圆函数 ( 3
.

1 )式
.

证 记 f ( 8 )为 x l ( 0 )
,

那么 C a u e h y 问题 ( 1
.

3 )
、

( 1
.

4 )
、

( 1
.

6 )与 ( 3
.

6 )式与下列 e a u e h y 问

题等价
:

x
’ 1 = x Z ; x

` : = x 3 ; 二
’ 3 = x 4 ; x

`

; 二 。 , 月, x , 一 (
。 2 + 月2 ) x 3 一 T ( x l ,

x Z ,
x 3 ,

x 4 ) ;

x , ( O ) = 1 ; x Z ( 0 ) = 0 ; x 3 二 Zf l ; x 4 ( 0 ) = 0
.

由于 T 是 x , ,

x Z ,

x :
与 x ;

的解析函数
,

根据常微分方程解的存在性与唯一性定理
,

例如

文献【5 」p
.

l 一 1 1
,

上述 C au ch y 间题在 「0
,

2刘之间存在唯一的分析解如下
:

x l (口) 一 f ( 口) 一
艺 f言夕

Z p ,

x Z (。 ) = f
’

( 口) =

艺 z fP 言。
, p 一 ` ,

x 3 ( 。 ) 一 f ( 。 ) 二

艺 A呈扩言。
, p 一 , ,

x 4 ( 6 ) 一 厂 ( 0) 一

习 A孟石户

其中系数 f言用构造函数法得出并且和由公式 ( 3
·

5 ) 一 ( 3
·

7 )给出的 寿 相等
·

( 3
.

1 )式是 C
a u e h y 问题 ( 1

.

3 )
、

( 1
.

4 )
、

( 1
.

6 )和 ( 3
.

6 )式的解
,

引理得证
.

引理 4 圆函数 ( 3
.

1) 式在区间【0
,

2司上绝对一致收敛
.

证 记 x = ( x , ,
x Z ,

x 3 ,

x 4 ) T ,
x 。 一 ( 1

,

0
,

Zf l ,

o ) T

冲
一 ( x Z ,

二 3 ,
x 4 , 一 。 2

月
2

x 一 T )
T ,

那么 R ca dr 序列为

又。 ( 8 ) = 二。 ,

这表明圆函数

x
,
一 ( 。 2 一 月2 )

* , (。 )一
。 ·

{:
兀

* (。
,

* , 1 ) d。
,

, 一 1
,

2
,

…
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由这个i Pa d r c序列
,

不难证明函数 ( 3
.

1) 式在【0
,

2司上绝对一致收敛
.

证明的细节略去
,

定理 一的证 由引理 1 可知
,

圆函数 ( 3
.

1 )式是 C a u e h y 问题 ( 1
.

3 )
、

( 1
.

4 )
、

( 1
.

6 )和 ( 3
.

6 )

式的解
,

引用 ( 1
.

7 )
、

( 1
.

8) 和 ( 3
.

2) 式 可以 发现函数 ( 3
.

1) 式满足边界条件 ( 1
.

5) 式
,

这表明它既

满足方程 ( 1
.

3) 又满足全部边界条件
,

所以它是 R R 问题 (即问题 ( 1
.

3) 一 ( 1
.

6) 式 )的解
,

引理

2 还表明解在给定的区间上绝对一致收敛
.

定理 2 函数 ( 3
.

1) 式是问题 ( 1
.

3) 一 ( 1
.

6) 式的唯一解
.

这个定理的证 明也 比较长
,

我们先证明两条引理
.

引理 5 代数方程组 ( 1
.

5) 等价于方程 w ( f
:

) 二 0
,

其中

W ( f l ) =
一 e o s

( a 二 )
e o 、 ( a 二 ) 一 e o s (月二 )

+

艺
, *

e o s* ( a 7r ) 一 e o s , (月二 )
e o s ( 。 二 ) 一 e o s (月二 )

证 这里的证 明仅仅是一些初等的计算
,

因而细节略去
.

引理 6 代数方程 w (f
l ) = 0 只有一个根

.

证 要录{ , * }有界
,

必须有 }f , } < 1
.

经过简单的分析
,

可以表明 w (了L )的值主要由

e o s , (
a 二 ) 一 e o s , (召二 )

e o s

( a 二 ) 一 e o s (月二 )

决定
,

这样可以找到一个适宜的正数
。 > 0

,

使得

f厂 = N ( N + 2 ) ( 。 + 1 ) / [ 2 ( 1 + N ) 」
,

从而使下式成立
s g n [ W ( 0 ) W ( f 厂) ] ( 0

.

按照 玫通
z a n o 一

C a u e h y 定理 (例如文献〔6」
,

第 1 卷
,

p
.

16 0 )
,

W ( f , ) = 0 至少存在一个根
,

同

时由于

w
’

( f
l

) 一

艺
,

’
*

e o s * (
。 二 ) 一 。 0 5 * (月二 )

e o s ( a 兀 ) 一 c o s (召二 )

我们得到

s g n 【W ( f , ) ] = e o n s t a n t
.

这表明 W ( f l )在 ( 一 1
,

1) 上仅存在一个根
.

引理得证
.

定理 2 的证 根据引理 4 与引理 5 可以知道方程 ( 1
.

5) 只有一个根 f l ,

并且前 面由构

造函数法证 明了 ( 3
.

1) 式为问题 ( 1
.

3) 一 ( 1
.

6) 式的解
,

这样它就是此问题的唯一的解
.

此外
,

若存在另一个解 f
,

e 拼
二 . 二

1
,

那么按照 w ie er st r as
、
定理

,

例如文献〔6]
,

第 3 卷
,

p
.

5 9 9
,

人们有 了
,

( 。 ) 一

名了
.

, * o , `
.

虽然 f
,

( 0 ) 二 Z f
. ; ,

可以得到一个形如 ( 3
.

1) 式的解
,

同时 f
, l
也是方程 w ( x ) = 0 的根

.

然而
,

由于 W ( 二 ) = 0 只能有一个根
,

这样

f
L = f

,

1,

这表 明 f
,

( 0) 正是解 (3
.

1) 式
.

定理得证
.

由于 H 问题在本质上与 R R 问题等价
,

它的分析解可以用完全一样的方法得到
.

4 数值结果

以上构造出来的 R R 解 (以及类似的 H 解 )
,

从数学上讲是完全严 格的
,

但这种分析解是
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不是令人信服
,

还要看 由它得到的具体结果是 否正确
,

实践表明
,

回答是肯定的
.

作为一个例

子
,

取 N = l 3/
,

用 R R 问题的解 ( 3
.

1) 式作数值计算
.

无量纲的应力分量为

。 韶 ( 夕) = f ( 8 )
,

a ; ;

(口)
一 ( ` + N ,

[
一

李瑞
厂

, (。卜兴瑞厂
( 。 )

( 8 )
,

( 4
.

1 )

。 刁 (口)

把 ( 3
.

1) 代入上式
,

其计算结果由图 2 所示
,

计算中仅取了 ( 3
.

1) 式的前 3 项
.

由于 iR
c 。

与 R os en gr en 在文献 〔3 〕以及其后从未公布过应力分量的计算结果
,

本文的结果

无法同原作者的结果作直接对 比
.

对 H 问题
,

无量纲的应力分量由以下公式给出

。 。。 (夕) =

n ( Z n + 1 )

(
, : + 1 )2 沪( 口)

,

。 r ;

(口) 二
Z n +

n +
沪( 夕) + 沪

,,

( 8 )
,

( 4 2 )

。 刁 (的 = 一
陀 + 1

沪
’

( 8 )

根据 H 问题与 R R 问题的等价性
,

解 抓 0) 可以由解 f( 的得到
,

把这样得到的 州 0) 代入

( 4
.

2) 式
.

针对
n = 3 的情形

,

仅取前 3 项
,

所得结果绘于图 3
,

读者不难看出
,

本文的前 3 项近

似比文献【1
,

2」的数值解还精确
.

1

一
2

一(龟) ,七

75巧25让。让

(屯à
,劝

3 0 6 0 90 12( ) 1 50 1 8 0

0 / (
`

)

图 2 R R 问题的应 力分布 ( N = 1 / 3)

一为 子。 (口 )
.

2 为
。 , (口 )

,

3 为 。 沼 ( 口)

30 60 9 0 12 0 15 0 18 0

0 / (
.

)

图 3 H 间题的应力分布 (
。 二 3)

i 为 口 r r

( 0 )
,

2 为 。 。
(口)

.

3 为云
刁 ( 8 )

.

4 为
。 。

(口)

S N ~ 1 与 N ~ 0 极限情形下的分析解

以上讨论是在 0 < N < 1( 或 co > n > 1) 限制下展开 的
.

原始的 H R R 解不可能概括 N ~ l
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(n
~ 1 )和 N一 。 (, , ~ co )极限情形

.

而本 文的分析解却 可以得到这两种情形 卜熟知的著名的

解
.

5
.

1 情形 N ~ l ( n
一 l )

定理 3 本文的解在 N ~ 1 时还原为 w iill
a

m
s

解
.

证 在 N ~ l 时
,

本构方程退化成线性弹性应 力
一

应变关 系
.

这种情形
a = 3 2/

,

月= 1/ 2
,

l * = 0 ( k 二 0
,

l
,

2
,

… )
,

由方程 ( 1
.

5)
,

得到 C 二 3 / 4
,

因而由 ( 3
.

1) 式得到

1 3
。

3 1
。

J L口 ) = 丁
CO s 不 a + 了 c o s

万 U
·

特 ` 冲 `

这正好是线性弹性裂纹问题的 w iill
a

m
s

解
,

W iill
a

m
、

解的详细推 导见文献「7 」( p
.

170 )
.

个解
,

自然得到线性弹性情形下裂纹问题的无量纲应力分量
,

这里不再讨论
.

( 5
.

1 )

由这

5
.

2 情形 N ~ 0 ( n
~ OO )

定理 4 本文的解在 N ~ 0 时还原为增量塑性理论中的 rP an dt l解
.

证 在 N ~ 0 (
, ,

~ co )时
,

本构方程 ( 1
.

1) 退 化成理想塑性 的应力
一

应变关系
,

这是全量塑

性 ( H e n e h y )理论
.

由 ( 1
.

7 ) 一 ( 1
.

1 1 )式
,

与 N ~ ( ) 时
,

我们有
a ( , 一

黔男
a 一 `,

,

月
。, 一

打砚月
一 `,

,

( 5
·

2 )

l , (l = 1im h
N

.
` J

D ( l 二 1i m D
N

,
〔l

另外
,

由 ( 2
.

7) 式定义的有效应力 民

一 厂
,

0H
一

U砚H 一 厂
2 + 4j

二 厂
2

.

( 口)为

( 5
.

3 )

黝
} 3 [

J ,

L U ) = 人丁 } 一 j丫 J

{
, L

毕全

罕
了

门
2 、 。

` 下 ` 、

」
( 5

.

4 )

月 一a · ` ,仁“ ) 三 灯砚
口 ·
又“ , 一 丁 了 月 0

·

( 5
.

5 )

把 ( 5
.

2 )
、

( 5
.

3 )与( 5
.

5 )式代入方程 ( 1
.

3 )中得到

尸
·

…
4厂 ( f’j

/

,二 厂
2

、

厂
·
厂 (

户
4

户二 。:

洲 /
厂 一

上式经过整理变成

H
。

二 十

H〔

厂
龙 4 N H

1i m ( 5
.

6 )+H厂厂

显然 H
。 ( 0) 二 A (0 簇口毛 7)t 是方程 ( 5

.

6) 的一个解
,

其中 A 为一待定常数
.

事实上
,

由于

H
。 ( 0 )三 A

, 。 。。 ( 0 ) = (招 / 4 ) A ’ 2/ 是常函数
,

这里使用了关系 ( 5
.

5 )式
.

这表明所研究的材料模

型
,

在现在的情形
,

属于一种真正的理想塑性
,

这样
,

解 H 。 ( 0) 三 A 是一个有意义的解
.

由 ( 5
.

3 )式的第 4 式
,

我们得至l」

尸
十

4j
2 二 A

.

(5
.

7)

方程 ( 5
.

7) 的解为

j
,

l ( o ) = (石气/ 4 ) C o s ( 2 口 + 刀 : ) + e , ,

j Z ( 夕 , 一 (丫 A

坚
,口 + “

,

{
f味( 0 ) = (

一 了 A / 4 )
e o s

( 2 0 + B Z
) + C Z ,

!

( 5
.

8 )
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这里 B l,

B Z ,

c l ,

c Z ,

D 为积分常数
,

待定
.

由 ( 5
.

8 )式不难发现裂纹顶端附近的应力场由 3 个不同应力状态的塑性区组成
:

第 1 区为一均匀应力区
: 0镇 a镇夕, ,

应力函数 f( 刃 = f , ( 8 ) ;

第 2 区为一扇形 区
: 0 ,簇 a簇 0 2 ,

应力函数 f’( 0 ) = 几 ( 0 ) ;

第 3 区也是一个均匀应力区
:

久成 8成 7r ,

应力函数 f( 0 ) 二 九 ( 乡) ;

其中口
,
与 0:

待定
.

由归一化条件 ( 1
.

6) 式和边界条件 ( 1
.

4) 与 ( 1
.

5) 式发现 C l
与 c : 可以 由 A 表示

,

B I =

刀: = 0
,

这样应力函数 f( 0) 中仅含待定常数 A 与 D
,

同时分区的角度 0 ;
与 夕:

待定
.

它们将

由分区的边界 0 = 口1
与 夕二 8 : 处应力连续条件

J
厂;

]
。 一 。 , 一 [ 厅 , 」。

二 。 、 -

云
二 ;

」。
一 。 2 一 [ 云 *

琅
。 2 -

、 」。
一 。 、 =

; 。〕。
一 。 2 =

( 5
.

9 )

确定
,

其中〔〕表示物理量在跨过边界时发生的间断值
.

经计算得到
冗 。

3兀
.

/ 4 \ 2

lU 一 万
,

“ , 一 不
,

八 一

(万不厄 )
,

七 ` -

兀 + 1

兀 + 2
’

1 _ 3兀 + 2
一

一一甲一二
。

I J 二 二下 , ~ 一 , 气二万

冗 + 若 乙又介 + 名 )

( 5
.

10 )

把 ( 5
.

10 )式代入 ( 5
.

8) 式最终确定了无量纲应力函数

{
“

(
(丁

+ 2

{)(
· 。 ·2

竺
一 `

{
、

+,抢
,

一
、 、

f L口 ’ 一

{二任{
L“

几子{宁
J 十 L” “

+n̂子
, ` L乙 L“ 十 乙”

’

L戈1 /气代 + 乙 ) ,又1 一 e o弘 口 )
.

0 蕊 0 镇 二 /4
,

二 / 4 簇 6 镇 3二 / 4
,

( 5
.

1 1 )

3兀 / 4 簇 0 簇
二 ,

把 ( 5
.

12 )式代入 ( 4
.

1) 式得到无量纲 应力分量
,

把裂纹顶端前缘分成 3 个不同应力状态 的局

域
,

即当 0簇 0簇耐 4 :

。 r ;

( 8 ) = ( 1/ ( 二 + 2 ) ) ( 1 + 二 一 c o s 2 0 )
,

。 66 ( 0 ) = ( l / ( 7r + 2 ) ) ( 1 + 7r + c o s 2 0 )
,

a 川 ( 0 ) = ( 1 / ( 二 + 2 ) ) s i n 2 0 ;

( 5
.

12 )

当 二 / 4毛口簇 3 7t / 4 :

云
r 二

( 口) = 云, ( o ) = ( 1 / (二 + 2 ) ) ( z + 3二 / 2 一 2夕)

。 、 (口) = 1 / (二 + 2 ) ;
( 5

.

13 )

当 3 7r / 4簇 0蕊二 :

。 r r

( 0 ) = ( 1 / (兀 + 2 ) ) ( 1 + c o s 2 8 )
,

a 韶 ( 口) = ( l / ( 沉 + 2 ) ) ( 1 一 e o s Z口)
,

。 刁 (口) = 一 ( 1 / ( 二 + 2 ) ) s i n 2 8
.

( 5
.

14 )

显然
,

在应力分量 ( 5
.

13 ) 一 ( 5
.

巧 )式前乘上常数
。 。 ( 7r + 2) /乃 ( 。 。

代表拉伸屈服极限 )即

精确地等于 rP an id l 场
,

它是增量塑性力学 中的著名的经典解
,

定理证毕
.

6 结论与讨论

本文构造出 R R 问题与 H 间题的角分布场的精确分析解
.

并且仅仅取其前面的少数几

项
,

已经达到很高的精度
,

这也表明这一分析解在应用上
,

例如计算 J 积分
,

很有用途
.
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从数学上严格地证明了 H解与 R R解的等价性
.

它们之间存在的一些细小的差别是由

于边界条件 (1
.

) 6与 ( 2
.

) 6不同而引起的
,

给出 了 H 解的 例 0) 与 R R 解的 f( 的之间的相互转

换关系
,

得到统一处理
.

原来的 H R R 数值解根本不可能处理 N ~ 1 (
n

~ l) 和 N ~ 1 (
n

~ co )这两种极限情形
.

而

由本文的分析解却很 自然地得到这两种极限情形下的精确解
,

即还原为线性弹性裂纹问题 的

w iill
a m s
解和完全塑性情形下的 rP an dt ! 解

,

是对 H R R 理论的又一重大发展
,

尤其 用形变塑性

(全量塑性 )理论得到流动塑性 〔增量塑性 )理论中著名的经典 rP an dt l场的解
,

是很有意义的
.

从数学上看
,

方程 ( 1
.

3) 与 ( 2
.

3) 属于一类半线性微分方程
.

半线性方程不仅在力学中
,

在

数学物理的其他分支中也出现
.

目前这类方程在数学上尚无成熟 的理论和解法
,

因此 牙展这

方面的研究工作也是很有意义的
.

尽管构造这一分析解
,

看起来 比较复杂
,

但它把对 H R R 理论的研究推进了一步
.

R un ge
-

K ut t a 法等数值方法在使用上比较初等
,

但它不可能作出像本文构造法作出的新发现
,

不可能

在更深的层次上对理论作进一步的发掘
.

这表明数值方法与解析方法只能互相补充
,

而不能

相互排斥
.

近来孤立子理论的巨大发展
,

再次显示 了解析方法的重要性
.

本文的构造 函数法

不仅用于求平面应变 H R R 问题的分析解取得 了成功
,

同时对平面应力情形也获得成功
.

而

且用于求解平面应力情形下幂硬化材料中裂纹稳态扩展这一非线性断裂力学难题也取得进

展
,

见文献【8 〕
.

用它求得了线性硬化材料中裂纹稳态扩展问题的分析解
.
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