
中国科学 E辑 信息科学2 0 0 4
,

3 4 (4 )
: 3 7 4刁 9 0

使用三层神经元网络的先验信息

新学习方法
*

吕柏权
’ ** 村田纯一

“ 平泽宏太郎

(l
.

上海大学 自动化系控制与决策教研室
,

上海 2以 x〕2 ;7 2
.

九州大学信息科学研究院
,

福冈
,

日本 )

摘要 提出一种使用三层神经元网络的先验信息的新学习方法
.

通常
,

当神经

元网络被用于 函数逼近时
,

没有考虑权之间的关系而独立地学习
,

这样
,

学习的

结果往往不理想
.

其原因是在学习中权是相互影响的
.

为 了克服这一 问题
,

首先
,

给出了一些有关权的先验信息
,

然后基于此提出部分权学习和其余权由精确数

学方程计算的新学 习方法
.

这方法在权的学习中几乎保持精确数学结构
.

另外
,

使用不等式先验信 息的学习方法也被提 出了
.

无论使用不等式还是等式先验信

息的学习
,

因网络权的自由度被限制而加快了学习速度并保证误差较小
.

数值仿

真的结果支持提出方法
.

关键词 先验信息 神经元网络学习 部分参数学习 精确数学结构

近年来
,

人工神经元网络 已在许多方面广泛地被应用
.

大部分应用使用前馈

网络和误差反向传播学习方法
.

但在前馈网络的反向传播学习算法中
,

存在四种

彼此相互关联的问题 : 收敛速度
、

误差的局部极小
、

学习后网络的泛化能力和目

标函数与神经元网络的结构的关系
.

先验信息在设定网络结构和约束神经元网络权方面是非常有效的
,

它可帮

助网络权快速地收敛全局最小点和改善网络的泛化能力
,

对于解决上述四种 问

题是非常重要的
,

我们知道神经元网络结构在克服局部最小点以及改善网络的

泛化能力和减少计算量方面起着重要作用
,

不用先验信息来设计神经元网络结

构的一些方法如各种遗传算法等计算时间太长
、

因为通常的学习算法在某种意

义上是并行计算
,

每个权是独立修正的或不考虑权之间的作用修正的
,

实际上
,
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在权学习中
,

神经元网络权之间是相互影响的
,

这样
,

若不考虑它们的作用
,

将

导致网络的泛化能力下降
,

学习收敛速度变慢和局部极小
.

例如
,

速降法
,

每个

变量不是按照协调修正
,

而是按照 自己的速降方向修正
.

因己有多数学习法都是

基于局部信息
,

它们敏感于由均匀随机分布产生的权初值
,

即使学习速度比较快

也易于陷入局部极小
.

另外
,

已有一些不用任何先验信息的解决局部极小方法
,

如

遗传算法和随机探索等方法
,

但这些方法求全局最小的计算时间太长
.

正如上述

所说
,

考虑先验信息也许是解决上述四种问题的一个好方法
,

因为局部先验信息

可以帮助加快学习 ; 全局先验信息可以帮助设计网络的结构
,

克服局部极小和改

善网络的泛化能力
.

这样
,

如果知道教师函数一些信息的话
,

我们可以使用这些信

息来设计网络结构和改善其学习效果
,

这要求教师函数的一些信息
,

它告诉我们

比训练数据更多的教师函数特性
.

所以
,

先验信息的利用将给网络更好的特性
.

已有许多使用先验信息解决网络泛化能力 〔̀ 一 , 0 ]和网络结构与 目标函数的关

系 [” 一 ,”」的有益结果
.

这些大致地分为两类
: 一类是利用先验信息构造网络结构

,

如基于 B a y e s 推理的 B a y e s 网络 [” 一 , 4
,

’ 9 ]
,

基于 I F
一

T H E N 表达先验信息的模糊网

络 l” 一 , 8】
.

模糊和 B a ye S 先验信息被用于选择网络结构
,

但这方法不能使用精确的

数学方程和不等式表示的先验信息
.

另一类是把先验信息作为约束加入 目标函

数中来改善网络的泛化能力
,

如 r eg ul ar i az t ion 法 19]
.

但这类方法不清楚先验信息

与网络结构的关系
.

实际上
,

第二类是第一类的一种特例
,

如 r eg ul iar az t ion 法在

某程度上网络的权服从 G au ss 分布的 B ay e s 方法
.

综上可知 : 不同的先验信息可应用于解决不同的种类问题
.

本文试图寻找一

些其他先验信息来解决两种问题
: 三层网络学习的收敛速度和局部极小

.

当然
,

在学习 中
,

泛化能力也因利用全局先验信息随着收敛速度的改善和避免局部极

小而得到改善
.

在本文
,

我们将研究如何利用四种先验信息来解决上述问题
.

第一种是教师

函数的偏导数作为已知的先验信息
,

第二种是教师函数的偏导数为未知
,

但在特

殊点的值作为先验信息
.

在某些应用 中
,

偏导数是可以得到的且是有效的
,

如

C A D C/ AM 精密加工中
,

工件的形状 比较特殊
,

在每一点的精确形状并不需要
,

但在特定部分点
,

其长度
、

角度和曲率是重要的
,

其他点的有点误差是可以接受

的 ; 此时
,

工件用神经元网络表示
,

角度和曲率 (导数 )是可以得到的
,

且是网络

学习的重要数据
.

在这两种情况
,

我们发现网络的某些权在一定的条件下可以用

其他的权以精确的方程来表示
,

并提出一个基于这些精确的方程的新学习方法
,

此方法是部分参数从训练数据中学习
,

其余的参数则是由这些精确的方程计算
,

这是不同于利用先验信息的其他方法
,

如 r eg ul ar iaz t ion 法和 B ay es 方法
.

因这些

方程是全局成立
,

故它们从全局角度引导学习
.

同时
,

因使用 B P 算法而使用局

部先验信息
,

这样
,

在权学习过程中
,

因权之间相互影响比较小从而加快学习速
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度
.

第三种是在两点之间的教师函数凹凸性作为不等式先验信息
.

第四种是教师

函数的值和其值的变化为先验信息
,

这给出了可用于权初始化的不等式关系
.

因

这些方法从全局角度引导局部学习而加快学习和保证较小的误差
.

1 问题 的说明

考虑如下 n
输入

一

单输出的三层神经元网络

, (
x
) =

艺久少(*wT
X + k0 )

,

( l )

这里 a * 和咋 [wl
,

k ,
w .kZ

,

…
,

w n,k户分别是连接隐层与输出层的权和输入层与隐层

的权
,

=x x[ 1 ,

x2
,

…
,

` 打任 R
”

为神经元网络的输入
,

休 )= ( 1一 e 一

x)/ ( 1一
e
一

,

氏是闽值
,

训练数据集为 {X仍
,

只尤仃)) }仃=l
,

2
,

…
,

)P
,

尸是训练数据总数
.

对于输出层是单调函

数沪的任意网络
,

训练数据可以转换成尹
一 , ’试X( i)) )

,

这样
,

网络可简化为 (l )式
,

为了清楚起见
,

在本文
,

设网络的结构为 (l )式
.

神经元网络训练由 B P 法进行
,

其误差函数为

E (W
,

a
,

e )
=

艺( , (X ( j )一 f ( X ( j )))) 2
.

(2 )
j
= l

在训练数据中
,

有时我们有许多教师函数式幻的信息
.

这些信息包括教师函数只刀

的导数
,

神经元网络输出值与教师函数 只幻相等的特定点以及教师函数 只均的凹

凸性
.

这些先验信息在设定权的初始值时和权学习中
,

约束神经元网络权
.

2 先验信息以及神经元网络权之间关系

本节将研究由四类先验信息给出的神经元网络权之间关系
.

第 1类先验信息

是教师函数方
, , 幻

,

…
,

xn )的某固定点导数
,

这给出了描述连接输入层稳层权和

连接隐层
一

输出层权关系的方程
.

第 2 类先验信息是神经元网络输出值与教师函

数 式幻值相等的特定点
,

这也给出了网络权关系的方程
.

第 3 类先验信息是教师

函数 式均的凹凸性
,

这给出了关于网络权关系的不等式
.

第 4 类先验信息是由教

师函数 式刀值和其变化值得到的不等式
,

这可用来设定权的初始值
.

第 1 类方程

和第 2 类方程比第 3 类不等式和第 4 类不等式在约束权的方面更严格和更有效
.

对于第 1 类方程约束和第 2 类方程约束
,

网络部分权从数据中修正
,

其他权则由

这些约束方程的计算而得到
.

第 3类不等式约束和第 4 类不等式约束可以帮助权

的初始化
,

当然
.

这些不等式也可用于权的学习
,

如 ; eg ul ar iz at ion 法一样
.

2
.

1 教师函数的导数和参数之间关系

在本节
,

为了不失一般性
,

设教师函数式幻在原点的导数为已知的
.

因任意
n

维到 1维的映射都可以用神经元网络来近似20[ 〕,

对于给定的教师函数式
二 1, 二2 ,

…
,
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丸 )和任意小正数￡
,

存在整数 m 使

f(
x , , x Z ,

…
, x 。

) 一艺久州可
X + 氏 )l

< :
(3 )

k = 1

成立
.

设 f( 幻 任 C一和 AF
一 f( X )

一

艺久例可
十 氏 )

,

并将△(F 均在 =X 。 处 aT y lor 展

k 二 1

开
,

得

AF
二 f (0

,

O
,

…
,

0)
一

艺久例久 ) + 艺
k = l j = l {、

1 ) (。
,

。
,

一卜

剪
。 iw

,

走

一
’ )
氏̀ ,

!一
若让上式每项为零

,

则 f( 0) 一

艺。 侧休 )
,

叹{
, (0 ) 一艺。 吹;尹

, , (氏 ),

k= l k= ]

f ` ,
+

{
, (o ) =

舌卜万 2
艺久毗

,

、 iw l
,

、 少̀ ’ + ,’ (Ok )
,

(4 )
k = 1

这里
,

欢华0) 是关于翔的一阶导数和
x 门 的了阶导数 =j ` ,2, 二

` ,

“ = `
,

“
,二

’ ,

为清楚

起见
,

设氏=l
,

整理方程 (4 )
,

并得

AI BI 二 lC ( 5 )

吸

。

艺f (0 )

沪( l ) k = 爪 l+ l

l

iw 1 iw l,2 w 11
,

3 吸 l
,

3
[
药

]
_ } 仪 , }

玛 一

}
:
一

…
L试

” r」

叹{
) (0 )

尹( l ) ( l )
艺 久 iwl

,

壳

k = 爪 l刊

畔 }
一 ,

吠 {
一 ,

畔 }
一 ,

畔 }
一 ,

叹少
,一 ,’ (0 )

尹 (从 1一 l ) ( l )
艺 久嵘飞

k =阴 l+ l

或

人 B Z = C Z (6 )

艺 吼琳 L

k =从 l+ 1

0一l刀一训

al

al iw Z

姚

姚 iw 2
.

2

气
1

代
” l iw Z

,

从 l

艺 久 iw l,
k iw Z

k = 拼 1+ 1

al 嵘丫 吸嵘岁 众
,

、 州
一

(
刀 己, l 乙 ,刀 子 l

叹)
, (0 )

少( 2 ) ( l )

叹代易
’ `o ,

尹 ( nI l ) (一) 艺 久 iwl ,k

k =用 l+ l
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=I i w l
,

l ,

iw l
,

2 ,

…
,

iw l
,

。 l一T
,

m l 簇 m
,

11 = l
,

2
,

…
, n ,

12 = l
,

2
,

…
, n

.

优 l ( m l一 l )

= (一`) Z

n ( iw l
,

、 1 一 iw 以 2 )
,

(7 )

l共k l < k Z成 m l

1

嘛
…

喘
1

呼
·

嗡
1
物

:

:w,--1

矩阵 A, 的逆存在
,

当且仅当存在 m l 使得

iw l
,

、 一护 iw l
,

、 2 ,

k l 护 k Z
,

k l
,

k Z = 1
,

2
,

…
,

m l
.

(8 )

否则可以减少 m l 直到矩阵 A l 的逆存在
.

若当 m卜m 时
,

(8) 式成立
,

则

药 二 --AI
I
CI

.

(9 )

由上式可以看出 : 在 B I
中的 a *

(=k l
,

2
,

…
,

m )可用 琳 1
,

k l ,

k l=l
,

2
,

…
,

m 表示
,

换句话

说
,

在 (8 )式成立条件下
,

输出层稳层的权可用输入层
一

隐层的权表示
,

这对网络

权的学习是非常重要的
.

但 (8) 式不是必要条件
,

如果 (8) 式不成立
,

仍可用 iw l
,

kl

表示 a 、 (k = l
,

2
,

…
,

m )
.

定理 1 对于给定的 m l
,

若 m卜m
,

则 A l 的逆存在
,

否则隐层节点可删除直

到 m 卜m (见附录 A .)

定理 2 若某神经元网络和教师函数的任意阶导数都满足 (4) 式
,

则除了某些

节点可以删除外
,

在输出层和输入层的神经元网络权是惟一的 (见附录 A .)

定理 3 若节点数为 N l m 的神经元网络 N l
,

节点数为 NZ m 的神经元网络

N2 (N l m > 入叹m) 和教师函数的任意阶导数都满足 (4) 式
,

则除了 N l 和 N2 的某些节

点可以删除外
,

N2 的输入层权与 N I 的输入层权相等 (证明与定理 2 相同 .)

我们已知道输入层权和输出层权之间的关系
,

下面我们将研究输入层权之

间的关系
.

若对于满足 (8) 和 ( or )式的 i2 输入
,

久 笋 O
,

k = 1
,

2
,

…
,

m
,

( 10 )

则由( 6) 式得

刀2 = 再
`
2C

.

(川

这表明:
在 ( 8) 和 ( 10 )式成立的条件下

,

当 il 共 i2 时
,

iw l
,

* l 可由 w iZ, kZ表示
,

实际上
,

磷 # 0 否则第 K 个隐层节点可被删去
.

.2 2 主要学习点与参数之间的关系

我们己经讨论过在教师函数导数为已知的情况下网络权之间的关系
.

现在
,

讨论如何利用教师函数的初始值
,

终值和最大值与最小值等主要学习点来确定

教师函数的大致形状
,

如通过不同的两点可惟一确定一条直线
,

通过任意不同的

三点可惟一确定一条二阶曲线等等
.

设 L 个 X 主要学习点的神经网络的输出值精

S C I E N CE IN C H I N A S e r
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确等于相应教师函数的值
,

其主要学习点为 X( i )
=
(x

1
( i) 沐 i(z )

,

… 沐in( ))
,

i =l
,

2
,

…
,

L,

则

f ( X (` ) ) = 艺久柯可 X (̀ )+ 氏 )
,

` = ,
,

2
,

…
,

L
·

( 12 )

这是另一种先验信息
,

它隐含网络权的关系
.

.2 3 教师函数的凸凹性与网络参数之间的关系

我们知道
: 在某区间内

,

教师函数的凸凹性可作为先验信息
.

其凸凹性定义

如下 :

定义 1 若 D 是点 X( i )
=
(x

l
( i )

, x Z ( i )
,

…
,

` ( i ) )
,

i = l
,

2
,

… 的凸集
,

在 D 上
,

如果对

于任不同点 X( i) 和巧)
,

i有
,

下式都成立
,

实函数 万 (x )被定义是凸的 12 ’ ]
.

H [( l 一 8 ) X ( i ) + SX ( j ) ]蕊 ( l 一 8 ) H (X ( i )) + 口H (X ( j ))
,

O蕊 8 延 l
,

i 护 j
.

( 1 3 )

若对于 O < 6 1<
,

上式取不等号也成立
,

则被称为严格凸的
.

由这定义
,

若教师函

数在点 X( i) 和 X叻之间是凸的话
,

则先验信息可以表示为

艺久必(可 [( l 一 0 ) X (`) + OX ( j ) ] + Ok )

k

返 (`
一 0 )艺久少(可

X (`) + 0k ) + 0艺久少(ŴT
X ( j ) + 6k )

,

o ( e 廷 `
,

` , j
,

( `4 )

k k

上式表示网络权的关系
.

同理
,

若教师函数在点X( i) 和点场)之间是凹的话
,

则先

验信息只把上式的蕊变成 ) 即可
.

.2 4 神经网络权的上下界

本节将讨论神经网络权的上下界
,

它将给 出神经网络完全逼近教师函数的

必要条件
.

若神经网络完全逼近教师函数 f (幻
,

则在点 X( i) 和 x叻点
,

其变化一定

等于厂(幻的变化
,

即

了(x ( )̀ ) 一 f ( X ( j ) ) 一艺久尹(ŵT
X ( )̀ + 0k ) 一艺吸必(可

X ( j ) + Ok )

k k

二

艺久尹
`, , (可

X (爹) + 氏 ) (可 (X (̀ )一 X ( j ) ) )
·

(巧 )

k

这里
,

X( 奋) E [m i n X(( i)
,

场 ) )
,

m a x
(X( i )

,

肠) )]
.

若对上式两边取绝对值
,

则

I了(X (`)) 一 f ( X ( j )) l蕊艺l久 ,I, (尹 ( , , (wxT
X (f )+ 乓) I,11(可 (X (`)一 X ( j ) ) ) ,,

.

( , 6 )

k

因价 x( )
=
( l一

e” )z( l + e一 )
,

则梦
` , x( )= 0

.

5 ( l一扩x( ) )蕊 0
.

5
,

这样
,

w w w 名 e ie h in a ￡ o m
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, f (X (̀ ) )一 f (X ( j ) ) ,簇 o
·

5艺,久 , ,l可 l,1IX (̀ )一 X ( j ) ,,
,

( 17 )

刀久 川
可

,l) m ax 创兰二丝三三2上工二丝三卫2二
) 到兰丛旦上工工茎匹立2卫

,

1I X ( i ) 一 X ( j ) Ij ll X ( i ) 一 X ( j ) 11

这里

,

:
ŵT

11一

厨
, · “ 神经元网络的输入”

·

令

9 1 (W
,

a ) = m ax
2 If ( X ( i ) )一 f ( X ( j川

1IX ( i ) 一 X ( j ) 11

一

习久 川
可 $11 .0

( 18 )

这也是一种用不等式表示的先验信息
.

另外
,

由( 1 6) 式
,

对于任一 L 有

I f (X ( i )) 一 f ( X ( j ) ) I

艺久少
“ , (ŵT

X (芬)+ 0k )ŵT (X (`)一 X (j ))+ 气 尹̀
, , (衅 X (芬) + 6L )可 (X (`)一 X ( j ) )

k笋 L

) I气少( , , (wlT
x (奋)+ 0L )可 ( x ( i )一 x ( j )) l -

{全
。 , ( 1) 、、 x (; )· 、 )、 (x (, )一 x ( , ))

}
}k麟 L !

)

l、
, ”̀ (可

X“ ,· 氏 ,可 ( X (̀ ,一 X ( , , ,
l
一 0

·

,

鑫
,。 ,,,
可

,,̀ ,̀ X “ ,一 X ( , , , ,,
,

即

I气 p ( , ’ (可
x (奋)+ 氏 )可 ( x ( i ) 一 x ( j )) l

延 , f ( X (̀ ) )一 f (X ( j ) ) I+ o
·

5艺叭 川可 ,l,, (X (̀ )一 X (j ) ) 11
,

k护 L

这样
,

l气M
。
111
可 ( X ( )̀ 一 X ( j ) ) ,,蕊 , f ( X (`) ) 一 f (X ( j ) ) ,祀

·

5艺 I久 川
可

I,11( X (`) 一 X ( j ) ) ,,
,

k 护 L

这里对
。 = 而

n冲 ( ,’ (WxT
x ( i )+ 0k )

,

价“ ’ (ŴT x ( j ) + 0k ) ]
.

令

9 2 (w
,

a ) = 一吸材
。
111
可 (x ( i )

一 x ( j )) 11一 If ( X ( i ) ) 一 f ( X ( j ) ) l

一5艺 ,久 川 ŵT llll x( i() 一 x( ))j ll,

k笋 L

则

9 2 (W
,

a ) 〔 0
,

( 19 )

!
可

!
,

气 越小和其他权越大
,

( 19 )式越易满足
.

故联合 ( 18 )式和 ( 19) 式
,

便得其可

能解域
.

当然
,

由(l 2) 式
,

有
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,厂(X (̀ , , 〔̀

零i
。 。`可

X “ ,· 氏 ,
l延艺,久 l

,

艺l久 `

) m a x , I f (X ( i ) ) I
,

i 二 l
,

2
,

…
,

p
,

、 3
(W

,

a ) = m a x , , f ( X (`川 一

艺I久 I返 0
,

( 20 )

、 4
(W

,

“ ) 二 ,气 ,一 , f ( X (̀ ) ) l一艺 ,久 l续 o
·

(2 1 )
k转 L

与 ( 19 )式相似
,

有不等式 ( 1 8) 代2 1)
,

给 出了神经元网络的权上下界
,

它可用于设

定权初始值和权的学习
.

在设定权初始值时
,

选择使 ( 19) 和 (2 1) 式成立比较小的

权
.

但当权的个数比较多时
,

即使较小的权
,

也能使 ( 18) 和 (2 0) 式成立
.

另外
,

为

了使 ( 19) 和 (2 1) 式成立
,

权的最大绝对值也不要大
.

.2 5 利用教师函数偏导数的学习

我们知道 : 若对于 (9 )和 ( 11 )式
,

m l = m
,

则 (9 )和 ( 1 1)式的右边与神经元网络的

参数无关
.

因此
,

权的每次迭代可以利用这些式子
.

在 (8) 和 ( 10) 式成立条件下
,

若对 (9 )和 ( n )式的两边求偏导
,

则

a久

a iw Z
,

j Z

T Z
欲::

,
,

k = l
,

2
,

…
,

m
,

(2 2 )
(k哄

T艺il,lj
( 1l j l )

玛 2 , 2 ’一一蜘一嘛
a a

。
_

_ ` 。 、

- - - - ` 二一 = 1
’

1
、 少

。iwl
,J 1 、 lj l

这里
,

了`
欲{

, , ,

T Z (k )

iw 2

j Z 分别是材 lC 的第 k 个元素对 w 门
,

, l 的偏导数和习 q 的 lj

个元素对 w二
,
了: 的偏导

.

误差函数 E
,

在 w 和 a 处
,

aT y lor 展开 :

_ 一 , 、

a E
. _ ,

aE 召 召 a E 。 旅
`

△亡 ( w
,

a 少= 互二刃△ w + ; 一
~ △ a +.

’ `

= 么 乙 戈一一一 △ iw .k + 乙 : 下
- 凸久 十 ”

`

d w d 口 下了
口 iw ,k 了

o叽
(2 3 )

若对输入节点 il 和 i2
,

(8 )式成立
,

则

AE (W
,

a ) =

艺艺
玄袭 11

,

派Z k

a E

—
△

a w i
,

、

iw,̂
·

干刹酬
1

,

jl)a iwz
,

小
万卿艺lT戳

、丁

州:
) △二 2,j 2

)
·

菩念
△哄 .2k l

一
(k)饰T艺lj

韶一飒艺k+.i(l鞠2T
a E T Z( 11

,

了1)

叭
, 2 J 2 )

十 一

业止认
、

, ,

、 l 奋 ` , , `

o w( , 2
,

j Z ) )

/lesr胜111、

Vúj2

+

艺艺
i护 11

,

i

按照速降法
,

aE

一
凸拱

`
+

·

…
d iw

,

、

有如下学习算法
:

w w w
.

s e i
e h i n a

.

c o m
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△ iw Z
,

j2 = 一冲
丫

一

鱼l T i(lz
,

,

丫 。iw l
,

j , !:
》 。 a E 。
+ )

—
)

丫日久丫

了 l ( k ) T Z

w( i1 )jI

( i、 , 1、

韶 、
、

一 ” 十

—
l
,

叭 `2 , 2 )
d琳

;。 ; , 、

j
、 . ` 、 J ` , /

(2 4 )

△iw
_

i = 一叮二一一一
, l

d iw ,k

笋 11
,

i

这里
,

提学习系数
.

权可由( 9 )
、

( 11)和 (24 )式修正
.

其中 w :
,

* ,
w 、

,

; ( i共 11
,

12 )由(2 4 )

式修正
,

iw l
,

, 1 由 ( 11)式计算得到
,

a 由(9) 式计算得到
.

其学习过程将在 .2 9 小节介绍
.

.2 6 利用教师函数主要学习点的学习

现在讨论如何使用 L 个主要学习点 (不失一般性
,

设 L蕊 m )来修正权
.

首先
,

由 ( 12) 式给出关于网络权的一些方程
,

然后
,

联合这些方程和 B P 算法来修正权
.

由 ( 12 )式有

f (xl (`)
,

毛 (`)
,

…
,

凡 ( , )) =

艺久九 (` )
,

(2 5 )

f ( xl ( L )
,

勺 (L )
,

…
,

xn (L ) ) =

艺久仇 ( L )
,

汽 ( )̀ = 少(可
X (`) + `)

,

氏 = `
·

k = 1

为了获得微小变化的线性约束
,

对 ( 2 5) 式两边的权求导
,

得

艺△久仇 (`) + 艺艺久帆
, , (̀ ) x , ( l )△w ,

,

; 二 o
,

k = I k = l j

艺△久叭 (`) +艺艺久武
, , (` )x , ( L )△w ,

.

* = 0
,

k = I k = I j

(2 6 )

这里
,

为了保证 (25 )式成立
,

△wj
,

、 和△风是非常小的
,

同时
,

定义误差函数为

E (W
,

a ) =

艺[ , * 一了(X (k )) ], +

艺kB [ ,
* 一 了(X (k ))12

,

Z = `
,

2
,

…
,

L
,

(2 7 )

k忆Z k〔 Z

这里
,

B 、 是比较大的惩罚系数
.

在学习中
,

选择足够大的 B * 使 (2 6) 式成立
.

联合这些线性约束和 B P 算法
,

在鲡 ,* 和△久之间
,

选取使系数矩阵是可逆的 L

个参数
,

这样
,

这些参数可由 (2 6) 式来修正权
.

若其系数矩阵不是可逆的
,

则可以减

少 乙直到系数矩阵可逆为止
.

为了方便
,

假设 L 个参数被选为△瑛
,

=k 1
,

2
,

…
,

L
,

则

A B = 一

cD
,

B =

DF
,

F = 一 A 一

lc
,

c 红 H } E]
,

D = 协气 +l
,

△气+2
,

…
,

△am
,

△wl,
1, …

,

践
二

]T
,

(l)(2)…()L汽汽汽仇 ( l )

仇 (2 )

仇 ( )L

(l)(2):()L妈叭妈

一一A

S C IE N CE IN CH I N A S e r
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诃
, ’ ( l )xl ( l )

诃
, , (2 )xl ( 2)

姚
,’ (一) x Z ( l )

姚
,’ (2 )介 ( 2 )

讨
’ (1) x

。

( l )

… 讨
, ( 2 )xn (2 )

诃
` , (乙)xl (乙) 姚

, ’ (乙) xn (乙)

一

…
;

一

「
一 讨

, ( )L xn( )L
(2 8 )

汽
+ 一

( l ) 汽
+ 2 ( l )

汽
+ 一

(2 ) 仇
+ 2 ( 2)

汽
+ l ( L ) 仇

+ 2 (L )

汽 “ ,
)

汽 )
2 ,

…
,

一 [·钱
,

·姚
,

…

汽 ( L )」

,

△气叮
,

从上式可得

“ (W
,

· ,二

翼:念
·

客粼
,

( / 1

一
二一 )

升一
忍 厂旅 咨 韶

_

、
+ 艺 }呀二 + 工于乙凡

.

。 ,一 L )
!△ ia 十 ”

` ,

:

分
1

! 而 份而
。 “

,(J 一
,

}
j
二 L+ l \ . 块 j k . 一 k 夕

这里
,

凡
,

。一 )L是矩阵 F 的 (k
,

产k) 元素
`

按照速降法
,

得如下算法
:

厂 a E 启 a E _

、
△琳

1 1, = 一厅}二二二一 + ) 呀二
~

凡
门 , + i , + 爪 _ ,

!
,

`

} a:w
1 ·

~ a a,.
· , 。1 。 。?

一
J

,

、 _

2̀ 9 )

{ a E 告 aE _ }
△a , = 一引呀二 + 乞于千汽 卜:

卜`

贬a aj 怡 a久
` ,l 一 “

少
’

网络的权除了△磷
,

k=l
,

2
,

…
,

L 由 (2 8) 式修正外
,

其他权由(2 9) 式修正
.

.2 7 利用教师函数凹凸性学习

本节讨论利用 (l 4) 式的学习方法
.

设教师函数在点 X( l) 和 X( 2) 之间是凸的
,

在点 X( 3) 和 X( 4) 之间是凹的
,

则惩罚函数为

2

lE (w
,

a, 奋) = E (W
,

a ) + 艺或扩(W
,

a )
2 , s

广(W
,

a ) = m a x {0
, s , (W

,

a ) }
,

i = l

s ,
(W

,

动 二

艺残尹(可 [( l 一夕) X ( , )+ 夕X (2 ) ]+ 风 )一 (̀ 一 0 )艺久少 (可
X (`) + 6k )

k

一 6艺气少(可
X (2 )+ 6k )+ 乌

,

(3 0 )

s

痊(W
,

a ) = 而
n {o

, 5 2
(W

,

。 ) }
, 5 2

(W
,

a ) = 一

艺气少(可 [ (`一 0 ) X (3 ) + OX (4 ) ]+ 0k )

k

+ ( ,一 8 )艺久尹(ŴT
X (3) + Ok )+ 0艺久刃(可 X (4 )+ 氏 )+ b2

,

o < 口< `
,

这里
,

ib i( =1
,

2) 是据教师函数凸凹度而得到的正实数
,

被用来调节教师函数凸凹程

度
.

0 由0[
,

l] 均匀分布得到的
.

按照速降法
,

有如下算法
:

w w w s c i e h i
n a e o m
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日石
1

( W
.

a
.

乙 )a乙( W
.

“
,

乙)
。

a石
,

(W
,

a
.

乙)
△W 二 一斤一= 二寸` `

,

么 a = 一

一
, △` 二 厅一` 七廿

二

一
.

戈犯 )
d w d a d 弓

正如前面所说
,

茹 i( =l
,

2) 可用比较大的正数置换
.

现在讨论上式平衡点问题
.

若

击 i (W
,

a )

a a

= 0
,

则

尹(可 ((z一 夕) x ( l ) + 口x (2 ) + 氏 )) = ( z一 a )尹(可
义 ( l ) + Ok ) + 即 (可 x ( 2 ) + Ok )

,

p (可 (( l 一 8 )尤 (3 ) + e x (4 ) + 氏 )) = ( l 一口)尹(可
X (3) + 0k ) + 即 (可 X (4 ) + Ok )

,

因为 6 由0[
,

l] 均匀分布随机得到
,

对于10
,

l] 之间的任意叹 这些方程都成立
,

这

表明: 尹、在 [X( l )
,

X (2 ) ]和 [X (3 )
,

X( 4 ) ]之间对于所有的 k是线性平面
,

即 : , = 占1, 、 2 = 占2
.

另外
,

由优化方法
,

可得扩 = o
,

i = 1
,

2,
a IE (W

,

a )

aW

= 0
, aEI (W

,

a )

a a
= o

,

但似 不是

线性平面
,

则 、 l = 一b l , 5
=2 一热

,

为此把扩变成扩 lI/ a llz
,

这样
,

2)表(3这

a s :
(W

,

a ) 1 2 5 1 (W
,

“ )久 。 a s一(W
,

a )
. , _

_ , ,2 , , : , , _ _、 _ _

— —
一

—
二 U

。

—
11 “ 11 二 ` 苗 几即

.

仗 ,“ -I 。

〕 ~
11 _ , H艺 “ _ 11 4 〕 ~

二 、 , 、

u “ k 11仪 1 1 11仗 I l u “ k

s ,
(W

,

a )
一 bl = 2 5 1

(W
,

“ )
, 5 1

(W
,

a ) = 一
b1

,

k 二 l
,

2
,

…
,

m
.

这正满足扩二 m ax {0
, s , }

,

即先验知识成立
.

当然
,

其他先验知识与此类似
.

明权收敛于误差函数的局部最小点

.2 8 利用网络权的上下界的学习

本节讨论使用 ( 18) 代2 1) 式的学习法
.

其惩罚函数为

lE (w
,

。
,

奋) = 百 (w
,

a ) + 或g广(w
,

a )
2 ,

i = l
,

2
,

3
,

4
,

、户(w
,

a ) = m ax { o
,

、 ` (w
,

a ) }
.

按照速降法
,

有

、

,
,勺、à山日」气、à目口了、̀

日石 (W
.

a
,

乙) a石
1

(W
,

a
,

乙)
,

日石
1

△ w = 一泞一
止

长士:
一

` ~ , △ a = 一叮

一
, △` i = 一口一d w d a

(W
,

a
,

杏)

这里
,

奋
,

i( = 2
,

3
,

4) 可 以用 比较大的正数置换
.

当墩> 0

a芬
,

k二 l
,

2
,

…
,

m

心
1
(W

,

a )

a久
= 一 [l呱 l }< 0

,
ag 3

(W
,

a )

a久

= 一 < 0
,

则 “ * 将远离 。 ; 当 a * < 0
,

无= l
,

2
,

…
,

m

a g l (W
,

a )

a气
= }l巩 }卜 0

,
a g 3 (W

,

a )

a久
= l > 0

,

则 a 、 也远离 0 直到先验知识满足为

止
,

即 g广二 0
,

g 其他权与此类似
,

因此
,

此情形不同于 r e g u la r i z a t io n 法 i ’
,

’ ]
,

但对于 9 2 ,

9 4 ,

当义 > 0 时
, 日9 2 (W

,

a )

a气
= M

。 11毗 l川X ( i ) 一 X (j ) 11> O
, ag 4 (W

,

a )

a吸
> 0

,

则久 趋近于 0
,

此情形类似于
r eg ul ar iaz it on 法

,

但这些约束条件是依据完

SC IE N C E IN C H IN A S e r
.
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全逼近的网络得到的
,

它使我们知道在权学习中被使用的理由
.

.2 9 学习过程

上述 已经得到了使用先验知识的学习算法
,

当先验知识以方程给出时
,

网络

的部分参数由使用局部信息的速降法来修正
,

其他部分参数则由使用全局信息

的精确计算来修正
.

为了加快学习
,

可采用具有惯性项 B P 算法
,

在权的初始化

时要满足 ( 18) 和 ( 19) 式
,

因为使用不等式先验知识的学习方法基本上与惩罚函数

优化方法相同
,

这里
,

只给出使用由方程表示的先验知识的参数修正过程
.

l) 在网络权中选择 m l 或 L 个参数使它们尽可能地满足 ( 8) 或 ( 2 8) 式
,

否则减

少 m l 或 L
,

再一次选择这些参数
,

其初始值由( 5) 和 (6) 式或 (2 5)
、

( 18) 和 (2 0) 式得到
,

其他权初始值由使 ( 18) 和 ( 2 0) 式成立的随机数产生
.

2) 除了 m l 或 L 个参数外
,

部分参数由(2 4) 或 ( 29) 式修正
,

其他参数 由(9) 和

( 10 )或 (2 8 )式修正
.

3) 再一次在网络权中选择 m l 或 L 个参数使它们尽可能地满足 ( 8) 或 ( 2 8) 式
,

然后
,

转到步骤 2) 直到误差函数满足要求为止
.

3 仿真

本节从两个方面验证上述理论一个方面是即使从局部最小的坏状态 出发
,

使用先验知识也能跳 出局部最小
,

例子 l 和 2 的结果支持此结论 ; 另一方面是先

验知识对加快学习速度也是有效的
.

例子 3 的结果支持此结论
.

.3 1 例子 1

— 具有偏导数信息的函数近似

在这个例子中
,

假设教师函数 f (x) 在原点的一阶和二阶偏导数是先验知识
,

函数 f (x ) [2 ’ ]为

f ( x ) = 0
.

2 + 0
.

8 (
x + 0

.

7 s i n ( 2瓜 ) )
.

(3 4 )

在 O心 l< 之间每隔 .0 05 取一点
,

共取 19 点训练数据用来仿真
,

每隔 .0 01 取一点
,

共取 99 点用来验证网络插值能力
.

在学习 中使参数强烈相互影响
,

网络的结构

为 1
一

6 0
一

1
,

输入层权和输出层的权初值分别满足 ( 18) 和 ( 20) 式的均匀分布卜3
,

0) 和

卜 .0 5
,

.0 5) 随机产生
.

仿真在如下 2 种情况下迭代 2 00 0 次 :

情况 1 :人0) 和刀
` , (0 ) 为先验知识

,

学习系数和惯性系数分别为 住02 和 0
.

.2

情况 :2 式0)
,

刀
, , (0 ) 和刀

2) (0 ) 为先验知识
.

学习系数和惯性系数分别为 .0 03

和 0
.

0 2
.

学习结果与学习系数 0
.

0巧 和惯性系数 0
.

2 的 E B P 算法迭代 20 0 0次和 5 0 0 0

次比较
,

其误差曲线如图 1 所示
,

插值输出如图 2 所示
.

EB P 法 5 0 0 0 次后误差为

.0 0 2
,

迭代 2 0 00 次和 5 0 0 0 次后的插值误差分别为 2
.

4 6 9 和 .0 0 93
.

本文方法对于

w w w
.

s e i Ch i n a C 0 m
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一 情况 l

一 情况 2

一 E B P
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’
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’
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、 ’ 、

一
、

\
、 、

长
、

\

ǎ勺 ;à叫

0
.

01

0刃 01

0 50 0 0 0 l Ol2 0 0 O 50 02 50 0 3O0 0 3 50 0 0 0 40 4 50 0 0 0 0 5

迭代次数

图 1例 1的误差曲线

:
!卜

,JJ

— 情况 l

… 情况 2

… 教师函数
一一 EB P I(迭代加 0 0次 )

一
二 EB PZ(迭代 5 0 0 0次 )

蚁

人认

声
灯

红
.

0
.

8

0
.

7

田
潺

、 、 、 、

见

、 、 、 、 、 、 梦
.

~ 一尸沪

君
,,

0名 0
.

9 1
.

0

净
. .一,
夕

、猫. ,工n

以日汗曰日比汗ì423nU八曰nù

护6住5入住输
月斗欣0 0

.

1 0 2 0 3

图 2 例 1 的插值网络输出

情况 1 只用 43 0 次就达到
,

对于情况 2 只用 184 次就达到
,

迭代 2 0 0 0 次后
,

情况

1 和 2 的学习误差和插值误差分别为 .0 0 14
,

.0 0 07 和 .0 0 79
,

.0 0 37
.

在接近原点
,

E B P 法的误差比提案方法大
,

情况 1的比情况 2 的大
.

若使用更高阶偏导数的话
,

S C IE N C E I N C H IN A S e r E I n fo r l l l a t io n S e ie n e e s
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其效果会更好
,

表明这种方法是非常有效的
.

3 .2 例子 2

— 利用主要学习点的函数近似

以 (3 4) 式的主要学习点为先验知识
,

在 0 x< < 2之间每隔 .0 02 取一点
,

共取 10 0

点用来仿真
.

网络的结构为 l
一

6 0
一

l
,

误差函数由( 2 7) 式定义的
,

其中 B户 5 0 0
,

=k 1
,

巧
,

3 6
,

6 4
,

8 6 为主要学习
,

即 =L 5
.

除了在 6 0 个试 中随机选择使 (2 8) 式的矩阵 A

可逆的试
,

i=i
1 ,

几
,

13
,

几
,

行
,

并由 (2 8) 式计算外
,

输入层权和输出层权的初始值分别

满 足 (1 8) 和 (2 0) 式 的均 匀 分布 卜3
,

0) 和 卜.0 5
,

.0 5) 随机 产 生
.

学 习 系 数 为

0
.

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
.

学习结果与学习系数 0
.

0 0 1 和惯性系数 0 0 2 的 E B P 算法比较
,

学

习后的误差 曲线和输出曲线分别如图 3 和 4 所示
.

误差曲线由(2) 式计算
.

这些结

果表明提案的方法学习速度是比较快的
,

再一次表明提案的方法是有效的
.

3 0

一
2

.

0
1

一一
一

一- - 一
一
- - ,

一教师函数
… EB P

一 本文方法

18161412
— E B P
-

一 本文方法

\人厂乙
口

亏
万 15

汀

田
1 。

潺
J
’

u

0
.

8

艺n
`
4

,

0八U

- , ~ 一 、

一
二 一 一 - 一 一 一 一一 闷 - - 」 .

1 0

4 0 0 8 0 0 12 0 0 16 0 0 2 0 0 0

迭代次数

图 3 例 2 的学习 曲线

曰口日日曰扫尸巨ù、óē”

0 0 2 0
.

4 0
.

6 0名 1
.

0 1
.

2 1 4 1
.

6 1
.

8 2刀

输入

图 4 例 2 的网络输出和学习算法

.3 3 例子 3— 利用教师函数 凹凸性的函数近似

在本仿真中
,

教师函数 (3 4) 的凹 凸性作为先验知识
.

网络的结构为 1
一

6 0
一

1
,

输入层权和输出层权的初始值分别满足 ( 18) 和 (2 0) 式的均匀分布卜 3
,

0) 和卜 0
.

5
,

.0 5) 随机产生
.

在 0 x< 1< 之间每隔 住05 取一点
,

共取 19 点用来仿真
,

每隔 .0 01 取

一点
,

共取 99 点用来验证网络插值能力
.

由图 2 知道 :
教师函数在 (0

.

1
,

0 .4) 即

(X (2 )
,

x (8 ) )是凸的
,

( 0
.

5
,

0
.

9 )即 (x (一。 )
,

尤( 18 ) )是凹的
.

误差函数如 (3 0 )式所示
,

o < b l ,

扔< a 3
,

夕在每次迭代由均匀分布 (0 .4
,

.0 7) 随机产生
.

学习系数和惯性系数分别为

.0 0 0巧 和 .0 2
.

以 b ,二 b=2 0
.

1 25
,

奋
1 =
芬

2二
20 0 进行 10 0 0 0 次仿真

.

学习结果与学习系

数 0
.

0 0 巧 和惯性系数 0
.

2 的 E B P 算法比较
,

学习后的误差曲线 (由( 2) 式计算 )如图

5 所示
,

表明使用凹凸性的方法是以较小误差快速收敛的
,

另外
,

当积分系数￡

充分小
,

奋
l ,

芬
: 尽可能取大一些

.

插值网络输出如图 6 所示
.

我们也使用了不同的

w w w s e i e h i
n a

.

e o m
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一本文方法

… B P E

一 教师函数

八” Q
了 O八ō

.

…
, .且nUnnUU

本文方法

E B P

山 . . .

… …

(
勺

.

法盯

0
.

4

份乡
诊

,j,ù

:
八目ǎ“二

。 . . . .

… …

101住0000

O

0
.

0 0 0 1 0
.

1

0 2 0 0 0 4 0 0 0 6 0 0 0 8 0 0 0 1 00 00 0 0
.

1 0 2 0
,

3 0 4 0 j

输入

0
,

6 0
.

7 0
.

8 0乡 1
.

0

迭代次数

图 5 例 3 的误差曲线图 图 6 例 3 的插值网络输出

初值得到相同的结果
.

这表明了本文方法的有效性与初始值无关
.

4 结论

本文提出了四类描述网络权之间关系的先验知识和相应学习方法
,

该方法

把教师函数的数学结构或形状作为先验知识
.

当先验知识由方程表示时
,

在网络

权学习时
,

该方法使权之间的相互影响尽可能小
.

当先验知识用不等式表示时
,

该方法可调整网络的形状
.

所有的仿真表现出良好的性能
,

特别是学习速度 比

E B P 法快
.
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附录 A

定理 1 的证明
.

若对于给定 il 输入
,

(8 )式成立
,

则 “ 、 可以用琳
1

,

* ,

表示
.

对于任意的 il
,

设 m卜m
,

若

(8) 式不成立
,

则至少存在两个隐层节点 kl 和 k2 使对于 i卜 l
,

2
,

…
, 。 ,

iw
l

, 、 . = 琳
1

,

* 2 ,

k l共 k2
.

为了简单起见
,

假设 w ,
, 、 工= w l

,

k :
和 w2

, 、
声叭

,

k4 分别只对 kl < k2 和 k3 < k4 成立
,

则由 ( 5) 和

( 6 )式
,

有 A
3B 3二 C

3
,

A
4 B 4二

q
,

「 门 、 , _ _ 1、 〕 T 「 门 、 ` ~ _ 1、 〕 T

_

} 厂( o ) 九
”
( 0 ) j丈

“

“
’

( 0 ) }
_

} 厂( o ) 群
’

( o ) j炎
” ` ’

(U ) }
与 = }二云于厂下布; , , ,

…
,

一兀;二开 , 丫 }
,

C 4 = }于一七于
, ~

一万不二
,

…
, 一: 二二二二 , } ; (A )I

仁叭
1) 尹

’

(l) 尹~
’

, 刊 卜叭
月 尹

’

(1) 俨 ~
` ’

(1) 」

凡 二

凡 二

·

“ ,

吸 l一 l ,

吸+1 1
,

`

”

· ` ’

,

久 3一 I
,

久+3 卜 ”

,

吸 l + 吸 2 , 二

·

,

久 3 + 吸小
·

一

% ]T
,

’ `

,

气订
(A Z)

回岭

w w w
.
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一

…扮
2

一

…享

l l

…
嵘

2」斑l w,…wl
,

k 一+ -

嗡豪
,

l

…
(A 3 )

w2
,

灸3+ l w2 ,m

哎石
,

二

哎扩

ù
…

喘
1

ó
…

嵘

与(9) 式类似有 凡 =
叮

l几
,

凡 二
石

lq
,

从 (A l) 式
,

仇
,

…
,

久卜
1,

久
1十 1 ,

…
,

久2小 久
1十

吸
,

久
2十 , , …

,

嵘可用 w l
,

k ,

:k l
,

…
,

m 得到
,

而 (A 2) 式
,

al
,

…
,

久3一 ; ,

久3+ , , …
,

嘶小 风+3 嘶
,

久+4 1, …
,

嵘可用 w Z,k
,

:k 1
,

…
,

m得到
,

因此
,

a l ,

…
,

嵘可用 w ,
,

k或 w Z,k
,

=k 1
,

2
,

…
,

m 得到
,

除非 k卜 k3 和 k2
=
k4 或 k卜 k4 和 k=Z k3

,

在这种任意情况
,

几
,

B 4

变成完全一样
,

此时
,

节点

k1 和 k2 (或 k3 和 k4 )在网络中起相同作用
,

这意味着其中一节点可以被删除
.

定理 2 的证明
.

设满足 (4) 式的两个网络
:

艺吸叭w l万X
十 l) 和艺八 p (w叮X + l)

,

则对于任意 j
,

有

艺吸
一

艺风
,

艺吸
w `式

、 一

艺风
w Z式

、 ,

艺吸wl
,

,

、 wl 或
* =

艺八
w Z`

,

* w Z式
;

·

设 w `m ax (`
,

k l )
二

k k k

m a x * {一w l
`,

* 一}和 w Zm ax (i
,

k2 ) = m a x *
{ Iw Z

、 ,

*
l }则 当 j 一 OO 时

w Z东。 >> w Z式
* ,

丸2毋无
,

对于任意 i
,

有 w l
` ,

k l = w Z
, ,

* 2 ,

姚
,二八

2 ,

,

w l奋ax >> w1 式
* ,

k l ` k 和

这样
,

艺气
二

艺八
k笋 k Z

,

艺姚 wl 乙
* 一

艺几
w Z二

、 ,

艺气 wl
门

,

、
wl 式

* =

艺八
w Z`以 w Z或

k

k护 k l k共 k l k护 k l k祷 k l

与上相似
,

设 w l m a x

( 13
,

k3 )= m ax
* * 、 t

{ lw l
, J , }和 w l m ax ( i4

,

k s ) = m ax * , * ,
{.w Z`。 l}

,

则对于任意 i
,

有 w l
`
,k3 二 w iZ, k4

,

久=3 八
4 ,

诸如此类
,

直到对任意给定的 w 2( i
,

)I
,

都可以找到 w l i(
,

j)
,

使对

于任意 i
,

w l (i
,

j )二w Z( i
,

z)
.

反之
,

对任意给定的 w l ( i
,

z)
,

都可以找到 w Z( i
,

j )
,

使对于任意 i
,

w Z( i
,

j ) = w l ( i
,

z)
,

若将两网络节点的顺序重新定义
,

则对于任意节点 无
,

w Z( i
,

k )= w l ( i
,

k )
,

负=八
.
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