
荃种辑闰 A中

1 5 9 9年 9月 第 9期

数值求解对流占优问题的分步解析方法

吴 江 航 孙 毓 平
( 北 京 大 学 力 学 系)

摘 要

本文提 出了数值求解对流占优问题的一种无条件 L。
稳定的分步解析方法

.

对于

线性与非线性的对流 占优 问题
,

在数学上严格证 明了分步解析方法的稳定性与收敛

性
,

并给 出了解的误差估计
.
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一
、

引 言

大多数预测对流扩散问题的数值方法在对流 占优的情况下表现都不那么令人满意
,

其中

一些高精度方法
,

稳定性不好
,

解严重振荡 : 另一些方法则数值耗散大
.

众所周知
,

在对流 占

优的扩散过程中
,

由双曲算子决定的对流作用较之由抛物算子决定的扩散作用更为重要
.

如

果对这些项显式处理
,

那么一阶导数项用中心差分近似则会使数值解振荡
,

甚至 产 生 不 稳

定 〔幻
.

G al e r
ik

n
有限元方法 ( G A一 F E M )对对流项处理效果与中心差分对对流项进行处理的效

果相同
.

按照差分理论
,

中心差分处理对流的结果是上下游效应不能区别对待
,

克服的方法是

引人迎风差分格式
.

其结果是消除了数值振荡
,

但带来了数值耗散
,

它 .迫 p
。

(或 R e
) 数的增加

而增加
,

很 容易使数值耗散超过真实的物理耗散
.

70 年代 末
,

人们通过对上游效应的考虑建立了一些迎风有限元方法 (如 eP
: r o v 一

G a l e r ik n

有限元方法 )
,

其结果仍然是以引人数值粘性为条件而消除数值振荡的
【, 一们

.

迎风方法的一个改进是超迎风方法
〔” .

超迎风方法虽然降低了数值耗散
,

但它仍然会导

致数值振荡
.

70 年代末 c h e n 6[, ” 等提出了一种与有限差分
、

有限元方法都不相同的有限分

析方法
.

有限分析方法有两个突出的优点
:

( l) 诸结点间代数关系式通过分析解获得
,

从而

使得有限分析格式可以通过 汀限分析系数自动反映上游对下游的作用 ; ( 2 ) 有限分析解满足

极值原理
,

从而保证有限分析方法稳定
、

收敛
.

然而
,

在离散小区域 内通过局部分析解建立有

限分析格式时
,

将对流项进行了线性化近似
.

如此
,

当对流作用与扩散作用相比处于主导地位

时
,

将导致数值耗散
.

由于对流算子与扩散算子之间数学物理性质的不同
,

同时处理对流与扩

散算子
,

在对流 占优时
,

将会变得非常困难
.

摆脱这一困境的最好方法看来只有应用分步方

法 〔81
将对流扩散方程分解成单纯的对流与扩散方 程

,

然后对其中的每一方程分别采用适合它

.卜 . . . . ~ , ~ - - - - -
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们的最佳方法进行求解
.

在8 0年代初
,

各种的 E ul e卜 L ag
r an ge 方法 〔9一川都是基于这种思想

发展起来的
.

在这些方法中
,

对流部分采用特征线方法进行计算
,

对扩散部分用有限差分或有

限元方法进行求解
.

这些方法虽较以前的方法有了很大改进
,

如消除了数值振荡
,

但是 由于在

计算扩散时用了有限差分或有限元方法
,

各结点之间值只能通过插值近似表现出来
.

这样
,

在

用特征线方法计算对流时仍带来可数值枯性
.

为了消除这种附加的数值粘性
,

本文提出了一

种更为精细的分步解析方法
: 用反向特征线方法来处理对流项

,

用有限分析方法求解扩散方

程
,

与有限分析方法及 E lu 。卜 L ag
r a

gn
e 方法相比

,

分步解析方法有下列两个优点
:

( l) 在处

理对流项时未进行线性化与插值
,

避 免了数值粘性的引人 ; ( 2 ) 第二分步的有限分析系数是

与函数结点值无关的常数
,

这样使算法变得比较简单
.

本文除了给出数值求解对流扩散方程

的分步解析格式以外
,

在数学上对线性
、

非线性问题分步解析方法的稳定性与收敛性还进行了

严格证明
,

并给出了误差估计
.

二
、

数值求解对流扩散方程的分步解析方法

考虑下列二维对流扩散方程构成的初边值问题
:

李 +
。

李 + 。

粤 一 ,

(婴
+
擎卜

r
,

(
x ,

, ) 。 。 , , 。 ( 0
,

: l
,

0 1 O x O y \ O x 一

O y
` /

( 1)

价( x ,

夕
,

0 ) 一 甲 o

(
x ,

夕)
,

( x ,

y ) 〔 口
,

( 2 )

价 (
x , y

, t
) ~ 币r

(
二 ,

y
, t

)
,

(
二 , 夕) ` 口口

, r ` ( o
,

T 1
.

( 3 )

上述对流扩散方程可以用来模拟大气
、

海洋及江河的污染
,

也可用以描述化工
、

冶金中的

传热
、

传质问题
.

下面我们就利用分步方法来建立分步解析计算格式
.

按照 Y an e n k 。
提出的求解多变量间题的分步方法

〔a] ,

可将初边值问题 ( l) 一 ( 3 )式的求解

化为依次求解下列问题
:

1 口价
:

2 a r

+ ·

鲁一瓮
一 “

,

(一 , , ` “
, 多`

(
· △不

小
+

合)
△ ,

{
,

( ` ,

一 (器
+

货)
一 `

,

(一 , , ` “ , 才〔

((
· +

迄
一

)
△多

,

(
· + 1 )△ :

}
.

(。 )瓶一加
z一2

、 ,了、 、了护人口今」/t、了̀、

相应的初值条件为

价
,

(
x ,

y
, n △ t

) 一 币(
x ,

y
, n △ t )

,

(
x ,

y ) ` 口
,

价
2

(
: ,

,
,

(
, + 粤、△ ,

卜
币

:

(
: ,

y
,

(
, + 工、△

:

、
,

(
x ,

y ) 。 。 ,

\ \ 艺 / / \ \ 2 / /

价( x ,

y
,

(
n 十 l ) △

t
) ~ 价

2

(
x ,

y
,

(
n + l )△ ,

)
,

( x ,

y ) 〔 g ,

其中
, ” 0

,

1
, ,

二
,

N
, ,

N
T△ , ~ T

,

△ : 为时间步长
.

经过分步处理后
,

就可以通过求解方程 ( 4 )及 ( 5 )来建立分步解析格式
.

1
.

计算对流的特征线方法

( l) 方法 让我们先考虑更一般的情况

1 刃
.

口f
.

口f
_

/ /
_

1 、 1

亡 言一十
二

~

分
一
十 夕 于̀ 一 g

, t 〔 (
n △ ,

,

( , + 二 l △ , !
,

2 口` 口二
’ 一

a y “

”
一

\’ 一” \’ ” 2 / 一 ,J
’

其中 (
“ ,

的 及 g 为自变量 (
x ,

y ,

)t 的已知函数
.

( 8 )

( 9 )



第9 期 吴江航等 :数值求解对流占优问题的分步解析方法

在时间
, 一 。△ , 到 , 一 (

,
+ 约

△ , 内求解方程 (0) 需要给出 , 在
: 一 , △ ,

\ 名 I

上的初值

以及边界 a 口之某一部分 口口
一

上的值
,

在边界 O口一
上 V

·
n < 0 , n 为外法线单位久量

.

沿特征线

丝 一 2二
.

` ,

/
_ _ ` _

/
_ .

1 、
` 仁 [ 刀孟山 ` , [ ” . 1 .

— 口 乙二`

、 、 2 /
( 10 )

方程 ( 9 )可以写成

哗一
。

, ; 。
(

, △ , ,

(
,

+ 工、 △ ,

1
.

4 t \ \ 2 / J
( 1 1)

我们可以导出 f
” 十
奋在离散网格上结点值的计算格式

.

对如图 ( 一) 所示的任一网格结点 户 ( x , ,

y户)
,

我们通过反向求解方程 ( 1 0) 来确定特征线 声.P

反向特征线方法可以做到非常准确 (如用龙

格
一

库塔方法 )
,

并且对不规则网格也适用
.

从 , 一 (
, + 工、 △ , 到 , 一 , △ , 积分方程

\ 2 /

( 1 0 )
,

并注意到沿特征线 多P

:

( (
。

+ 工

\ \ Z
一 二 , ,

,

f̀
。 +
要

\ \ `

( 12 ) 特征线

图 1分步解析格式的子区域网格

、、.了户、 、,/
、

、互.矛/、
、

1
.

/

可以得到 多(牙, ,

奋
,

)
.

沿特征线 神 求解方程 ( 1 1)
,

并注意到初始条件

f (
。△ t ) = f (牙

, ,

夕
, , : △ , )

,

可以得到 f 在 夕点上的值

( 1 3 )

:
· ` 一 ,

(
· , ,

, , ,

(
·

+

合)
△ ,

)
一 , (̀

, ,

* , · , △ , ) +
{(

”

“ )△
`

: J , .

( 1 4 )

当特征线 砂 穿过边界时
,

须考虑边界条件求解
.

( 2) 对流分步上的应用 在这一分步数值求解方程 ( 4 )就是显式离散下列方程
:

擎
+ : “ 。

擎
+ : , ·

擎
一 。

,

(
x ,

, ) 。 。
, , 。

(
。 △ , ,

(
, + 粤、△

,

{
.

(巧 )

d l 口 x 口 y \ \ 乙 / J

将上述公式 ( 1钓直接应用于求解方程 ( 15 )可得

小扩圣一 咖 (牙
, ,

歹
, , , △ 0

,

上述格式显式而又无条件 L 。
稳定

.

2
.

求解扩散的有限分析方法

在后半分步
,

我们用子区域 D 内热传导问题的解析解建立计算格式
.

考虑下列定解问题
:

( 1 6 )
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生
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处
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币
2

(
x ,

, ,

(
。 + 冬、△

,

卜
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其中 D ~ { (
x ,

y ) :
I

x
[ < 几

,

l y l < 畏}
.

将初边值条件用分块线性函数近似
,

如 :

币
:

(
一 , ,

(
·
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卜
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,
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。 . .

…
应用分离变量方法求解 ( 17 )一 ( 19 )式

,

可得

小
2

(
二 ,

,
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x ,

,
, , ,

友
, 、
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△ : ,

f
, ,

币从全
,
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)
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其中 i ~ n e , n w , 。 。 , s e , : w , s 。 , e 。 , w 。 ,
p ; i ~

n e , n w , n 。 , s e , s w , s c , e e , w o .

由上式立即可导出

价扩
`
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·
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,
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,
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,
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(
ZX (一 1)
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三
、

分步解析方法的稳定性和收敛性

分步解析格式的稳定性
、

收敛性由分步解析系数确定
,

为此我们先研究一下分步解格式系

数所具有的性质
.

利用最大值最小值原理山呀良容易证明 :

定理 1
.

分步解析系数满足
2

.

c 豁号+ c 二鑫番+ … + e 犷
`

+ c 尝
`

+ c ,
~ 1 ,
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,
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( 2 6 )

定理 2
.

分步解析格式无条件 L 。
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.

证
.
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后半分步格 ( 2 3 )式的误差方程为
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从 ( 2 7 )
,

( 3 0 )式可得

l`
, + `

l
o a :

( }`
.

1二
. 二 ,

这即说明分步解析格式无条件 L co
稳定

.

定理 3
.

分步解析格式与微分方程 ( l) 相容
,

截断误差满足

iR , ~ 0 (△ , 十 护 十 犷.)

证
.

分步过程与前半分步特征线方法引人的截断误差不超过 0 (△
:
)

.

后半分步相应的微分方程 (匀及有限分析格式 ( 2 3)可以分别改写为

( 3 1)
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, ,

(
,

+ 粤、△ ,

1
,

( 二
,

, ) 。 。 ,

\ \ Z / / \ \ 艺 / l

: 币
卜 r

,

(
: ,

, ) 。 。 , , 。
((

。 十
一

李、△
, ,

(
, 十 1 )△ ,

、 \ Z /

币尝一
。 。 一 价李(

: ,

, , , )
,

(
二 ,

, ) 〔 。 n
, , 。

( (
。 十 粤、△

, ,

(
, + 1)△

,

!
\ \ 艺 / 」

。: (
二 ,

y ,

(
, 十粤、。卜 。 : (

二 ,

, ,

(
。

+ 粤、△ ,

、
,

( 二
,

, ) 。 。
,

\ \ Z / / \ \ 艺 l /

其中 币双
二 , , , ,

) 与 币杯
二 ,

y ,

(
,

+ 翻
△
自是表示近似初边值条件的分块线性函数 ( 2的与

\ \ 若 I /

( 2 1)式
.

斑犷一 }L `认
,

一 L八
,

! ~ I L。 如
,

一 乙△币奋十 L ` 中夯一 乙扔 , l

钓分6)乃的
IJ,j内,,、月,Z、尹、了、

ó才`、
洲
才、一

六
’程

`

一 ` +1 ’

根据量级分析可知

及:予
, ( 对

: △ , + M
,

(入
,

+ 友
,

)
.

将 ( 2 3 )式中的前半分步上的结点值用 ( 16 )式算出的结果来代替
,

可得

丫
。币

,

一 李 I币; +1 一 ` ,
` ·

币:护 一
·

一
c :

`
·

币:
`

一 c : `
·

C, 一 “

J

尸一、 、 曰尹

币 (
二 ,

+ 毒
,

打幸夏
, ,

动 一
·

一碟
`

·

一 c , 价(笼
, ,

夕
, , n △ t

) }
,

厂户、 、 、 沪洲

价(
二 ,

一 h
,

夕
, , , △ , )

引人算子符号
二 , 二

_ 口币 」
.

a小
_ , _ .

口币
_ _ _ 了护价 二

; 之 甲 一 下万-
~

「 “ 下厂~ 丁
~
盯 下犷一 一 夕 、 一二一万 , -

口才 口 x 口 y \ 口 :
`

空立、
月 勺 z

/口yZ

交
2

)

~ f

于是 R,. * ~ 穿
△
币

,

一 犷币
,

( M (△ t 十 尸 +

其中M为一个与 M
: ,

M
Z

有关的常数
.

线性对流扩散方程 ( l) 的分步解析格式有下列比较原理
。 、

定理 .4 若

1
.

丫
二功井) 0 (成 0 )

,

2
.

币急{
r ` ) 0 (蕊 0 )

,

币孚, ) o (成 。 )
,

3
.

价二钾 常数
,

( 3 9 )

( 4 0 )

仁4 1 )
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侧在内结点上 林 》0 (成) 0
.

r

( 42)

由定理 斗可以得出下列推论
.

推论1
.

线性对流扩散方程) ( l的分步解析解存在唯一
定理5

.

对于线性对流扩散方程 (1)
,

其相应的分步解析格式收敛
,

且有误差估计

!。几} 成 M (△
t + 护 + 左

2

)
·

T
,

(斗3 )

其中M与定理 3 中M一致
, T 为计算时间

.

证
。

设 时
,

为误差
,

则由定理 3 知

}丫
△s 梦} ~ R , , ( M (△

t + h ,

+ 女
,

)
,

( 4 4 )

s共}: 。 ~ e梦~ 0
.

( 斗5 )

令
g ~ M (△ t

+ h ,

+ 反
,

) , ,

则 穿
△盯

,

) 土了砖梦
, ,

` r
,

}
r 、 妻 s r

,

}
: ,

~ `导, ~ 。 , , ~ o ,

于是按比较定理 4 即有

{
8梦

,

} ( 百梦
,

( M ( △
, + 护 + 犷》

,

即 }叮 } 《 M (△
,

+ hz + 砂)
·

.T

上面的结论适合于线性问题
.

对于非线性问题
,

下面我们从另一途径来证明分步解析格
_

式的收敛性
,

进而给出解的误差估计
.

定理 6
.

若分步合适
,

即分步后的对流问题适定
,

则分步解析解存在唯一
证

.

由于分步后的对流问题适定
,

从而用特征线方法求解的前半分步格 ( 1 6)式给出唯一

解
,

后半分步格 ( 2 3 )式由于存在类似定理 4 的比较原理
,

所以也给出唯一解
,

如此分步解析解

可知存在唯一
定理 7

.

对于适定的非线性对流扩散方程

、 巾 一 胆 +
。

(
二 ,

,
, , ,

中
,

币
二 ,

` ) 华
a t 口万

d价
+

’
(
` , ’ , ` , ` , ’ 二 , ` ·

)箭
_

_ .

了口
2
币

.

口
2
币 、 _

:

一 夕 t 一二一丁 , 一 一丈一丁 , 一 ,
\ 口丫 0 y’ /

构成的定解问题
,

其中 f (
x , 夕

, ,
)

, 。
(

: , 夕 , r ,

价
, 夕 , r

) 及
,
(

x , y , t ,

币
,

宁 , r
) 为连续可微多元函

数
.

那么
,

如果分步合适
,

则分步解析格式收敛
,

且有误差估计

}
。
别 ( M 0( △ ,

+ 护 十 砂)
·

T
,

其中 M
。
为一确定常数

,
T ~

” △ .t

证
.

设 汤
, 为由分步解析解扩展成的充分光滑函数

,
价, 为准确解

,

于是有

丫
。
毋

, 一 丫毋
,

+ R“ ~ f , ,

丫价, ~ f
, ,

逐知 g 子
,

一 丫中, ~ 一 iR i
.

( 4 6 )

令 尸 (
二 , y

,
* ,

中
,

p
,

q , , , , , :
) ~ 户 +

“
(
二 , y , t ,

币
,

q , r
) 。

+
,

(
x , y , t ,

币
, 宁 , r

)
r 一 v

(
s 十 z

)
,

则 F 为其自变量的连续可微多元函数
,

于是 ( 4分式可改写成

刃 (
x , , , , , t ,

子
,

书
` , ,

书
t , ,

书
, , ,

子
: x , ,

子
, , ,

)

一 F (
x , ,

y , , , ,

中, ,

中
, , ,
币

二 , ,

价
r , ,

中
二 x , ,

价
, , ,

) ~ 一 R ,扣
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考虑到
6~ 价一 子

,

于是应用中值定理可得

(丫
’
· ,

, 一

(器)
,

+ O F

丽 1
。

O F } /口 s
\

.

口 F {
. 8 . ~卜

—
1 . .

—
!

.

卞 .

—
!

d穿 } o \ d x / , d r 1 0 (器)
, 一 ”

(“ ’ ·

其中

如此得

R i , ,

{ 。 二二

子
,
十 日(币。 一 子

。
)

,

小
: 。

~ 不
x , + 口(巾

二 , 一 子
x , )

,

中
, 。

一 币
, ,

+ 口(小
, , 一 毋

v ,
)

,

日〔 ( o
,

1 )
.

丫
`。 一 R 一 O ( R ` ,

)
,

s
}
;

~
o
( R 、 , )

,

( 4 7 )

( 4 8 )

穿
`

为一线性算子
,

可写成

、
,。 一李 + 戒

二 ,

, , ,
)

.

口才 霎
+ ’ `一 ,

, ` , 0 8

O y

+ C (
: ,

y , ,
)

· / 口
Ze

.

d
Zs \

5 一 沙 、

—
.

护

—
盆,

\ d丫 d y
沼

/
-

,

C 皆为连续可微函数
。

应用线性方程的估计立即可知

`

比
己

B其

A

15
l

o a 二

毛 T
·

( l! R }!
。 + !!

s
}

r l!
。
)

,

逐有 }鱿 }长 M 0( △ , 十 hz + 犷)
·

T
,

其中 M
。
为一个与定理 5 中类似的常数

, T 为计算时间
.

( 4 9 )

( 5 0 )

四
、

结 论

将对流扩散方程按不同性质的算子进行分步
,

然后分别用解析方法建立的分步解析格式

无条件 L 。 稳定
,

对线性方程以及非线性方程
,

分步解析格式收敛
,

且有误差估计 (斗3 ) 和 ( 5 0)

式
。
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