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摘要 MUB (mutually unbiased bases) 和 SIC-POVM (symmetric informationally complete positive

operator-valued measure) 是量子信息中的两个重要研究对象. 目前关于非素数幂维的完全 MUB 是否

存在还没有确定的结果, 对于 SIC-POVM 目前只有有限多种维数 K 有存在性结果或数值结果. 于是

很多弱化了内积条件的近似 MUB 和 SIC-POVM 被人们所考虑. 本文使用 Klappenecker 等人给出的

近似 MUB 和 SIC-POVM 的定义, 利用 Gauss 和与 Jacobi 和对于素数方幂 q 给出了一类 q − 1 维 q-

近似 MUB (AMUB)、一类 q− 1 维 (q+1)AMUB 以及 q+1 维 qAMUB, 还利用 Gauss 和给出了一类

q − 1 维近似 SIC-POVM (ASIC-POVM) .

关键词 MUB SIC-POVM Gauss 和 Jacobi 和 球面上的 t 设计

MSC (2010) 主题分类 81P15

1 引言

MUB和 SIC-POVM在量子信息中有重要的意义,在量子测量 [1–4]、量子密码 [5]、quantum state

tomography [6] 等方面有所应用 (文献 [7] 中有更多应用).

从组合的角度来看, MUB 和 SIC-POVM 属于一类特殊的球面 2- 设计. 它们和复球面上的 t- 设

计 [3, 5, 8, 9]、复 Hadamard 矩阵 [7, 8, 10]、有限几何 [2]、相对差集 [3, 10] 以及完美非线性映射 [3, 10] 有

密切的关系.

在量子物理中, 复向量空间中 CK 中一个非零向量 v = (v1, v2, . . . , vn) 记为 |v⟩ (又称为一个量子
态). CK 中两个量子态 |v⟩ 和 |u⟩ 的 Hermite 内积定义为

⟨u|v⟩ =
K∑
i=1

uivi ∈ C,

其中 ui 是 ui 的复共轭.

称 B = {v1, v2, . . . , vK} 为 CK 中一组标准正交基是指

⟨vi|vj⟩ =

 1, 若 1 6 i = j 6 K,

0, 若 1 6 i ̸= j 6 K.
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记 CSK−1 为 CK 中所有长度为 1 的向量组成的集合, 称其为复球面. 即

CSK−1 = {|v⟩ ∈ C : ⟨v|v⟩ = 1}.

1974 年 Welch 给出了下面的结果:

引理 1 (Welch 界 [11]) 令 C 是 CSK−1 的一个有限子集, N = |C| > K. 则对于任意正整数 k,

1

N2

∑
u,v∈C

|⟨u|v⟩|2k >

 K + k − 1

k

−1

. (1.1)

定义 1 t是一个正整数, C 是 CSK−1 的一个子集. 如果 |C| = N > K 并且 (1.1)中的公式对于

k = 1, 2, . . . , t 等号均成立, 则称 C 为一个复球面 t- 设计或复射影 t- 设计.

定义 2 Bi (1 6 i 6 m)是 CK 中的 m组标准正交基. B = {B1, B2, . . . , Bm}称为 CK 中的 MUB

是指, 对于任意 vi ∈ Bi, vj ∈ Bj 和任意 1 6 i ̸= j 6 m 都有

|⟨vi|vj⟩| =
1√
K
. (1.2)

记 f(K) 为 CK 中的 MUB B = {B1, B2, . . . , Bm} 包含的标准正交基的最多组数 (即最大的 m).

在 Welch 界公式中, 考虑 C =
∪m
i=1Bi, k = 1 可知 f(K) 6 K + 1. 如果 f(K) = K + 1, CK 中包含

K + 1 组标准正交基的 MUB B = {B1, B2, . . . , BK+1} 称为完全 MUB. 容易看出完全 MUB 是复球面

2- 设计.

关于 f(K) 现在已有的结果如下:

(1) 当 K 为素数 p 的方幂 pl 时, f(pl) = pl + 1. [12–14] 利用有限域的加法特征 (p > 3) 和 Galois

环 (p = 2) 构造出了完全 MUB, [7] 利用 Heisenberg-Weyl 群构造出了完全 MUB.

(2)对于K1,K2 > 2,通过把一个 CK1 中的MUB和一个 CK2MUB做张量积,可以证明 f(K1K2) >
min{f(K1), f(K2)}. 则由 (1) 可知对于所有的 K > 2, f(K) > 3.

(3) f(K2) > L(K) + 2 [15], 其中 L(K) 是 K (> 2) 阶正交拉丁方的最大个数. 由这个结论可知对

于某些 m (例如 m = 6) f((4m+ 2)2) > 6.

(4) f(K) ≠ K [16]. 即对任意 K > 2, f(K) = K + 1 或 f(K) 6 K − 1.

(5) 对任意 K ̸= pl, f(K) 的准确值都还未知. 甚至 f(6) 是否等于 3 还是未知的 [17].

鉴于目前还没有关于 K ̸= pl 时完全 MUB的存在性结果, [1,18]等文献中考虑了将内积条件 (1.2)

放松为对 1 6 i ̸= j 6 K, |⟨vi|vj⟩| 6 1√
K
(1 + o(1)), 1√

K
(2 + o(1)), O( 1√

K
) 甚至 O( logK√

K
) 的近似 MUB.

本文采用 [1] 中给出的近似 MUB 的定义, 即把内积条件放松为上面第一种情形.

定义 3 CK 中 m 组标准正交基 B = {B1, B2, . . . , Bm}, 如果它们满足对所有的 vi ∈ Bi, vj ∈ Bj

(1 6 i ̸= j 6 m) 都有

|⟨vi|vj⟩|2 6 1

K
(1 + o(1)),

则称这 m 组标准正交基为近似 MUB, 简称为 AMUB.

Klappenecker等人在 [1]中,对于所有 K = p−1,构造出了 m = K+1的 AMUB (p为素数),并且

断言对于 K = q− 1 (q 为素数方幂)也可以通过类似的方法构造 AMUB.本文的第 3节将给出一种构

造 K = q− 1时 m = K +1的 AMUB的方法 (定理 3.1). 在第 3节中, 我们还给出一种构造 k = q− 1

时 m = K +2的 AMUB的方法 (定理 3.2), 这说明了 CK 中的 AMUB包含的标准正交基的组数可以

大于 K + 1. 第 3 节还给出了一种对于 K = q + 1 时 m = K − 1 的 AMUB 的构造方法 (定理 3.3).
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下面介绍 SIC-POVM 的定义.

定义 4 CK 中的一个 SIC-POVM 是 K2 个长度为 1 的向量组成的集合, {vi ∈ CSK−1 (1 6 i 6
K2)}, 其中对任意的 (i, j), 1 6 i ̸= j 6 K,

|⟨vi|vj⟩| =
1√

K + 1
. (1.3)

容易验证 SIC-POVM是一个复球面 2-设计. Zauner [19]猜想对所有的K > 2, CK 中的 SIC-POVM

都存在. 但是到目前为止只对有限多个维数 K, SIC-POVM 被发现存在 (见 [20]).

类似于 MUB的情形,很多放松了内积条件 (1.3)的近似 SIC-POVM被人们所研究 [1]. 例如将内

积条件放松为对 1 6 i ̸= j 6 K, |⟨vi|vj⟩|2 6 1
K (1 + o(1)), 或 2

K (1 + o(1)). 但是这样并不一定能够满足

在量子测量中所需要的完备性和信息完备性. 本文采用 [1] 中给出的近似 SIC-POVM 的定义.

定义 5 K 是一个正整数 (K > 2), A = {vi : 1 6 i 6 K2} 是 CK 的一个子集并且 |A| = K2 (vi

不一定是单位向量),

Ei =
1

K
|vi⟩⟨vj | (1 6 i 6 K2),

其中对非零向量 a = (a1, a2, . . . , aK) ∈ CK , 投影算子 |a⟩⟨a| 是下面定义的 1 维 K 阶方阵,

|a⟩⟨a| =



a1

a2
...

aK


(a1, a2, . . . , aK) =



a1a1 a1a2 · · · a1aK

a2a1 a2a2 · · · a2aK
...

...
. . .

...

aKa1 aKa2 · · · aKaK


.

A 称为近似 SIC-POVM (简称为 ASIC-POVM), 如果它满足以下三个条件:

(I) (近似对称) 对于 1 6 i ̸= j 6 K2, K2tr(EiEj) = |⟨vi|vj⟩|2 6 1
K (1 + o(1));

(II) (POVM 的完备性)
∑K2

i=1Ei = IK ;

(III) (信息完备性) Ei (1 6 i 6 K2) 是 CK2

的一组基.

Klappenecker 等 [1] 对于所有的 K = pl (其中 l > 1, p 是奇素数) 构造出了 ASIC-POVM. 本文

在第 4 节中对于 K = q − 1 (q 是任何素数的方幂) 给出了一种更简单的构造 ASIC-POVM 的方法.

本文给出的所有构造 AMUB 和 ASIC-POVM 的方法都是利用 Gauss 和与 Jacobi 和得到的. 本文第

2 节介绍了文中需要用到的 Gauss 和与 Jacobi 和的基本事实. 第 3 和 4 节分别给出利用 Gauss 和与

Jacobi 和构造 AMUB 和 ASIC-POVM 的方法.

2 Gauss 和与 Jacobi 和

若 p 是一个素数, q = pl (l > 1) 是一个素数方幂, Fq 是一个 q 元有限域, 迹映射 T : Fq → Fp 定
义为

T (α) = α+ αp + · · ·+ αp
l−1

(α ∈ Fq).

对正整数 n, 记 ζn = e
2π

√
−1

n 为 1 的复 n 次根. (Fq,+) 的加法特征群为

F∧
q = {λb : b ∈ Fq},
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其中加法特征 λb : Fq → ⟨ζp⟩ 定义为

λb(x) = ζT (bx)
p (x ∈ Fq),

λ0 = 1 称为平凡特征. 取 Fq 的一个本原元 γ. 即 γ 是 Fq 的乘法群 F×
q = Fq\{0} = ⟨γ⟩的一个生成元.

则 Fq 的乘法特征群为
(F×
q )

∧ = {ψi : 0 6 i 6 q − 2},

其中 ψ : F×
q → ⟨ζq−1⟩ 定义为

ψ(γi) = ζjq−1 (0 6 j 6 q − 2),

ψ0 = 1 称为平凡乘法特征. 一个乘法特征 χ 在乘法特征群中的逆元素为它的共轭 χ(α) = χ(α)

(α ∈ F×
q ). 我们假定对所有的乘法特征 χ, χ(0) = 0.

定义 6 λ是 Fq 的一个加法特征, χ, χ1 和 χ2 是 Fq 的乘法特征,有限域 Fq 上的 Gauss和 G(λ, χ)

以及 Jacobi 和 J(χ1, χ2) 定义如下:

G(λ, χ) =
∑
x∈Fq

λ(x)χ(x) ∈ Z[ζp(q−1)],

J(χ1, χ2) =
∑

x∈Fq\{0,1}

χ1(x)χ2(1− x) (= J(χ2, χ1) ∈ Z[ζq−1]).

下面关于 Gauss 和与 Jacobi 和的基本事实可以参见有关有限域的书 (例如 [21]) .

引理 2 (1) 对 Fq 的加法特征 λ 和乘法特征 χ,

G(λ, χ) =


q − 1, 若 λ = 1且 χ = 1,

0, 若 λ = 1且 χ ̸= 1,

−1, 若 λ ̸= 1且 χ = 1,

如果 λ 和 χ 均不是平凡特征 |G(λ, χ)| = √
q.

(2) 对于 b ∈ F×
q , G(λb, χ) = G(χ)χ(b), 其中

G(χ) = G(λ1, χ) =
∑
x∈F×

q

χ(x)ζT (x).

(3) 对 Fq 的乘法特征 χ1 和 χ2,

J(χ1, χ2) =


q − 2, 若 χ1 = χ2 = 1,

−1, 若 χ1 = 1, χ2 ̸= 1或 χ1 ̸= 1, χ2 = 1,

−χ1(−1), 若 χ1 ̸= 1且 χ1 = χ2,

如果 χ1, χ2 和 χ1χ2 均不是平凡乘法特征, J(χ1, χ2) =
G(χ1)G(χ2)
G(χ1χ2)

, 于是 |J(χ1, χ2)| =
√
q.

3 AMUB 的构造

本节将给出三种非常简洁的利用 Gauss 和与 Jacobi 和构造 AMUB 的方法. 二次 Gauss 和在

[12–14] 中被用来构造 MUB 和 SIC-POVM.
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首先对 K = q− 1 的情形给出一种利用 Jacobi 和构造 CK 中包含 K +1 组标准正交基的 AMUB

的方法, 其中 q 是某个素数 p 的方幂.

定理 1 若 K = q − 1, Fq\{0, 1} = {x1, x2, . . . , xK−1}. 对任意两个 χ, χ′ ∈ (F×
q )

∧, 令

c̃χ,χ′ =
1√
K

(χ(x1)χ
′(1− x1), χ(x2)χ

′(1− x2), . . . , χ(xK−1)χ
′(1− xK−1), 1) ∈ CSK−1.

对每一个 χ ∈ (F×
q )

∧, 令

Bχ = {c̃χ,χ′ : χ′ ∈ (F×
q )

∧}, |Bχ| = K.

记 B∗ = {e1, e2, . . . , eK} 为 CK 的平凡标准正交基, 即

e1 = (1, 0, . . . , 0), e2 = (0, 1, 0, . . . , 0), . . . , eK = (0, . . . , 0, 1).

则 B = {Bχ : χ ∈ (F×
q )

∧} ∪ {B∗} 是 CK 中的一个 AMUB, 且 |B| = K + 1.

证明 先证明 Bχ 是 CK 的一组标准正交基. 对任意 χ′ ∈ (F×
q )

∧,

⟨c̃χ,χ′ |c̃χ,χ′⟩ = 1

K

(
1 +

∑
x∈Fq
x̸=0,1

χ(x)χ′(1− x)χ(x)χ′(1− x)

)
= 1.

对于 (F×
q )

∧ 中不同的 χ1 和 χ2, 有

⟨c̃χ,χ1 |c̃χ,χ2⟩ =
1

K

(
1 +

∑
x∈Fq
x ̸=0,1

χ(x)χ1(1− x)χ(x)χ2(1− x)

)

=
1

K

(
1 +

∑
x∈Fq
x ̸=0,1

χ1χ2(1− x)

)

=
1

K

(
1 +

∑
x∈F×

q

χ1χ2(x)− χ1χ2(1)

)

=
1

K
(1− 1) (因为 χ1χ2 ̸= 1)

= 0.

这说明对每一个 χ ∈ (F×
q )

∧, Bχ 都是 CK 的一组标准正交基.

下面说明 B 是一个 AMUB. 对于 c̃χ,χ′ ∈ Bχ 和 ei ∈ B∗ 显然有 |⟨ei|c̃χ,χ′⟩| = 1√
K
. 对于不同的 χ

和 χ′, c̃χ,χ1 ∈ Bχ 和 c̃χ′,χ2 ∈ Bχ′ 有:

⟨c̃χ,χ1 |c̃χ′,χ2⟩ =
1

K

(
1 +

∑
x∈Fq
x̸=0,1

χ(x)χ1(1− x)χ′(x)χ2(1− x)

)

=
1

K

(
1 +

∑
x∈Fq
x̸=0,1

φ(x)ψ(1− x)

)
(其中 φ = χχ′ ̸= 1, φ = χ1χ2)

=
1

K
(1 + J(φ,ψ)).
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由引理 2(3), 可得

|⟨c̃χ,χ1 |c̃χ′,χ2⟩|2 =



1

K2
(1− 1) = 0, 若 ψ = 1 (⇔ χ1 = χ2),

1

K2
(1− φ(−1)) 6 2

K2
, 若 ψ = φ,

1

K2
|1 + J(φ,ψ)|2 6 (1 +

√
K + 1)2

K2
=

1

K
+

2(
√
K + 1 + 1)

K2
, 否则.

因此 B 是 CK 中的一个 AMUB, |B| = K + 1.

下面对 K = q − 1 的情形给出一种利用 Gauss 和构造 CK 中包含 K + 2 组标准正交基的 AMUB

的方法.

定理 2 K = q − 1, 记 F×
q = {x1, x2, . . . , xq−1}. 对于 b ∈ Fq 和 χ ∈ (F×

q )
∧, 令

cb,χ =
1√
K

(λb(x1)χ(x1), λb(x2)χ(x2), . . . , λb(xq−1)χ(xq−1)) ∈ CSK−1.

对每个 b ∈ Fq, 令
Bb = {cb,χ : χ ∈ (F×

q )
∧}, |Bb| = K.

则 B = {Bb : b ∈ Fq} ∪ {B∗} 是 CK 中的一个 AMUB, 且 |B| = K + 2, 其中 B∗ 是 CK 中平凡的标准
正交基.

证明 对于 b ∈ Fq 以及 Fq 的两个乘法特征 χ1 和 χ2,

⟨cb,χ1 |cb,χ2⟩ =
1

K

∑
x∈F×

q

λb(x)χ1(x)λb(x)χ2(x)

=
1

K

∑
x∈F×

q

χ1χ2(x)

=

 1, 若 χ1 = χ2,

0, 若 χ1 ̸= χ2.

从而对每个 b ∈ Fq, Bb 是 CK 中的一组标准正交基. 对于 cb,χ ∈ Bb 和 ei ∈ B∗, 则有 |⟨cb,χ|ei⟩|2 = 1
K .

对于 cb,χ ∈ Bb 和 cb′,χ′ ∈ Bb′ , 其中 b, b′ ∈ Fq, b ̸= b′ 有

⟨cb,χ|cb′,χ′⟩ = 1

K

∑
x∈F×

q

λb(x)χ(x)λb′(x)χ
′(x)

=
1

K

∑
x∈F×

q

λa(x)χχ
′(x) (a = b′ − b ∈ F×

q ).

则由引理 2(1) 可知

⟨cb,χ|cb′χ′⟩ =


− 1

K
, 若 χ = χ′,

1

K
χχ′(a)G(χχ′), 若 χ ̸= χ′.

从而

|⟨cb,χ|cb′χ′⟩|2 =


1

K2
, 若 χ = χ′,

1

K2
|G(χχ′)|2 = K+1

K2 = 1
K + 1

K2 , 若 χ ̸= χ′.

976



中国科学 : 数学 第 42 卷 第 10 期

因此 B = {Bb : b ∈ Fq} ∪ {B∗} 是 CK 中的一个 AMUB, 且 |B| = K + 2.

在这一节的最后, 我们给出一种构造 CK (K = q+1) 中包含 K − 1 组标准正交基的 AMUB的方

法. 对任意 n > 1, 令 T q
n

q : Fqn → Fq 为从 Fqn 到它的子域 Fq 的迹映射. 即对于 α ∈ Fqn ,

T q
n

q (α) = α+ αq + αq
2

+ · · ·+ αq
n−1

∈ Fq.

特别地,对于 α ∈ Fq2 , T q
2

q = α+αq. 熟知 T q
n

q 是一个满的 Fq-线性映射,从而对任意 a∈Fq,以下子集

Da = {α ∈ Fqn : T q
n

q (α) = a}

都是子空间 D0 的一个陪集, 且 |Da| = qn−1.

定理 3 q = pm, 若 γ 是 Fq2 中一个本原元, 并且

D = {α ∈ Fq2 : T q
2

q (α) = 1}

= {x1, x2, . . . , xq}.

令 K = q + 1, (F×
q2)

∧ 为 Fq2 的乘法群的特征群, 对任意 χ ∈ (F×
q2)

∧, 令

c̃χ =
1√
K

(χ(x1), χ(x2), . . . , χ(xq), χ(ξ)) ∈ CSK−1,

其中

ξ =

 γ
q+1
2 , 若 2 - q,

1, 若 2 | q.

若 ψ 是 Fq2 的一个乘法特征, 且 ψ(γ) = ζq2−1, 则 (F×
q2)

∧ = {ψi : 0 6 i 6 q2 − 2}. 令 B∗ 是 CK 中的
平凡标准正交基. 对每个 i, 0 6 i 6 q − 2 = K − 3, 令

Bi = {c̃ψi+l(q−1) : l = 0, 1, . . . , q},

则 B = {B0, B1, . . . , BK−3, B∗} 是 CK 中的一个 AMUB, |B| = K − 1.

证明 若 c̃χ 和 c̃χ′ 是 Bi 中两个不同的向量, 则

χ = ψi+l(q−1), χ′ = ψi+l
′(q−1), 0 6 l ̸= l′ 6 q − 2.

从而

⟨c̃χ|c̃χ′⟩ = 1

K

(
χχ′(ξ) +

∑
x∈D

χχ′(x)

)
=

1

K

(
φ(ξ) +

∑
x∈D

φ(x)

)
, (3.1)

其中 φ = χχ′ = ψ(l′−l)(q−1) ̸= 1, 故对每个 a ∈ F×
q , φ(a) = ψl

′−l(aq−1) = 1. 由 D 的定义可知

∑
x∈D

φ(x) =
∑

x∈F×
q2

T
q2
q (x)=1

φ(x) =
1

q

∑
x∈F×

q2

φ(x)
∑
y∈Fq

ζ
T q
p (y(T q2

q (x)−1))
p
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=
1

q

∑
y∈F×

q

ζp
T q
p (y) ∑

x∈F×
q2

ζ
T q2

p (xy)
p φ(x)

=
1

q
Gq2(φ)

∑
y∈F×

q

ζp
T q
p (y)

φ(y)

=
1

q
Gq2(φ)

∑
y∈F×

q

ζp
T q
p (y)

= −1

q
Gq2(φ), (3.2)

其中

Gq2(φ) =
∑
x∈F×

q2

φ(x)ζ
T q2

p (x)
p

是域 Fq2 上的 Gauss 和. 熟知 F×
q = ⟨γq+1⟩ 是 F×

q2 的子群, 并且 F×
q2 是 F×

q 的 q + 1 个陪集 Ci = γiF×
q

(i = 0, 1, . . . , q) 的不交并. 对于 α ∈ Ci 有 φ(α) = φ(γi). 从而

Gq2(φ) =

q∑
i=0

φ(γi)
∑
y∈F×

q

ζ
T q2

p (γiy)
p

=

q∑
i=0

φ(γi)
∑
y∈F×

q

ζ
T q
p (yT q2

q (γi))
p

= (q − 1)

q∑
i=0

T
q2
q (γi)=0

φ(γi)−
q∑

i=0

T
q2
q (γi) ̸=0

φ(γi)

= q

q∑
i=0

T
q2
q (γi)=0

φ(γi)−
q∑
i=0

φ(γi).

由于 φ(F×
q ) = 1, 可以把 φ 看做商群 F×

q2/F
×
q = {γiF×

q : 0 6 i 6 q} 的一个非平凡特征. 因此∑q
i=0 φ(γ

i) = 0, 并且

Gq2(φ) = q

q∑
i=0

T
q2
q (γi)=0

φ(γi).

由 T q
2

q (γi) = γi + γqi, 可知 T q
2

q (γi) = 0 当且仅当 γ(q−1)i = −1. 如果 2 | q, 则 γ(q−1)i = 1 (0 6 i 6 q)

只有 i = 0 这一个解, 从而 Gq2(φ) = qφ(1) = q. 如果 2 - q, 则 γ(q−1)i = −1 = γ
q2−1

2 (0 6 i 6 q) 只有

解 i = q+1
2 , 从而 Gq2(φ) = φ(γ

q+1
2 )q. 因此 Gq2(φ) = qφ(ξ), 并且由 (3.1) 和 (3.2) 可得

⟨c̃χ|c̃χ′⟩ = 1

K

(
φ(ξ)− 1

q
qφ(ξ)

)
= 0,

这说明 Bi (i = 0, 1, . . . ,K − 3) 是标准正交基.

对于 c̃χ ∈ Bi 和 em ∈ B∗, 有 |⟨c̃χ|em⟩|2 = 1
K . 对于 c̃χ ∈ Bi 和 c̃χ′ ∈ Bi′ (0 6 i ̸= i′ 6 q), 有

χχ′(F×
q ) ̸= 1. 即 χχ′ 是 F×

q 的一个非平凡乘法特征. 类似上面的过程进行计算, 可知

⟨c̃χ|c̃χ′⟩ = 1

K

(
φ(ξ) +

∑
x∈D

φ(x)

)
(φ = χχ′, φ(F×

q ) ̸= 1),
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=
1

K

(
φ(ξ)− 1

q
Gq2(φ)Gq(φ)

)
, (3.3)

其中

Gq(φ) =
∑
y∈F×

q

ζ
T q
p (y)

p φ(y)

是 Fq上的一个 Gauss和.因为 φ是 Fq的一个非平凡特征,由引理 2可知 |Gq(φ)| =
√
q且 |Gq2(φ)| = q.

再由 (3.3) 可得

|⟨c̃χ|c̃χ′⟩|2 6 1

K2
(1 +

√
q)2

=
K + 2

√
K − 1

K2

=
1

K
+

2
√
K − 1

K2
,

于是 B = {B0, . . . , BK−2, B∗} 是 CK 的一个 AMUB.

4 ASIC-POVM 的构造

本节对于 K = q−1 (q是一个素数方幂)的情形,给出一种利用 Gauss和构造 CK 上 ASIC-POVM

的方法. 这种构造方法使用了 [22] 和 [1] 中给出的一种技巧.

与定理 3 中一样, K = q − 1, F×
q = {x1, x2, . . . , xK}. 对 b ∈ Fq 和 χ ∈ (F×

q )
∧, 令

cb,χ =
1√
K

(λb(x1)χ(x1), λb(x2)χ(x2), . . . , λb(xK)χ(xK)) ∈ CSK−1,

Eb,χ =
1

K
|cb,χ⟩⟨cb,χ| =

1

K2
(λb(x− y)χ(xy−1))x,y∈F×

q
. (4.1)

记 {e1, e2, . . . , eK} 为 CK 的平凡标准正交基, 令 Ei =
1
K |ei⟩⟨ei|. 令

M =
K∑
i=1

Ei +
∑
b∈F×q

χ∈F×q ,χ ̸=χ0

Eb,χ,

其中 χ0 是 F×
q 的平凡乘法特征. 我们可以计算出方阵 M 中的每一个元素:

M(x, x) =
1

K
+

1

K2
K(K − 1) = 1.

如果 x ̸= y,

M(x, y) =
1

K2

∑
b∈F×q

χ∈(F×q )∧,χ ̸=χ0

λb(x− y)χ(xy−1)

=
1

K2

( ∑
b∈F×

q

λb(x− y)

)( ∑
χ∈(F×q )∧

χ ̸=χ0

χ(xy−1)

)

=
1

K2
.
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因此 M = K2−1
K2 I + 1

K2 J , 其中 I 是单位矩阵, J 是每个元素都是 1 的矩阵. 由于 {e1, e2, . . . , eK}
可以生成整个 CK , 下面的不等式

⟨v|M |v⟩ =
K∑
i=1

|⟨ei|v⟩|2 +
∑
b∈F×q

χ∈(F×q )∧,χ ̸=χ0

|⟨cb,χ|v⟩|2 > 0

对每个非零向量 |v⟩ ∈ CK 都成立, 于是 M 是正定矩阵. 因此 M 可逆, M−1 也是正定矩阵. 并且存在

唯一的 K 阶正定方阵 M− 1
2 , 使得 (M− 1

2 )2 =M−1.

事实上, 可以计算出

M−1 =
K2

K2 − 1
I − K2

(K2 − 1)(K2 +K − 1)
J,

M− 1
2 =

K√
K2 − 1

I −
(

1√
K2 − 1

− 1√
K2 +K − 1

)
J.

定理 4 q 是一个素数方幂, K = q − 1, cb,χ,Eb,χ (b ∈ Fq, χ ∈ (F×
q )

∧), ei, Ei (1 6 i 6 K) 定义如

上. 对于 b ∈ Fq, χ ∈ (F×
q )

∧ 和 1 6 i 6 K, 令

|c′b,χ⟩ =M− 1
2 |cb,χ⟩, Fb,χ =

1

K
|c′b,χ⟩⟨c′b,χ| =M− 1

2Eb,χM
− 1

2 ,

|c′i⟩ =M− 1
2 |ei⟩, Fi =

1

K
|c′i⟩⟨c′i| =M− 1

2EiM
− 1

2 ,

则 {|c′b,χ⟩ : b ∈ F×
q , χ ∈ (F×

q )
∧\{χ0}} ∪ {|c′i⟩ : 1 6 i 6 K} 是 CK 的一个 ASIC-POVM.

证明 我们需要逐条验证定义 5 中的 (I), (II) 和 (III).

(I) 对于 1 6 i ̸= j 6 K,

K2tr(FiFj) = |⟨ei|M−1|ei⟩|2

=

∣∣∣∣ K2

K2 − 1
⟨ei|ej⟩ −

K2

(K2 − 1)(K2 +K − 1)
⟨ei|J |ej⟩

∣∣∣∣2
=

K4

(K2 − 1)2(K2 +K − 1)2

=
1

K4
+ o

(
1

K4

)
6 1

K
+ o

(
1

K

)
.

对于 1 6 i 6 K, b ∈ F×
q , χ ∈ (F×

q )
∧\{χ0},

K2tr(FiFb,χ) = |⟨ei|M−1|cb,χ⟩|2

=

∣∣∣∣ K2

K2 − 1
⟨ei|cb,χ⟩ −

K2

(K2 − 1)(K2 +K − 1)
⟨ei|J |cb,χ⟩

∣∣∣∣2
6

(
K2

K2 − 1

∣∣∣∣ 1√
K
λb(xi)χ(xi)

∣∣∣∣+ K2

(K2 − 1)(K2 +K − 1)

∣∣∣∣ 1√
K
G(λb, χ)

∣∣∣∣)2

=

(
K3/2

K2 − 1
+

K3/2
√
K + 1

(K2 − 1)(K2 +K − 1)

)2
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=
K3(K2 +K +

√
K + 1− 1)2

(K2 − 1)2(K2 +K − 1)2

=
1

K
+ o

(
1

K

)
.

对于 b ∈ F×
q , χ, χ

′ ∈ (F×
q )

∧\{χ0} 和 χ ̸= χ′,

K2tr(Fb,χFb,χ′) =

∣∣∣∣ K2

K2 − 1
⟨cb,χ|cb,χ′⟩ − K2

(K2 − 1)(K2 +K − 1)
⟨cb,χ|J |cb,χ′⟩

∣∣∣∣2
6 K4

(K2 − 1)2(K2 +K − 1)2

∣∣∣∣ 1KG(λb, χ)G(λb, χ
′)

∣∣∣∣2
=

K2(K + 1)2

(K2 − 1)2(K2 +K − 1)2

=
1

K4
+ o

(
1

K4

)
6 1

K
+ o

(
1

K

)
.

对于 b, b′ ∈ F×
q , b ̸= b′, χ ∈ (F×

q )
∧\{χ0},

K2tr(Fb,χFb′,χ) =

∣∣∣∣ K2

K2 − 1
⟨cb,χ|cb′,χ⟩ −

K2

(K2 − 1)(K2 +K − 1)
⟨cb,χ|J |cb′,χ⟩

∣∣∣∣2
6

(
K2

K2 − 1

∣∣∣∣ 1KG(λb′−b, χ0)

∣∣∣∣
+

K2

(K2 − 1)(K2 +K − 1)

∣∣∣∣ 1KG(λb, χ)G(λ
′
b, χ)

∣∣∣∣)2

=

(
K

K2 − 1
+

K

(K − 1)(K2 +K − 1)

)2

=
K4(K + 2)2

(K2 − 1)2(K2 +K − 1)2

=
1

K2
+ o

(
1

K2

)
6 1

K
+ o

(
1

K

)
.

对于 b, b′ ∈ F×
q , χ, χ

′ ∈ (F×
q )

∧, b ̸= b′, χ ̸= χ′,

K2tr(Fb,χFb′χ′) =

∣∣∣∣ K2

K2 − 1
⟨cb,χ|cb′,χ′⟩ − K2

(K2 − 1)(K2 +K − 1)
⟨cb,χ|J |cb′,χ′⟩

∣∣∣∣2
6

(
K2

K2 − 1

∣∣∣∣ 1KG(λb−b, χχ
′)

∣∣∣∣
+

K2

(K2 − 1)(K2 +K − 1)

∣∣∣∣ 1KG(λb, χ)G(λb′ , χ
′)

∣∣∣∣)2

=
K2

(K − 1)2(K + 1)
+

2K2
√
K + 1

(K − 1)2(K + 1)(K2 +K − 1)

+
K2

(K − 1)2(K2 +K − 1)2
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=
1

K
+ o

(
1

K

)
.

于是这个集合满足条件 (I).

(II)

K∑
i=1

Fi +
∑
b∈F×

b

χ∈(F×q )∧\{χ0}

Fb,χ =M− 1
2

( K∑
i=1

Ei +
∑
b∈F×

b

χ∈(F×q )∧\{χ0}

Eb,χ

)
M− 1

2

=M− 1
2MM− 1

2 = I.

(III) 只需要证明集合中的矩阵 {Ei : 1 6 i 6 K} ∪ {Eb,χ : b ∈ F×
q , χ ∈ (F×

q )
∧\{χ0}} 在 FK2

中线

性无关. 考虑下面这个等式:

K∑
i=1

αiEi +
∑
b∈Fq

χ∈(F×q )∧

αb,χEb,χ = 0, (4.2)

其中 α0,χ = 0 (χ ∈ (F×
q )

∧), αb,χ0 = 0 (b ∈ Fq). 假定存在 αi ∈ C, αb,χ ∈ C (b ̸= 0, χ ̸= χ0), 使上面这个

等式成立. 由 (4.1), 对于不同的 x, y ∈ F×
q ,∑

b∈Fq
χ∈(F×q )∧

αb,χλb(x− y)χ(xy−1) = 0.

令 a = xy−1, 则上述等式变为∑
b∈Fq

χ∈(F×q )∧

αb,χλb(y(a− 1))χ(a) = 0 (∀ a ∈ F×
q \{1}, y ∈ F×

q ).

再令 fa(b) =
∑
χ∈(F×

q )∧ αb,χχ(a), fa(·) 是 Fq 上的一个复值函数. 于是∑
b∈Fq

fa(b)λy(a−1)(b) = 0 (∀ a ∈ F×
q \{1}, y ∈ F×

q ). (4.3)

令 f̃a(λ) =
∑
b∈Fq

fa(b)λ(b) 为 fa(·) 的 Fourier 变换. 对于任意固定的 a ∈ F×
q \{1}, y(a − 1) 跑遍了

F×
q , 从而 λy(a−1) 跑遍 (Fq,+)∧\{λ0}. 因此, 对任意 b ∈ Fq, fa(b) 是一个常数 Ca. 又因为 fa(0) =∑
χ∈(F×

q )∧ α0,χχ(a) = 0, 对于任意 b ∈ Fq, fa(b) = 0. 故∑
χ∈(F×

q )∧

αb,χχ(a) = 0 (∀ a ∈ F×
q \{1}, b ∈ Fq).

令 Fb(χ) = αb,χ. 可以把 Fb(χ) 看做是关于 (F×
q )

∧ 的一个函数. 由 Fourier 变换的性质, 对任意 b ∈ Fq,
Fb(χ) (= αb,χ) 是 (F×

q )
∧ 上的一个常函数. 因为对任意 χ ∈ (F×

q )
∧ 和 b ∈ Fq, 都有 Fb(χ0) = αb,χ0 = 0,

αb,χ = Fb(χ) = 0. 方程 (4.2)又转化为
∑K
i=1 αiEi = 0. 显然这个方程成立当且仅当 αi = 0 (1 6 i 6 K).

以上证明了 {Ei : 1 6 i 6 K}∪{Eb,χ : b ∈ F×
q , χ ∈ (F×

q )
∧\{χ0}} 是线性无关的. 这就完成了定理 4

的证明.
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Constructions of approximately mutually unbiased bases and sym-

metric informationally complete positive operator-valued mea-

sures by Gauss and Jacobi sums

WANG WeiYang, ZHANG AiXian & FENG KeQin

Abstract Mutually unbiased bases (MUB) and symmetric informationally complete positive operator-valued

measure (SIC-POVM) are both important objects in quantum information theory. While people do not know

if there exists a complete MUB for non-prime-power dimension, several versions of approximately MUB have

been considered by relaxed the inner product condition. So far there are only finite number of K such that SIC-

POVMs in Ck have been found. As in the MUB case, several versions of approximately SIC-POVM have been

considered by relaxed the inner product condition. In this paper, we use the definitions of approximate MUB and
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SIC-POVM given by Klappenecker et al. For prime power q, we present simple constructions of q approximately

MUB (AMUB) for dimension q − 1, q + 1 AMUB for dimension q − 1, which shows the number of orthonormal

bases of an AMUB in Ck can be more than K + 1, and q AMUB for dimension q + 1 by Gauss and Jacobi sums.

We also present a construction of approximately SIC-POVM (ASIC-POVM) in dimension q − 1 by Gauss sum.

Keywords MUB, SIC-POVM, Gauss sum, Jacobi sum, complex spherical t-design
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