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摘要    基于以前重金属污染物在冲积河流中迁移转化的研究, 本文运用环境化

学、水力学、泥沙运动力学的基本原理并考虑到有关研究的最新进展, 推导建立

重金属污染物在冲积河流中迁移转化的数学模型, 并以平面二维模型为例给出详

细的推导过程和三个简化的计算实例. 该数学模型由水流控制方程、泥沙运动控

制方程、重金属迁移转化控制方程和悬移质泥沙颗粒相、推移质泥沙颗粒相和床

沙颗粒相重金属污染物吸附解吸型对流扩散方程组成. 重金属污染物迁移转化方

程是一个质量平衡方程, 它表明冲积河流中泥沙运动是如何影响重金属污染物迁

移转化的. 作为以前工作的一个重要进展, 悬移质颗粒相、推移质颗粒相和床沙颗

粒相重金属污染物吸附解吸反应动力学(或反应动力学简化为“型”)对流扩散方程

是室内静态实验结果的延伸, 它综合考虑物理输移, 即对流、扩散和化学反应, 这

里主要是吸附解吸作用. 应用本模型对三个简化的实例进行计算, 即模拟计算重

金属污染物在恒定、均匀挟沙水流中的迁移转化. 所得计算结果合理, 进一步阐明

泥沙运动在重金属污染物迁移转化中的作用. 理论分析和实例计算表明, 重金属

污染物在冲积河流挟沙水流中的迁移转化不仅具有一般污染物对流扩散的共性, 

而且具有因泥沙运动而带来的特性. 
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1  引言 

污染物的性质在数值模拟其在地表水环境中的

迁移转化和归宿起着重要的作用. 由于在天然河流、

湖泊和其它地表水体中, 总是存在泥沙运动. 因此, 

根据泥沙运动在污染物迁移转化中的作用, 污染物

可以分为两类. 它们分别是与泥沙运动无关的污染

物和与泥沙运动有关的污染物或者泥沙(颗粒)附着

的污染物[1~4]. 在低含沙水流中, 水温一般与泥沙运

动关系不密切, 可以认为是一种与泥沙运动无关的

引用格式: Huang S L. Equations and their physical interpretation in numerical modeling of heavy metals in fluvial rivers. Sci China Tech Sci, 2010, 53: 548−557, 
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典型污染物. 重金属污染物[4], 有机化学品, 特别是

疏水性有机化合物(HOCs)[5~7], 营养物, 如氮磷的盐

类[8], 某些细菌[9]和各种油类[10]是典型与泥沙运动有

关的污染物. 这些污染物在地表水环境中的归宿、迁

移转化和泥沙运动的关系十分密切, 泥沙颗粒可认为

是除水以外这些污染物最重要的载体. 部分由于泥沙

运动的作用[11], 部分由于缺乏资料验证模型[12](模型

包括水流运动、泥沙运动和污染物迁移转化. 因此, 验

证资料需包括上述三者), 数值模拟这些污染物在冲积

河流中的迁移转化是一件极具挑战性的工作[4].  

如今, 平面二维数值模拟模型越来越多被用来

研究与泥沙运动有关的污染物在地表水体中的迁移

转化. 尽管已充分认识到泥沙运动在与泥沙运动有关

的污染物归宿和迁移转化中的作用, 并已发表大量的

文献, 然而, 泥沙运动在描述这些污染物迁移转化的

模型方程中被过分简化, 泥沙运动的作用和影响通常

被简化成并称为“沉降和再悬浮”的项[4,5,7,12]. 因此, 描

述与泥沙运动有关的污染物迁移转化的方程是在传统

的对流扩散方程上加上“沉降和再悬浮”项(对于化学

品归宿模型方程还包括降解、光分解、挥发和水解等

项). 关于这方面详细的评述可见文献[4, 8, 10, 13]. 在

模型方程中存在的另一个问题是, 认为颗粒相污染

物浓度和水相污染物浓度之间可瞬间建立平衡. 许

多研究者怀疑这一假定的有效性和可靠性[4,8,13]. 

在以前的工作的基础上[4,14], 本文将水力学、泥

沙运动力学和环境化学的基本原理结合起来, 推导

和提出一个描述重金属在冲积河流中迁移转化的平

面二维数学模型. 未来的工作包括收集资料来验证

模型和用于解决实际问题. 重金属迁移转化方程阐

明, 冲积河流中泥沙运动在重金属污染物迁移转化

中的作用及其效果. 本文的主要工作是发展一组新

的方程, 它们被分别称为悬浮颗粒相重金属污染物

吸附解吸反应动力学(或反应动力学简化为“型”)对流

扩散方程, 推移质颗粒相重金属污染物吸附解吸反

应动力学(或反应动力学简化为“型”)对流扩散方程和

床沙颗粒相重金属污染物吸附解吸反应动力学(或反

应动力学简化为“型”)对流扩散方程. 这些方程通过

扩展和延伸室内静态实验结果于天然水体被推导出

来, 它们分别考虑颗粒相重金属污染物迁移转化的

物理和化学过程. 以前工作已指出[4,14], 冲积河流重

金属迁移转化数学模型控制方程包括水流运动控制

方程、泥沙运动控制方程、重金属迁移转化控制方程. 

由于平面二维模型水流和泥沙运动控制方程早已建

立和广泛应用[15], 本文主要讨论重金属迁移转化控

制方程及其物理意义. 本文认为, 通过增加不同于吸

附解吸的反应项, 如化学和生物化学反应项, 本文推

导模型方程可以推广和延伸来描述一般与泥沙运动

有关的污染物的迁移转化.  

2 重金属迁移转化(动力学)方程 

如前指出[2,4], 目前更合适建立重金属迁移转化

动力学整体数学模型, 而不是分相模型(分别就溶解

相、悬浮(质)颗粒相、推移(质)颗粒相和床沙(质)颗粒

相建立方程). 这一结论和以前工作中的其它简化和

概念被推广、延伸并应用在本文推导冲积河流重金属

迁移转化平面二维模型方程中[4,14].  

在水流中取一个控制体 dx×dy×(h + h3) (h = h1 + 

h2, 总水深), 如图 1 所示. 在整个水深范围内, 假定

它由三部分组成: 上部是悬移质泥沙和水流运动空

间; 中间部分是推移质泥沙和水流运动空间; 下部是

河床冲淤变形的区域.  

从主要研究重金属污染物迁移转化的角度出发, 

进一步假定如下[14]. 

1) 河床断面两侧孔隙水与河水交换相对较弱, 

且数量相对较少. 因此, 忽略断面两侧水下部分孔隙

水的质量. 

2) 河床变形区域内孔隙水相对整个断面也较小, 

因此忽略其中的重金属; 忽略生物化学作用传质, 不

考虑生物体对重金属的富集; 悬移质泥沙运动速度

完全同水流运动速度, 悬移质泥沙浓度较小; 河床坡

度较小. 

 

 

图 1  控制体积示意图 dx×dy×(h+h3), 并且 h = h1 + h2 
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3) 对于颗粒相浓度的变化(悬浮质颗粒相、推移

质颗粒相和床沙质颗粒相重金属污染物浓度), 吸附-

解吸是其生物-化学反应的主要机理.  

为推导清楚、方便起见, 定义如下参数: c 是溶解

相重金属污染物垂线(水深)平均浓度; u 和 v 分别是 x

和 y 方向水流和悬移质泥沙垂线平均流速; wx 和 wy

分别是 x和 y方向推移质泥沙和水流垂线平均流速; ss

和 sb分别是垂线平均的悬移质和推移质泥沙浓度; Ns, 

Nb 和 Nm 分别是垂线平均的悬移质泥沙颗粒相(悬浮

颗粒相)重金属污染物浓度、推移质泥沙颗粒相(推移

颗粒相)重金属污染物浓度和床沙质泥沙颗粒相(床

沙颗粒相)重金属污染物浓度(或者说, 单位重量悬移

质泥沙、推移质泥沙和单位面积床沙重金属污染物吸

附量); h1, h2 和 h3 分别是悬移质泥沙(水流)占据的水

深、推移质泥沙(水流)占据的水深和河床变形的深度; 

ρs 是泥沙颗粒的比重; p′是河床的孔隙度; h 是水深(= 

h1+h2), t 是时间.  

(i) 进、出该控制体的重金属 

水相(溶解相): 

ρ ρ

ρ ρ
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于是在 dt 时间内总的进、出差为 

( ) ( )

ρ ρ

ρ ρ
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     (1) 

(ii) dt 时间该控制体内重金属的增量 

水相(溶解相): 
ρ ρ

⎡ ⎤⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂
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已经指出, 对于床沙质泥沙, 吸附解吸在数天之内

发生在很薄的一层泥沙内[14,16]. 因此, 为简单起见, 床沙

质泥沙上重金属的增量可表达为 ′∂ ∂ −m[ d d (1 )]dt N x y p t  

(另外一种方式是, 先定义吸附解吸活性深度Δh, 因

此增量可表达为 m[ d d (1 )]dt N x y h p t′ .∂ ∂ Δ −  值得注意

的是, 在这两种情况下 Nm 的单位是不同的).  

如果河床底坡在 x 和 y 方向比较大, 面积 dx×dy

需要进行修正. 这一点总是可以在计算机程序中加

以考虑的.  

总的重金属增量是 

( )
ρ ρ
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考虑到质量平衡, 因此 
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 (3) 

按照以前工作中的方法[2,14], 并简化和重新组合

可得  
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式中 Ex 和 Ey 分别是 x 和 y 方向水流综合紊动扩散系

数; Ex
s 和 Ey

s 分别是 x 和 y 方向悬移质泥沙综合紊动

扩散系数.  

方程(4)即是冲积河流泥沙均匀时重金属污染物

迁移转化平面二维模型方程. 方程中每一项的物理

意义如下: (I)项是溶解相重金属污染物浓度的变化. 

如果为零 , 它即是一般(示踪)污染物的对流扩散方

程. 对于重金属污染物, 由于泥沙运动对其迁移转

化的影响和化学反应, 它一般不等于零. 因此, 总起

来说, 方程(4)的右边是泥沙运动和化学反应对重金

属污染物迁移转化的影响. (II)项是河床变形对其迁

移转化的影响; (III)项是床沙质泥沙(或者说“底泥”)

吸附解吸重金属污染物的影响; (IV)项是推移质泥沙

运动的影响; (V)项是悬移质泥沙吸附解吸重金属污

染物的影响; (VI)项推移质泥沙吸附解吸重金属污染

物的影响.  

在大多数冲积河流中, 推移质泥沙运动一般较

小, 可以忽略. 此时有 h2 = 0 和 h = h1; 因此, 方程(4)

可进一步简化为 

ρ
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− + + − −⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎣

3 m
s

s ss s s s s s
s s s

1 1

1

 

x y

x y

c c c c c
u v hE hE

t x y h x x h y y

h p N
N

h t h t

N N N s N s N
s s u s v E E

t x y x x y y

⎤

⎦
s .

(5) 

对于均匀和非均匀泥沙, 冲积河流重金属污染

物迁移转化一维或者三维模型方程可相类似的导出

或者见参考文献[2].  

3 重金属污染物吸附解吸反应动力学(或
反应动力学简化为“型”)对流扩散方程 

3.1 等温吸附模型和吸附动力学方程 

已经进行许多的室内静态实验来研究重金属污

染物从泥沙和土壤颗粒物上的吸附解吸行为 [16~20]. 

主要通过拟合室内静态实验资料, 已提出若干吸附

解吸等温线模型和动力学模型[21~23]. 总结现有文献

研究成果, 吸附解吸等温线和动力学模型和吸附质

(重金属)、吸附剂(土壤和沉积物颗粒)、溶液、时间

和环境因素有关.  

在以前的工作中[14], 曾提出冲积河流重金属污

染物迁移转化数学模型由水流控制方程、泥沙运动控

制方程和“重金属污染物吸附解吸反应动力学方程”

组成. 冲积河流重金属污染物吸附解吸反应动力学

方程(6)是直接将室内静态实验研究成果推广到天然

河流水体(只是将原来的全微分改成偏微分).  

 1 ( )
N

k C b N k N
t

∂
= − −

∂ 2 ,  (6) 

式(6)中 C 是溶解相重金属浓度; N 是单位重量泥沙吸

附量(或者颗粒相重金属污染物浓度); k1是吸附速率系

数; k2是解吸速率系数; b 是单位重量泥沙饱和吸附量; 

t是时间. 方程(6)的物理意义是, 单位重量泥沙吸附量

随时间的变化速率与溶解相浓度 C 和剩余吸附能力

的乘积成正比, 与已吸附的量 N 成反比.  ( )bN�

如前文指出[14], 有悬浮颗粒相重金属、推移质相

重金属和床沙质(底泥)颗粒相重金属吸附反应动力

学方程. 实际上, 对流和扩散也引起悬浮颗粒相重金

属、推移质颗粒相重金属和床沙质(底泥)颗粒相重金

属污染物浓度随时间和空间变化. 基于这一事实, 本

文导出新的方程, 即颗粒相重金属污染物吸附解吸

反应动力学对流扩散方程或者称为颗粒相重金属污

染物吸附解吸型对流扩散方程.  

3.2  重金属污染物吸附解吸型对流扩散方程 

对于某个重金属, 泥沙吸附解吸重金属受到许多

因素的影响, 包括(环境)化学和生物学条件、水力和

泥沙条件等. 在天然河流中, 对于某个河段在某一具

体时段内, 化学和生物学条件一般变化不大. 与此相

比较, 水力学和泥沙条件一般呈现较大的变化[24]. 因

此, 从工程应用的角度出发, 对于某个具体的河段在
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某一时间段内可认为, 化学和生物条件基本保持不

变. 因此, 室内静态实验的概念和结果对于冲积河流

中的一个较小的控制单元(控制体)依然有效, 即方程

(6)能够被用来描述天然河流中的吸附解吸现象. 然

而在天然河流中, 物理输移, 即对流和扩散以及化学

反应, 即吸附解吸影响颗粒相重金属污染物浓度变化. 

特别地, 在可简化成二维水流的情形下, 均匀悬移质

泥沙颗粒相重金属污染物浓度的变化可表示为 

 
s ss s s s

s s s
1 s 2( ) ,

N N
x y

s

sN N N N N
u v E E

t x y x x y y

k c b N k N

∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞∂ ∂⎛ ⎞
+ + − − ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

= − −

 
(7)

 

式中 sN
xE sN

yE
s
1 ,k s

2k

和 分别是 x 和 y 方向悬移质颗粒相重金

属污染物浓度综合紊动扩散系数;  bs 和 分别是

悬移质泥沙的吸附速率系数, 单位重量悬移质泥沙的

饱和吸附量和悬移质泥沙的解吸速率系数.  

从方程(7)可见, 引起冲积河流悬移质泥沙颗粒

相重金属污染物浓度时空变化的因素, 即物理输移

(方程左边第二项至第五项)和化学反应(右边项)都被

考虑.  

对于均匀推移质泥沙颗粒相重金属污染物浓度, 

它的变化方程是 

 
∂ ∂ ∂

+ + = − −
∂ ∂ ∂

b b bb b b
1 b 2( )x y

N N N
w w k c b N k

t x y b ,N  (8) 

式中  bb 和 分别是推移质泥沙的吸附速率系数, 

单位重量推移质泥沙的饱和吸附量和推移质泥沙的

解吸速率系数.  

b
1 ,k b

2k

由于推移质泥沙一般以滑动、跳跃和滚动前进, 

因此, 推移质泥沙运动方程中没有扩散项. 同样地, 

在方程(8), 即推移质泥沙颗粒相重金属污染物浓度

的变化方程中也不出现扩散项.   

对于均匀床沙质泥沙(河床断面湿周上的泥沙)

颗粒相重金属污染物浓度, 它的控制方程仍然是重

金属污染物吸附解吸反应动力学方程, 不需要考虑

对流和扩散的影响.  

 m m mm
1 m 2( )

N
k c b N k N

t

∂
= − −

∂ m ,  (9) 

式中  bm 和 分别是床沙质泥沙的吸附速率系

数, 单位重量床沙质泥沙的饱和吸附量和床沙质泥

沙的解吸速率系数.  

m
1 ,k m

2k

方程(8)和(9)可认为是方程(7)的特殊情形, 在本

文中它们被称为颗粒相重金属污染物吸附解吸反应

动力学对流扩散方程或者称为颗粒相重金属污染物

吸附解吸型对流扩散方程.  

对于冲积河流非均匀泥沙, 已经证实方程(7), (8)

和(9)对于每一粒径组泥沙依然适用[25].  

4  冲积河流重金属迁移转化数学模型 

上面两节导出的方程和水流、泥沙运动控制方

程组成重金属污染物迁移转化数学模型. 对于非均

匀沙的处理, 详见文献[2,14,23,25]. 具体而言, 它们

是水流连续方程、水流动量方程、泥沙输移方程、

河床变形方程、挟沙力公式、重金属污染物迁移转

化方程, 即方程(5)和(6)以及颗粒相重金属污染物吸

附解吸型对流扩散方程, 即方程(7), (8)和(9). 为清

楚和节省篇幅起见, 本文不详述水流、泥沙运动控制

方程以及求解它们的数值方法. 有兴趣的读者可参

见文献[15]. 求解方程(7)和(8)的数值方法同上面提

到的相同[15].  

5  模型方程的应用和讨论 

上面提出的模型被应用到 3个简化的情形. 在这

些情形中, 水流恒定、均匀泥沙平衡输移, 没有河床

变形和推移质泥沙运动. 在实例 1 中, 污染进口来流

和干净无污染进口来沙; 初始水流、悬移质泥沙和床

面泥沙是干净无污染的. 在实例 2 中, 进口来流在某

个时刻被污染(脉冲污染), 而来沙干净; 初始水流、

悬移质泥沙和床面泥沙是干净无污染的. 对于上面

这两个实例, 为进行比较计算了无泥沙的情况(或者

简单说, 既没有悬移质泥沙也没有床面泥沙的吸附

解吸). 在实例 3 中, 初始床面泥沙是污染的, 而水流

和悬移质泥沙干净无污染; 进口来流和来沙干净无

污染. 通过上面三个实例的计算, 可进一步阐明泥沙

运动在重金属污染物迁移转化中的作用.  

在均匀泥沙输移, 且没有推移质泥沙运动和河

床变形的条件下, 水流泥沙运动和重金属迁移转化

控制方程可简化如下. 

水流: u = constant, v = 0, h = constant, Ex = 

constant, Ey = constant. 

泥沙: 
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ω
⎛ ⎞∂

= = = ⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠
= =

s3
0

s * s

s s

0, ,

cons tan ,  cons tan ,

m

x y

z u
s s k

t gR

E t E t

 

式中  z0 是河床高度; s*是悬移质泥沙挟沙力; ks 和 ms

是常数.  

考虑并带入水流泥沙运动条件, 重金属迁移转

化方程可从方程(5)简化得到 

 
s sm

s s

1 1

1

x y

c c c c
u hE hE

t x h x x h y y

N NNp
s s u

h t t x

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞+ − − ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
′ ∂ ∂∂− ⎡ ⎤

= − − +⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎣ ⎦
.

 

(10)

 

考虑并带入水流泥沙运动条件, 悬移质泥沙颗

粒相重金属污染物吸附解吸型对流扩散方程可从方

程 7 简化得到 

 
s ss s s

s s s
1 s 2 s( )

N N
x y

sN N N
u E E

t x x x y y

k c b N k N

∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞∂ ∂⎛ ⎞
+ − − ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

= − − .

N

 

(11)

 

床沙质泥沙颗粒相重金属污染物吸附解吸型对

流扩散方程同方程(9). 

 m m mm
1 m 2( )

N
k C b N k N

t

∂
= − −

∂ m .  (12) 

计算水槽宽 25 m、长 300 m、水槽内水深 2.5 m、

流量 65.12 m3/s. 河床底坡和水面坡度相同, 为 0.0002; 

曼宁阻力系数 n 是 0.025. 泥沙粒径是 0.015 mm、沉降

速度 0.0141 mm/s. 计算网格是均匀正方形, 边长 5 m. 

在计算中 ,  选择抛物线涡粘滞系数模型(parabolic 

eddy-viscosity model), 全滑移壁边界条件. 时间步长 

2 s. 在上述条件下, 模型计算的其他水流泥沙运动常

数如下 : x 方向流速 u=1.04 m/s; Ex=Ey=
s s
x yE E= =  

sN sN
x yE E= =0.0125 m2/s; ss

 = s*
 =1.8378 kg/m3.  

相同水流参数而没有泥沙运动的污染物输移方

程如下:  

 
1 1 0.x y

c c c cu hE hE
t x h x x h y y

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞+ − − =⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 (13) 

基于镉污染物的室内静态实验[2,16,22,23], 方程(11)

和(12)右边中系数取值如下: 对于实例1和2: bs =0.534 

mg/g, =0.0076 L/mg s, =0.00084 1/s, = 0.00076 

L/mg s, =0.000084 L/s, bm=5.34 g/m2; 对于实例 3: 

= 0.0076 L/mg s, = 0.00084 L/s, bs=0.534 mg/g, 

=0.0000071 L/mg s, =0.00000132 1/s, bm = 5.34 

g/m2.  

s
1k

k

s
2k m

1k

m
2

s
1k

m
1k

s
2k

m
2k

事实上, 在恒定、均匀流不冲不淤(均匀沙)以及

进口污染物浓度横向分布均匀的条件下, 所有浓度

的横向分布没有变化. 为节省空间和简化起见, 本文

只给出沿水槽中心线的结果和相应的讨论.  

5.1 实例 1 进口来流连续污染、干净无污染来沙  

在进口来流连续污染、进口干净无污染来沙的条

件下, 相应的边界条件和初始条件如下(为简洁起见, 

c代表 c(x, y, t), Ns代表Ns(x, y, t)和Nm代表Nm(x, y, t)):  

= =

== =

= =

= = =

∂∂
=

∂ ∂

0 0 s 0

s
0

s 0 m

, and 1 m

= =

= =

0

0

g / L, 0,

0, 0, 0,

0, 0,

x x

x L t

t t

c c N

Nc
c

x x

N N

x L

c

 

式中 L(=300 m)是水槽长度.  

由于进口污染来流连续不断流入, 悬移质泥沙

和床沙质泥沙颗粒相镉重金属浓度随时间增加而增

加, 如图 2 和 3 所示, 并且水槽内不同时刻悬移质泥

沙颗粒相镉重金属浓度的最大值总是出现在溶解相

镉重金属浓度的前锋附近. 这是因为悬移质泥沙和

水流、镉离子一起运动, 前锋附近的悬移质泥沙有更

长的时间吸附镉离子. 对于床沙质泥沙, 水槽内不同

时刻床沙质泥沙颗粒相镉重金属浓度的最大值总是出

现在进口. 这是因为床沙质泥沙静止床面, 进口的水

相镉离子浓度一直最高, 如图 2 所示.  

 

 

图 2  实例 1 水槽中溶解相和泥沙颗粒相镉 
浓度的沿程变化 
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图 3显示水槽从上游起 100处溶解相镉浓度和悬

移质泥沙和床沙质泥沙颗粒相镉浓度随时间变化 . 

这里溶解相镉浓度和悬移质泥沙和床沙质泥沙颗粒

相镉浓度开始随时间增加很快; 一定时间后(如 150 s

后), 床沙质泥沙颗粒相镉浓度随时间继续增加, 而

悬移质泥沙颗粒相镉浓度随时间增加很少, 而且溶

解相镉浓度随时间也增加很少. 悬移质泥沙颗粒相

镉浓度和溶解相镉浓度的这种变化属于“动态平衡”, 

它是由方程(11)和(12)确定的, 完全不同于室内静态

实验中的平衡, 它是由吸附等温线确定. 为区别起见, 

室内静态实验中的平衡可称为“静态平衡”, 尽管室

内静态实验中的平衡本质上也是一种“动态平衡”. 

如室内静态实验表明, 泥沙吸附镉离子在 1800 s 内

达到平衡状态, 并且符合兰格茂尔吸附等温线[2,22,23], 

当平衡镉离子浓度为 0.572 mg/L, 室内静态实验中平

衡颗粒相镉浓度为 0.448 mg/g, 远大于这里的数值, 

大约为 0.208 mg/g.  

由于泥沙吸附, 水槽内有泥沙运动时溶解相镉

离子浓度小于没有泥沙运动的, 如图 4 所示. 33 s 时, 

水槽内有、无泥沙运动溶解相镉离子浓度差别不大; 

随时间增加, 如 168 s 时, 水槽内有泥沙运动时溶解

相个离子浓度远小于没有泥沙运动的.  

5.2 实例 2 进口来流瞬时污染及干净无污染来沙 

当进口来流瞬时(某时段)污染, 而进口来沙干净

无污染时, 边界条件和初始条件可总结如下:  

δ

δ

= = = =
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= = = =

≤ ≤⎧
= =⎨
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∂∂

= = =
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≺ ;

0 s 0 m 0 0 0
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s 0
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0; 0; 0.

t t t x

x x L x L

c N N c c

t
t c

t t

Nc
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x x

t

 

从图 5 清楚可见, 水槽中不同时刻, 悬移质泥沙

颗粒相镉浓度的峰值总是和溶解态镉离子的峰值一

起出现. 这是因为溶解态镉离子、悬移质泥沙和水流

以同样速度一起运动. 由于紊流扩散(实际这里还有

泥沙吸附), 溶解相镉离子浓度峰值随时间(向下游输

移)减小; 悬移质泥沙颗粒相镉浓度峰值在计算时间

内的确也略有减少(如比较 93 和 168 s 的数值). 由于

床面泥沙不运动而且溶解相镉离子浓度最大值出现

在进口(开始时), 因此, 床沙质泥沙颗粒相镉浓度最

大值在本文模拟的时间内出现在进口, 床面泥沙随

溶解相镉离子向下游输移而逐渐污染. 

 

图 3  实例 1 水槽 100 m 处溶解相和泥沙颗粒 
相镉浓度随时间变化 

 

图 4  实例 1 有、无泥沙运动水槽内溶解 
相镉浓度的比较 

 

图 5  实例 2 水槽中溶解相和泥沙颗粒相镉 
浓度的沿程变化 
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在水槽 100 m 处, 如图 6 所示, 悬移质泥沙颗粒

相镉浓度随时间的变化与溶解相镉离子的相似. 当

溶解相镉离子来到后, 床沙质泥沙颗粒相镉浓度增

加; 当溶解相镉离子离开后它达到最大值. 然后, 床

沙质泥沙颗粒相镉浓度开始解吸释放(由于时间很短, 

解吸量很小). 很明显, 由于泥沙吸附, 水槽内不同时

刻有泥沙运动的溶解相镉离子浓度小于没有泥沙运

动的, 如图 7 所示, 而且随着泥沙吸附进行, 有泥沙

吸附的溶解相镉离子浓度与没有泥沙吸附的差别越

来越大.  

5.3 实例 3 初始床面泥沙污染、来流和来沙干净无
污染 

在实例 3 中, 开始床面泥沙被污染, 而水和悬移

质泥沙干净无污染; 在进口, 来流和来沙干净无污染. 
 

 

图 6  实例 2 水槽 100 m 处溶解相和泥沙颗粒 
相镉浓度随时间变化 

 

图 7  实例 1 有、无泥沙运动水槽内溶解 
相镉浓度的比较 

因此, 如下方程成立: 

= = =

= = = =

= = =

∂∂
= = =

∂ ∂

2
0 s 0 m 0

s
0 s 0

0; 0; 0.3 kg/m ;

0; 0; 0; 0.

t t t

x x x L x L

c N N

Nc
c N

x x
=

 

在上述条件下, 计算结果如图 8 和 9 所示. 由于

进口来流和来沙干净无污染, 且初始床面泥沙被污

染、水槽内水流和悬移质泥沙干净无污染, 因此床面

泥沙开始解吸释放, 即床沙质泥沙颗粒相镉浓度随

时间增加减小, 如图 8 和 9 所示; 水流和悬移质泥沙

因此被污染, 而且随时间增加, 污染水平加重. 由于

上游干净来流的持续稀释作用(包括干净无污染悬移

质泥沙的吸附作用), 不同时刻水槽内溶解相镉离子

浓度和悬移质泥沙颗粒相镉浓度从进口逐渐增加 , 

一定距离后趋于稳定. 这是因为干净无污染的水(和  

 

 

图 8  实例 3 水槽中溶解相和泥沙颗粒相镉 
浓度的沿程变化 

 

图 9  图 6 实例 3 水槽 100 m 处溶解相和泥沙颗粒 
相镉浓度随时间变化 
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悬移质泥沙)还没有运动到这里. 从图 9可见, 离上游

进口 100 m 处床沙质泥沙颗粒相镉浓度一直减少(不

同时刻的解吸释放量是不同的, 实际随时间增加减

少). 此处溶解相镉离子浓度和悬移质泥沙颗粒相镉

浓度初始增加很快, 然后, 如 150 s 后, 增加很少. 这

种“动态平衡”是由方程(11)和(12)确定的, 不同于室

内静态实验中的吸附平衡. 为相区别, 室内静态实验

的中吸附平衡不妨定义为“静态平衡”.   

尽管本文讨论的 3个计算实例非常简单, 并且模

拟计算时间有限, 但是如前述, 它们的确可以帮助我

们进一步理解冲积河流中泥沙运动在重金属污染物

迁移转化中的作用. 众所周之, 世界上许多河流含沙

量较高, 因此这种“作用”需要仔细研究和考虑. 

6  结论 

基于以前的工作, 本文提出冲积河流重金属污

染物迁移转化数学模型. 模型控制方程包括水流连

续方程、水流动量方程、泥沙输移方程、河床变形方

程、挟沙力公式、重金属污染物迁移转化方程和重金

属污染物吸附解吸型对流扩散方程. 这后一方程不

同于“重金属污染物吸附解吸反应动力学方程”, 它

同时考虑物理输移即对流和扩散对颗粒相重金属污

染物浓度的影响. 重金属污染物迁移转化方程本质

是一个质量守恒方程, 它阐明泥沙运动在重金属污

染物迁移转化中的作用. 新导出的“重金属污染物吸

附解吸型对流扩散方程”同时考虑物理输移 , 即对

流、扩散和化学反应即吸附解吸. 它描述悬移质、推

移质和床沙质泥沙颗粒相重金属浓度随空间和时间

的变化.   

为验证模型并进一步阐明泥沙运动在重金属污

染物迁移转化中的作用, 本文采用本模型和实验室

参数对三个简化的实例进行计算. 计算结果合理. 理

论推导、分析和实际计算均表明, 重金属污染物在挟

沙水流中的迁移转化不仅具有一般示踪污染物对流

扩散的共性, 而且具有受泥沙运动作用而引起的特

性. 和前模型比较, 本模型理论上更完善和可靠, 能

够扑捉重金属污染物迁移转化所发生的全部现象和

过程.  

与重金属迁移转化计算相关的参数即 b, k1 和 k2

具有清除的物理意义, 能够通过简单的室内试验确

定. 综上可见, 模型适合于实际应用. 毫无疑问, 本

模型将在实际应用中进一步完善和提高. 本文认为, 

通过添加那些不同于吸附解吸的项, 本模型可以推

广延伸至其它与泥沙运动有关的污染物. 

符号 

x 和 y : 平面两个方向的坐标轴;  

dx 和 dy : 在 x 和 y 方向的微分增量; 

h1, h2 和 h3: 水深方向上被悬移质泥沙(流水)、推

移质泥沙(流水)和河床变形占据的深度;  

h :  水深(=h1 + h2);  

c :  水深平均的溶解相重金属污染物浓度;  

u 和 v: x 和 y 方向水深平均的流速(流水和悬移质

泥沙);  

wx and wy: x 和 y 方向水深平均的推移质流速(推移质

泥沙和流水);  

ss 和 sb: 悬移质和推移质泥沙浓度;   

Ns, Nb 和 Nm: 水深平均的悬移质泥沙、推移质泥沙

和床沙质泥沙颗粒相重金属浓度(单位重量悬移质、推移质

泥沙和单位面积床沙重金属吸附量);  

Δh: 床面泥沙吸附解吸重金属活性深度;  

ρs : 泥沙颗粒的干容重;  

p′ : 河床孔隙率;  

Ex 和 Ey: 水流 x 和 y 方向的综合紊动扩散系数;  
s
xE 和 : 悬移质泥沙 x 和 y 方向的综合紊动扩散系

数;  

s
yE

N : 室内静态试验中任意时刻颗粒相重金属浓度;  

C : 室内静态试验中任意时刻溶解相重金属浓度;  

k1, k2 和 b:  吸附速率系数、解吸速率系数和饱和

吸附量 

sN
xE 和 sN

yE : x 和 y 方向悬移质泥沙颗粒相重金属

浓度综合扩散系数;  
s
1k , 和 bs: 悬移质泥沙颗粒相重金属的吸附速

率系数、解吸速率系数和饱和吸附量;  

s
2k

b
1k , b

2k 和 bb: 推移质泥沙颗粒相重金属的吸附速

率系数、解吸速率系数和饱和吸附量;  
m
1k , 和 bm: 床沙质泥沙颗粒相重金属吸附速率

系数、解吸速率系数和饱和吸附量;  

m
2k

z0 : 河床高程;  

c0 : 设定的溶解相重金属离子浓度;  

δ (t) : δ 函数;  

L : 模拟水槽长度;  

s* : 悬移质泥沙挟沙力;  

ks 和 ms: 悬移质泥沙挟沙力公式中的系数. 
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