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摘 要

本文主要结果可叙述如下
:

设 函教f ( :
) 于x) :。

连续
.

设u ( 幻 于
, ) x 。

为正
、

连续
、

增函数
,

并且

il m U (
: ) 一 co

.

则按照

花二 f (
二 ) _

。

几1 1 1二

—
一

U
二 . 二 U (二 )

*
, , _ _

了(幻 _
; .

J为 u 月J J 二二二厂代犷 一
U ,

万二畜 日 Lx )

函数 f ( 二 ) 分别有一个关于 u (劝 的上波利雅峰序列或有一个关于 U (劝 的下波利雅

峰序列 (参阅定义 3 .)

引 言

波利雅峰的概念起源于 G
.

6P ly
。
的一个关于序列的定理 1[]

.

5
.

M
.

Sh ha 2[] 首先得 到关

于一个连续变数的函数与 6P vla 定理相应的定理
,

后又由 A
.

dE ier 与 w
.

.H .J F cu hs 独立

地得到 3[]
.

A
.

dE ier 给出了波利雅峰的序列的定义并证明了它的存在性
“ ’ “ ,

” , . 波利雅峰的概

念在近代的亚纯函数的理论中起着重要的作用
.

本文的 目的是阐明波利雅峰的概念与型函数

的概念的密切联系
,

并给出关于波利雅峰的几个已知定理的一些推广
.

一
、

关于型函数的两个定理

定义 1
.

设函数 矛(幻 于
x ) 。

有定义
.

我们说 f (劝 于
x ) 。

为分段连续可微
,

如果存

在一个序列
x 。

(
n ~ o , l , 2 ,

… ) 满足
二。

~ a , x ,

< x 。 + ,
(

, ,
~ o , 1

,

2 ,

一 )
, lim x 。

~ co
,

并且对于每一值
, ,

在区间
: 。

成 x 簇 x 。 + :
上 f (幻 恒等于一个在此区间上为连续可 微 的 函 数

g
。

( 二 )
.

定义 2
.

设 f (二 ) 及 抓幻 为定义于
x ) 。

的函数
,

我们说 g (幻 上连系于 f (劝
,

如果存在

一数 A ( A 〕 a) 及一趋于 co 的序列 xn (x
。

异 a) (,, 一 l , 2 ,

… )
,

使

f (二 ) 成 g (
二 ) (

x ) A )
,

f (
x 二

) ~ g ( x 。

) (
n = l

,

2
, : 二 )

.

定理 1
.

设 f ( x ) 于
x ) x 。

为连续的函数
,

并且 ill u f。 ) 一 。
.

又设 ;l( 劝 于
才 ) 二。 为正
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的
、

连续的函数
·

并且
!二

。
佃 dx 发散

·

则存在一函数 尸
帕 满足下列条件:

l) F (
二 ) 于

x ) 介为单调
、

分段连续可微并且 五m F (幻 ~ 。
.

2 ) IF
`

(二 ) 1 < 刃 ( , ) (
x 妻 x。 )

.

3 ) F (二 ) 上连系于 f (二 )
.

证
.

考虑函数

, 一 , (: , 一

!:
。

, (· ,`
· (· ) 一 )

及其反函数
x ~ 价 ( y ) (夕李 o )

.

易知函数 g勿 ) 一 f {价 ( y ) } (夕 〕 o ) 满足文献 [ 5 ; b ]的定理

4 的假设条件
.

故存在一函数 G (刃 满足此定理的结论中的前两个条件及关于 g ( y ) 的第三个

条件
.

易知函数 F (约 ~ G毛甲 (幻 } x( 多 肠 )即满足定理 1中三个条件
.

定理 2
.

设函数 f( 幻
, 了 (t )

,

占如 ) 及 , (力 分别满足下列条件
:

f ( : )于
x 〕 x 。

(
x 。

> 0 ) 为连续并且 lim j。 ) ~ co
.

1 ( t )于 t ) t。 ( ,
。 > o ) 为正

、

连续
、

非增
,

并且 } 了 ( t ) `
t
收敛

.

。 ( , )于 , 李 , 。 ( ,
。
> 。 )为正

、

连续
、

非增
·

并且
!二

“ ( , ) ` , 发散
·

甲 ( y ) 于 夕 ) 夕。

为连续
、

增
,

并且 甲。
。

) = x 。 , il m 甲 ( , ) 一 co
.

则存在一函数 F (幻 满足下列条件
:

1) F (二 ) 于
x ) x 。

为连续
,

非减并且 li m F (二 ) ~ co
.

2 ) F ( : ) ) t。 (
x ) x 。

)
.

3 ) F {甲 [少。 ) + 了 ( F 。 ) ) ] } 一 F (
二 ) < 占{价 ( : ) } (

x 》 x 。

)
,

其中 必(
:
) (

二 ) x 。

) 为 沪 ( , )

的反函数
.

4 ) F ( : ) 上连系于 f伽 )
.

证
.

定义函数 f、 ( y ) (夕 ) 0 )
, 丁 , ( t

) (
t ) 0 ) 及 吞; ( , ) (夕夯 o ) 如下

:
-

f l ( y ) ~ 了(
x 。

) ( 0 簇 y < y。 )
,

f
,

( y ) ~ t {甲 ( y ) } ( y ) y。 )
,

了 l

( t ) ~ 1 (
,。

) ( o 毛 t < t。

)
, 了 ,

(
t ) ~ 下 (

t ) (
t ) t 。 )

,

占, ( , ) ~ 占 (夕
。

) ( 0 ( 夕 < 夕。 )
, 占1 (夕) ~ 占 (夕) (夕 ) 夕。

)
.

显然 f l (刃
, 1 ,

(t )
, , , (刃 分别满足文献 [ 5 ; b] 的定理 3 的假设 条件

.

故存在 一 函数 F l (力

( y ) 0) 满足此定理关于 丫 、 ( )t
,

饥 (力 和 f
l

(刃 的条件的结论
.

取一适当大的值 y ,

> 。 ,

使

r : (夕 ) > t。 ( 夕 ) 少,
)

然后定义一函数 F尹(力 ( y ) 0) 如下 :

F尹(夕) ~ 尸 1 (夕
l

) ( o 攫 夕 < ;
, : )

,

F 尹( y ) 一 F , ( , ) (夕 ) 夕1
)

,

并设

F (、 ) = F尹{沙 (x ) } ( x ) : 。

)
.

则易知 F (劝 满足定理 2 的 1 )
,

2)
,

D
.

再注意由不等式

F ,

( 夕 + 了 , LF
I

(夕) J) 一 F l (夕) < 占, (夕 ) (夕 ) o )
,

( l )
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可以推出

F犷 (夕+ 了 :[ F犷 (夕 ) ])一 F产 (y) <占 : (夕少 (夕 ) o)
。

(2)

事实上
,

若 y 》 y , ,

则 (2 ) 式即为 l( ) 式
.

现设 o 毛 y < yl
,

并分别两种情形
:
若

y + 了 、 [ F ,
( , ,

) ] < , 1, `

则 ( 2 ) 式的左边为零
.

若

夕 + 丫 ; [ F ;
(夕

l ) ] ) y , ,

则 ( 2) 式的左边为

F 、
(夕 + 丫 1

[ F ;
(少

l ) ] ) 一 F ,

( y
、 ) 提 F , (夕

、
+ 丫 1

[ F
I

( y ,
) ] ) 一 F I

(夕
,

) < 占 ,

(夕:
) 《 占,

( y )
.

我们有

F {甲 [必 (二 ) + v ( F (二 ) ) ] } ~ F护{沙( 二 ) + 了 ( F ( x ) ) }

~ F尹{币 ( : ) + 丁 、 [ F广(价( 、 ) ) ] } < F尹{必 (二 ) } + 占: {价( 二 ) }

~ F ( 劣 ) + 占毛必 ( :
) } (

x 》 二 。
)

.

二
、

定理 1 的几个推论

定义 3
.

设函数 尹(劝 及 U (幻 定义于
x ) 。 ,

其中 U (幻 于
x ) “

为增并且无界
.

手划门

称一个序列 ` ( 。 ~ l , 2 ,

…
劣 乃

) 为 了(
二
) 的一个关于 U (幻 的上波利雅蜂序列

,

如果

> a
(

, ~ , 2 ,

… )
, il m , ,

= oo
,

并且存在三个序列式
,

汀
, 。 。

(n ~ l , 2 ,

) 满足下列条件
:

一 )
口 < 二

二< x ,

< x
犷

, e 。

) o (
。

一
, 2 ,

… )
.

2 ) 当
,
一 co 时

, 大二
, U。

。

) 一 U (
x二) 及 U (

x 扩) 一 U (
二。

) 均趋于 co 并且 。
二

趋于 0
.

3) 对于每一值
, ,

有

少( 二 ) 《 f (
x 。

) + 。
,

(
x 二< x < x 万)

.

( 3 )

类似地可以给出序列 心 (
,
~ 1 , 2 ,

… ) 为 了(劝 的一个关于 U (劝 的下波利雅峰序列的

定义
,

不同处只是将 ( 3 ) 式换为

f ( , ) 〕 f (
x ,

) 一 舀
。

(
x 二< x < 二 :,’ )

.

定理 3
.

设 了(幻 于
x ) : 。

(
x。 > 的 为连续函数

,

并且

而 2互兰2 一 。
常 咔 , r

则 声(约 有一个关于
x
的上波利雅峰序列

.

证
.

取一值
召 > m a x

( l , x 。

)
,

并定义函数 刃。
( : ) (

: 李 x 。
) 如下 :

刃。 (二 ) ~
1

a l o g a
(
x 。

(
x < a

)
,

, 、
1

刃。戈万夕 一 一
,

-

工 1 0 9 工

( : ) 。
)

.

根据定理 1存在一函数 G (劝 满足下列条件
:

一) ` ( , ) 于
x ) x 。

为分段连续可微
,

并且 lim G ( 二 ) ~ o

2 ) {G
`

( , ) i < 刀。
(二 ) (

x ) x 。

)
.

3 ) 存在一值 X > x 。

及一趋于 co 的序列 九 (丸

f (
二 ) ( x G (二 ) (

x 李 X )
,

f ( :
,

) ~

> ZX ) (
,

~ 1

二。

G (
二 。

) (
。 一

2 ,

… )
,

使

z , 2 ,

… )
.
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我们有

( x` ( x) )
’

~ xG
’

( x) + G (二 )
,

! (
x G ( x ) )

,

! <
1

Io g x
+ }G ( 二 ) } ( x ) 凉 )

,

故有

11
, ; 〕

( x G ( x ) )
’

一 O

令
s u p } (

了 G ( 丫 ) )
’

1
,

智
` 《 今

,
。

一 m a、

(鱼
,

了
,

云、
\ X , ,

玩。毛
1一八+丛 毛 二 ,

一 生 < 二 ,

< 二 。

Z P
。

故当

1一nP
十

x ,

一 上 < 二
<

二。

P
n

时
,

有

f (二 ) 一 f (
二 ,

) ( : ` ( 二 ) 一 二 ,

。 (
x 。

) 毛
一

吧性 成了蔽一
P

。

由于

。
。

) 0 , il m 阴
。

~ 0
,

故序列
: ,

( ,
~ 1 , 2

,

… ) 为函数 f (幻的一个关于
x 的上波利雅峰序列

.

系理 1
.

设 f。 ) 于
x ) x 。

为连续函数
,

设 U (幻 于
x ) x 。

为正
、

连续
、

增函数
,

并且

l i n z U (劣 ) 一 co
.

如果

花
一

f (
x ) _

。

五且 1 1 1

—
-

一
U .

: , 二 之了(
二 )

( 牛)

则 广(幻 有一个关于 U ( x) 的上波利雅峰序列
.

证
.

设 V ( y ) (夕 ) 夕。 , , ,。 ~ U (
二。

) ) 为 U ( x ) 的反函数
,

并令

g (夕) 一 f {不
,

( , ) } (夕妻 夕。
)

,

则

丽 越过 一 。
y 4 O y

`

散根据定理 3 , g (刃 有一个关于 y 的上波利雅峰序列

y
,

> 夕。 (
n

~ l , 2
,

… )
,

夕
,

(
, ~ l

,

2 ,

… )
,

使

垃m y
,

= co
,

并且存在主个序列 凡
,

峪
, 。 。

(
。 一 1 , 2 ,

… ) 满足下列条件
:

l ) y。 < y二< y
。

< y公
, 。 ,

异 。 (
。 ~ 2 , ,

二 )
.
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2) 当 , ` co 时
, y二

,

y
。

一 沁及 对 一 y
。

均趋于 co 并且
。 。

趋于 .0

3 ) 对于每一值
。 ,

有

g ( , ) 成 g ( y
,

) + 。 。

( y二< y < y万)
.

x Z

一 V ( ,
。

)
, x

几~ V (夕二)
, 二公~ V ( 夕盆) ( 。一 l , 2 ,

…
易知序列

x 。 , x
乌

,

列 、 ,

( n = l , 2 ,

* 。

( n ~ l , 2 ,

… ) 对于函数 f (二 ) 及 U (二 ) 满足定义 3

) 即为 了(幻 的一个关于 U (劝 的上波利雅峰序列
.

)
.

的有关条件
,

故序

如果在系理 l 中将 ( 4 ) 式换为

短
j ( , )

U (二 )

为有穷
,

则

短
f (劣 ) 一 IU ( , )

U ( , )

故根据系理 l
,

函数 f ( 二 ) 一 vl (劝 有一个关于 U (幻 的上波利雅峰序列
.

特别有

系理 2
.

设 f (幻 于
x ) 二。

(
二。 > l) 为正

、

连续的函数
,

并且

~ 玉石 l o g f (” )
L

为有穷
,

则函数 l o g f (
, ) 一 p lo g x

有一个关于 l o g x

系理 3
.

设 了(劝 为一函数于
: ) x 。

为连续
.

且 il m U (到 一 co
.

如果

l o g x

的上波利雅峰序列
.

设 U x( ) 于
: ) x 。

为正
、

连续
、

增函数
,

并

五m
丝业 ~

王二; U (二 )
( 5 )

则 了(幻 有一个关于 u (幻 的下波利雅峰序列
.

证
.

我们有

不二 一 f( 二
) _

JJ l l l

一
se二 , 二 U ( , )

故根据系理 1 ,

函数 一 j ( 二 ) 有一个关于 U (幻 的上波利雅峰序列 八 (
, ~ 1 , 2 ,

… )
.

易知此
’

序列即为 才(劝 的一个关于 U (劝 的下波利雅峰序列
.

如果在系理 3 中将条件 (5 ) 换为

黑
j ( :

)
U ( 二 )

为有穷
,

则

黑
f ( 劣 ) 一 l

,

v ( 劣 )

U (二 )

故根据系理 3 ,

函数 才(劝 一 I’ U (劝 有一个关于 U (劝 的下波利雅峰序列
.

特别有

系理 .4 设 f( 幻 于
x 异 二 。

(
二。 > l) 为正

、

连续的函数
,

并且
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。
`

一 ` ml 毕f 〔` 之

云马 .I Og x

为有穷
.

则函数lo gf ( 二
)一 衬lo g x

有一个关于lo g
x的下波利雅峰序列

.

三
、

定理 2的几个推论

定理 4
.

设f ( 劣 )
,

: (t 少
, 。 (’v ) 及 甲 (刃为分别满足定理 2 中条件的函数

.

设 必(劝为 甲 (力

的反函数
,

则存在一值 A ( A 妻 x0 ) 及一趋于 co 的序列 xn 沙
。

> A ) (
, 一 1 , 2

,

… )
,

使

f (
x 。

) ) 0t ( , ~ 1 , 2 ,

… )
, zim f (

x ,

) 一 co 石

并且对于每一值
, ,

有

f (万 ) < f ( : 。

) + 占 {价 ( x ,

)全 ( A ( 二 簇 x
。

)
,

其中

X
。

~ 甲 [必(
x ,

) + 1 ( f (
二 ,

) ) ] > x 。 .

证
.

根据定理 2
,

存在一函数 F (劝 满足定理 2 中四个条件
.

故存在一值 A 李 x 。
及一趋

于 的 的序列
x 。

( x 。

> A ) ( , ~ l
, 2

,

… )
,

使

f ( 二 ) 簇 F ( : ) ( x ) 左 )
,

f (
x ,

) 一 F (
x n

) (
n = z , 2 ,

… )
.

考虑一值
,
并设 A ( x 毛 X

o .

则

f (
万 ) 成 F (

二
) 簇 F ( x

”

) < F (
x 。

) + 占{价(
x 。

) } ~ f (
x 。

) + 占{必(
x 。

) }
.

如果我们假定函数 甲 (刃 于 y > y。 有一个正的并且非减的 导数 了 (刃
,

则 可 得 X
。

一 : 。

的一个下界如
一

下:

X
。

一 x 。

` 甲 [必( :
, ,

) + 了 ( f (
x ,

) ) ] 一 甲 [必(
x 。

) ]

一 了 {f (
x 。

) }甲
’

(夸
,

) ) 丫 {f (
x 。

) }甲
’

[必(
x ,

) I ~
了 {f (

x 。

) }

沙
’

( x ,

)

系理 5
.

设 f (幻
,

袱 t)
,

占 (力 及 甲 (力 为分别满足定理 2 中条件的函数
.

设 必(幻为 甲 (刃

的反函数
.

设 U (幻 于
x 妻 : a (

: 云) x0 ) 为正
、

连续
、

增函数
,

并且

U (厂; ) ~ x 。 ,

设 V “ ) (夸 ) 互
。 ,

氛 ~ x0 ) 为 U (幻 的反函数
.

il m U (二 ) ~ co
.

xn ( x 。

> 才 ) (
,

则存在一值 A ( A ) 成) 及一趋于 的 的序列

一 l , 2 ,

… )
,

使

f (
x n

) ) t 。 ( , 一 l , 2 ,

… )
, 五m f (

x 。

) ~ co

并且对于每一值
n
有

f ( : ) < 厂(
x 。

) + 占{必[ U (
二。

) ] } ( 左 簇
x
簇 X 二)

,

其中

X 二一 V {甲 [价( U (
x 。

) ) + 1 ( f (
x 。

) ) ] } > x , .

证
.

考虑函数 g (舀) 一 j{ V (舀) } (夸 ) 氛)
.

根据定理 4 存在一值
。

(
口

) 氛 ) 及 一趋 于 。

的序列 杏
, ;

(夸
, :

>
a

) ( , ~ 1 , 2 ,

… )
,

使

g (夸
,

) ) r。

(
n 一 l , 2 ,

… )
, li m g (夸

n

) 一 co
,
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少卜且对于每一值
n,

有

多(夸) =< g ( g
。

) + 占{必(杏
,

) } (
a

( 若毛 杏
n

)
,

其中

若
。

~ 甲 [沙( 夸
。

) + 丫 ( g (杏
,

) ) ] > 杏
, .

才 一 F (
a
) ) x 己

, : 。

~ V (杏
。

) > A (
n
~ l

,

2 ,

… )
,

x 。

> 左 (
n
~ 1 , 2 ,

… )
,

f (
x 。

) 李 0t (
,
~ l

, 2 ,

… )
,

考虑一值
n ,

并设 A ( 二 毛 X二
,

则

且m x 。

~ OO
,

il m f (
x 。

) ~ co
.

口 二 u (左 ) 镇 v (
二
) ( U ( X二) 一 甲 [少( U (

x 。

) ) + 了 ( f (
二。

) ) I

一 甲 l必(杏
。

) + 了 ( g (舀
。

) ) 1 ~ 雪
。 ,

故有

f (
x
) ~ g { U (

二
) } < g (舀

。

) + 占{价(萝
。

) } = f (
x 。

) + 吞 {必( U (
x 。

) ) }
.

如果函数 甲 (妇 于 y > y。 有一个正的并且非减的导数 斌 (力
,

则有

U ( X 艾) 一 U (
: 。

) ~ 甲 [价 ( U (
x 。

) ) + 丫 ( f (
x 。

) ) ] 一 甲 [沙( U (
x 。

) ) I

一 了 (才( x
。

) ) 甲
`

( g
。

) ) 丫 ( / (
x 二

) )甲
`

t必( U ( x 。

) ) ]

一 ` 立业
丝

址
必

`

( U (
x 。

) )
’

四
、

E dr ie 的一个定理的推广

定理 .5

满足
:

l ) il m

设 了(劝 于
x ) R

为连续函数
.

设 U (劝 为一函数定义于
r ) 口 .

假定下列条件

f (二 ) < co
, il m f (

二 ) ~ co
.

2 ) 函数 f (二 ) + U ( 二 ) 于 分异 a
为非减

.

则对于任意的数 A >
口

及 d > 0 ,

存在二值
x 。
及式

,

使
A < x 。

< x舀
,

U (
x
乙) 一 U (

男
、

) > J ,

并且

f ( 二 ) 成 f (
二 0

) (
a

镇 二 毛 x
乙)

.

证
.

首先注意函数 f ( x ) 十 U (幻 的非减性
,

对于任意二值
二 ; 。 x Z ,

使
口 攫 二 l < x Z

有
、

才(
x l

) 一 f ( x Z) 毛 U (
x :

) 一 U ( x ,

)
.

( 6 )

取一数 , > il m 八劝
.

则存在一值
x :

> 汉
。

使

声( x ) 毛 f(
x l

) (
a

蕊 x 毛 x ,

)
,

f ( x ; ) > 。 + `
.

然后可得一值 场 > ` ; ,

使 f (头 ) < 阴
.

函数 f (对 于
` 、
毛 x 簇 式有一最大值

,

故有一值
x 。 ,

使
x :

毛 x 。
< x 。 ,

f ( 二 ) 毛 f (
x 。少 ( x : 毛 x ( x 己)

,

则
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月< ` 。
< x

毛
,

f ( 二 ) 簇 f ( x o

) (
。 共 x 提 x 6)

.

并由 ( 6 ) 式
,

有
U ( x之夕一 U ( x 。

) ) f ( x o

) 一 f ( x乙) > ( , + d ) 一 。 一 d
.

系理 6
.

设函数 f (二 ) 及 v (幻 于
x ) “

满足定理 5 中条 件
.

如 果 U (劝于
r ) a

为 连

续
、

增函数
,

并且 ll m U (幻 ~ co
,

则 f (二 ) 有一个关于 U (劝 的上波利雅峰序列
.

证
.

取二序列 A
。

> 。 , d
。

> 0 (
。

il m A

2
,

~
·

)
,

使
。

~ co
,

lim d。
一 co

.

根据定理 5 ,

对于每一值
”
存在二值

二。

及 ;x’ 满足
A

。

< 戈 < ;x’
,

并且

i (
二
) 攫 f (

x 。

)

然后存在一值 式
,

满足

。 < x
二<

x 二 , U (
x
二)

由于当
n
, co 时

,
U (式) 、 co

,

故 式 、 co ;

U (
二井) 一 U (

二 。

) > 刁
, : ,

(
a 《 x 成 x 井)

.

一

含
`U (

·
) + “ (

X ·

, ’
·

并有

U (
x 。

) 一 U (
:
二)一 粤 {。 (二

。

)一 U (
a
) }” co

·

Z

故序列
x。

(
。 ~ l , 2 ,

系理 7
.

设 了(x)

… ) 为 j (
二 )

于
二 妻 肠 (戈

的一个关于 U (幻 的上波利雅峰序列
.

> 1) 为正
、

连续
、

非减的函数
,

并且

衬 一鲍
r

里
呼孚

) < 。 一 而
劣哈口 l o g x 二 , 山

.

级澎兰)
Igo x

则对于每一个满足条件澎提 兄 < p 的数 几
,

函数 10 9 了(
x少一 几109 :

有一个关于 109 二 的上波利

雅峰序列
.

证
.

先设 衬 < 几 < p
.

令 g (的 一 l o g f伽 ) 一 几log
x ,

则显然有

黑
、
帕一 co, 熏

君 (
x

卜 。

另外取一正数 拼 > 几
。

则 抓幻 + 拜 of g二 于
x

.

) 二 。

为增
.

故根 据系理 6
,

g (幻 有一 个关于
拌 fo g x 的上波利雅峰序列

,

即关于 109
二
的上波利雅峰序列

.

现在设 几~ 衬
。

显然只需证明
:
任与一数 x > x 。

及一数 。 < 。 < 1
,

使厂十
8 < p ,

可

得三个值 若
`

(矛~ l , 2 , 3 )
,

使

X < 若, < 互
:

< 夸
、 ,

10 9 杏
`+ l 一 10 9 杏

,

) ( f ~ l
,

2 )
,

一一6一6

,土一尸ù

并且

lo g j (劣 ) 一 夕
`

10 9 二 < fo g f (夸
2

) 一 p
’

10 9 当
:
+ (夸

1 < 二 < 氛)
.

根据已证明的事实
,

函数 log f 。 ) 一 (衬十
。
) log x

有一个关于 Iog x 的上波利雅峰序列
.

故可得三值 梦
,

互
,

g’’
,

使

x < 犷 < g < g’’
,

los 考一 os1 岁 > 生
,

los 岁 一 fo g 互> 生
,
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并且
xo g j(

x)一 (;
’

+。
)一 0 9二 (I

O fl(若 )一 ( p
’

+。 ) xo g若 (互
`

<二 <蜜
` ’

)
` , ,

Io g f ( 二 ) 一 户
’

lo g x 镇 I o g f (畜) 一 p
`

10 9 杏+ 。 ( lo g x 一 10 9 若) (杏
’

< x < 杏“ )
.

设 如 使

“ < `
·

< “
’ ` · ’ 。 g “一

’。 g “ 一

六
则 舀

:
一 了

,

定理 5

定理 .6

g
:
~ 若

,

互
,
一 杏

* ,

即满足要求的条件
.

尚可推广如下
:

设 了(
:
) 及 u( 劝 于

x ) 口
为连续函数

.

设 U (劝 为一函数定义于
x ) a .

假定

下列条件满足
:

l ) 些竺 {了(
:
) + u ( x ) } < co

,

瓦石f (
二 ) 一 co

.

2 )
“ ( , ) ) 0 (

x ) 。
)

.

3 ) 函数 f (
二 ) + U (

:
) 于

二 妻 。
为非减

.

则对于任意的数 汉 >
。

及 d > 。 ,

存在二值
x 。
及 式

,

使

A < x 。
< x
舀

,
U (

二
石) 一 U (

x 。

) > d + u
(
二
么)

,

f (
:
) 提 f (

二。

) (
a

成 二 蕊 x毛)
.

这个定理的证明方法与定理 5 相同
,

只是要取 m > il m {了(劝 + u( 幻 }并且取
x
毛>

x , ,

使

f (成) + 二
(
二
石) < 。

.

作为定理 6 的一个推论
,

让我们证明下列 dE ier 的定理
【̀ , c , :

设函数 G (幻 于
二 》 知x(

。
> l) 为正

、

连续并且非减
.

设 。 及 : 为二数使 0 < a < : .

假

定

丽里
兰王一

劣冲 。 劣 r
co

, il m
G ( 二 )

x 『

则对于任意的数 A > x 。 ,

存在 ~ 值

G (
, )

x r

X > A ,

使

G ( X )
X

r
(
: 。

(
、

x
成 X ar/ )

.

证
.

令 g (二 ) 一 l o g G ( : ) 一 : 10 9 二
,

则有

而
、 (

二 ) 一 co
,

竺 {、 (
x
) + (

: 一 。 ) lo g x
} ~ 一 co

,

并且 宫( ,
) + 二 109 二

于
: ) x 。

为非减
.

故根据定理 6 ,

存在二值 x 及 X’
,

使

A < 火 < x
, , :

( l o g X
`

一 lo g X ) > ( : 一 。 ) l o g X
,

g (
: ) 攫 g ( X ) (

x 。

(
x 攫 X

`

)
.

故有
X

,

> X确

`

里兰立簇 G ( X )
X

r
(

x 。 簇 x 簇 X
’

)
.

l) 根据系理 6 的证明
.
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以上几个定理是关于上波利雅峰
.

类似地也有关于下波利雅峰的以下儿个定理
.

系理 8
.

设 f(劝 及
“ (劝 于

x
`

)! 为连续函数
.

设 U (幻 为一函数定义于
二 )口 .

假定

下列条件满足
:

l)拉 m { f(, )

2 )
u
(
二 ) ) o

一 “ (二 ) } > 一 co
, 五里 f (

x ) = 一 co
-

(
x )

a

)
.

3 ) 函数 f ( x ) 一 U (
二 ) 于

x 妻 a
为非增

.

则对于任意的数 刀 > `
及 d > O ,

存在二值
x 。
及 式

,

使

汉 < x 。
< x毛

, u (
x
台) 一 v (

x 。
) > ` +

u
(

x
毛)

,

( 7 )

f ( 二 ) ) j (
: 。

) (
a 镇 x 镇 :

石)
.

( 8 )

证
.

函数 一 了(幻
,

u( 劝 及 U (约 满足定理 6 中条件
,

故存在二值
x 。

及式满足条件 ( 7) 式

及

一 f (
二
) 簇 一 f (

: 。

) (
口
镇

x
镬

x
息)

.

所以
二 。

及 式也满足条件 (8 ) 式
.

系理 9
.

设函数 了(劝
,

u( 劝 及 U (劝 于
x ) a

满足系理 8 中条件
.

如 果函数 u (幻 于
二 ) 4 为连续

、

增
,

并且 il m U (劝 ~ co
,

则 f。 ) 有一个关于 U (幻 的下波利雅峰序列
.

系理 10
.

设 f。 ) 于
x ) x 。

(
x 。

> 1 ) 为正
、

连续函数
,

使
l o g j ( x )

`

l o g x
< P

~ 丽于 lo g j (
、
)

` ” ` l o g x竺ù一一P

并且存在一数 。 ,

使函数 f( 劝 /严 于
x 妻 : 。

为非增
,

则对于每一个满足条件澎 < 几 ( p 的数

又
,

函数 l o g f (劝 一 又 log x
有一个关于 log

x 的下波利雅峰序列
.

证
.

先设 尸
,

< 又 < 夕 ,

并令 g ( 二 ) ~ l o g f ( : ) 一 几 l o g x’ , “ ( 二 ) 二 0 ,

及

v 乙
x ) 一 (交一 、 ) 10 9 二 ,

其中 左> m a x
( m , 又)

,

则 g 。 )
, 。

(
万 ) 及 U (二 ) 满足系理 9 中条件

,

故 g (
二 ) 有一个关于

仅 一 又) fo g r 的下波利雅峰序列
,

即关于 log x 的下波利雅峰序列
,

现在设 凡一 p
.

考虑一数 x > x 。

及一数 。 < 。 < 1 ,

使 衬 < p 一 。 .

利用系理 7 的最后

一部分的证明方法
,

可以证明存在三个值 杏
*

(,’ 一 l 。 2 , 3 ) 使
-

X < “ 1 < “
2

< “
3 ,

’

扬 g “
`

一
。̀ g “ ` )

六
( ` 一 ` , 2 ,

·

并且

10 9 2(
劣 ) 一 。 10 9二 > 10 9 2(查

2
) 一 。 20 9夸2一 了百 (夸

,

< 二 < 蜜
3

)
.
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