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摘要 本文以侯振挺 “Q 过程唯一性准则” 为中心, 对 Q 过程的存在唯一性进行综述, 强调侯 - 条件

(H- 条件) 在 Q 过程构造论中的作用, 进而对不中断 Q 过程、可逆 Q 过程、随机单调 Q 过程、对

偶 Q 过程和抽象空间上的 Q 过程存在唯一性进行总结, 给出生灭过程的一些相应结果, 指出了三个

尚未解决的开问题,以期对我国年轻的概率论学者了解中国概率论前辈特别是侯振挺教授的杰出工作

有所帮助.
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1 引言

设 E 为可数集, P (t) = (pij(t), i, j ∈ E, t > 0) 是标准的齐次转移函数, 它满足

(i) pij(t) > 0,
∑

j∈E pij(t) 6 1;

(ii) pij(s+ t) =
∑

k∈E pik(s)pkj(t);

(iii) limt→0 pij(t) = pij(0) = δij .

如果 P (t) 还满足
∑

j∈E pij(t) = 1 (∀ i ∈ E), 则称 P (t) 为不中断的 (或诚实的). 设 P (t) 是 E 上

的标准转移函数, 则 Doob-Kolmogorow 极限

qii = lim
t↓0

pii(t)− 1

t
, qij = lim

t↓0

pij(t)

t
, i ̸= j

存在且满足

(DK1) 0 6 qij <∞, i ̸= j;

(DK2)
∑
k ̸=i

qik 6 −qii 6 ∞.

矩阵 Q = (qij , i, j ∈ E)称为 P (t)的密度矩阵,习惯上也称为 Q-矩阵;有时也称 P (t)为标准的Markov

过程. 如果 Q = P ′(0), 则简称 P (t) 为 Q 过程. 如果 i ∈ E, qi , −qii < ∞, 则称 i 为 P (t) 的稳定状
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态. 若 qi = ∞, 则称 i 为 P (t) 的瞬时状态. 如果对一切 i ∈ E, i 均为 P (t) 的稳定状态, 则称 P (t) 是

全稳定的, 否则称 P (t) 为带瞬时态的.

因为在实际问题中, Q 往往比 P (t) = (pij(t)) 更容易得到. 于是, 所谓 Q- 矩阵问题应运而生, 即

任给一个 Q- 矩阵, 是否存在一个标准 Markov 过程 P (t) = (pij(t)), 使得 p′ij(0) = qij . 如果 Q 过程存

在, 是否唯一? 我们把存在性和唯一性问题称为 Q- 矩阵问题. 自 1931 年始, 不少著名的概率论学者,

例如, 文献 [1–5] 的作者均在该问题上展开过工作, 并作出了重要贡献. 从 20 世纪 50 年代开始, 我国

概率论工作者,如王梓坤 [6]、侯振挺 [7–9]、杨向群 [10]、陈木法 [11] 等人也对这一领域进行了广泛深入的

研究, 取得了可喜的成就, 并有若干专著出版.

上面已经指出, 任一 Markov 转移函数的密度矩阵是 Q- 矩阵. 现在提出相反的问题, 对任给的一

个矩阵 Q:

(i) 在什么条件下, Q 成为 Q- 矩阵, 即何时 Q 过程存在?

(ii) 若已知 Q 过程存在, 何时 Q 过程唯一?

(iii) 已知 Q 过程存在, 如何实际求出 Q 过程? 特别当 Q 过程不唯一时, 如何实际构造出全部 Q

过程?

这三个基本问题就称为 Q 过程的构造性问题 (前两个问题也称为 Q- 矩阵问题). 此问题是

Kolmogorov [1] 于 1931 年提出来的, 距今已有八十多年的历史. 在此期间, 各国概率论工作者做了

大量的工作, 取得了很大的进展, 但也留下了一批尚未解决的问题. 本文紧紧围绕上述三个基本问题,

特别是 Q 过程的唯一性问题来进行总结, 并在文末提出了三个有关的开问题.

2 存在性问题

Feller [3] 构造了全稳定最小 Q 过程, 即定理 2.1.

定理 2.1 设矩阵 Q = (qij , i, j ∈ E) 满足条件 (DK1) 和∑
k ̸=i

qik 6 −qii <∞, ∀ i ∈ E,

则存在转移函数 F (t) = (fij(t), i, j ∈ E, t > 0) 使得

f ′ij(0) = qij , i, j ∈ E.

并且 F (t) 是下列意义下的最小转移函数, 即如果存在转移函数 P (t) = (pij(t)), 使得 p′ij(0) = qij , 则

pij(t) > fij(t), i, j ∈ E, t > 0.

对于全瞬时 Q 过程的存在性, 1967 年, Williams [12] 得到了下面的结果:

定理 2.2 设矩阵 Q = (qij , i, j ∈ E) 满足条件 (DK1) 和

(TI) qi = ∞, ∀ i ∈ E

(此时条件 (DK2) 是自动满足), 则存在转移函数 P (t) = (pij(t), i, j ∈ E, t > 0) 满足 Q = P ′(0) 当且仅

当以下两个条件同时成立,

(N)
∑

j ̸∈{a,b}

qaj ∧ qbj <∞, a, b ∈ E, a ̸= b;
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(S) 存在一个无穷子集 K ⊂ E, 使得 ∑
j∈K\i

qij <∞, ∀ i ∈ E.

Williams 是用概率方法来证明该定理的. 侯振挺和费志凌 [13] 给出了其分析证明.

经过许多学者的努力 (参见文献 [5, 9, 11, 12, 14–17]), 使得一般情形下 Q- 矩阵的存在性问题有了

突破性的的进展, 但仍未完全解决, 限于篇幅不在此展开, 有兴趣的读者, 请参见文献 [9].

3 Q 过程的唯一性问题

利用分解定理 [14], 我们有下面的定理:

定理 3.1 设 Q = (qij , i, j ∈ E) 是含瞬时态的 Q- 矩阵, 若 Q 过程存在, 必存在无穷多个 Q 过

程, 从而, Q 过程不唯一.

由定理 3.1, 我们讨论 Q 过程唯一性问题只需讨论全稳定的情形. 1957 年, Reuter [18] 给出了 Q

保守时 Q 过程的唯一性准则, 即定理 3.2.

定理 3.2 设矩阵 Q = (qij , i, j ∈ E) 满足条件 (DK1) 和

(TS)
∑
j ̸=i

qij = qi <∞, ∀ i ∈ E,

则 Q 过程唯一的充要条件是方程

(RE)

(λI −Q)U = 0, λ > 0,

0 6 U 6 1

只有零解.

1974 年, 侯振挺 [19] 给出了一般 Q 过程的唯一性准则, 即定理 3.3.

定理 3.3 若矩阵 Q = (qij , i, j ∈ E) 满足条件 (DK1) 和∑
j ̸=i

qij 6 qi <∞, ∀ i ∈ E,

则存在唯一 Q 过程的充要条件是下面两条同时成立,

(i) (H) 条件成立, 即

(H) inf
i∈E

λ
∑
j∈E

ϕij(λ) > 0;

(ii) Φ(λ) = (ϕij(λ), i, j ∈ E, λ > 0) 满足 λ
∑

j∈E ϕij(λ) = 1, ∀ i ∈ E, 或者方程

(LE)


η(λ)(λI −Q) = 0,

0 6 ηi(λ),
∑
i

ηi(λ) <∞, λ > 0

只有零解, 其中 Φ(λ) = (ϕij(λ), i, j ∈ E, λ > 0) 是最小 Q 过程 F (t) = (fij(t), i, j ∈ E, t > 0) 的

Laplace 变换, 即

ϕij(λ) =

∫ ∞

0

e−λtfij(t)dt.
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Reuter [20] 称定理 3.3 为侯氏定理, 下面讨论侯氏定理中 (H) 条件在 Q 过程构造中的作用.

性质 3.1 若 (H) 条件成立, 则方程 (RE) 只有零解.

下文中有关 B 型 Q 过程、F 型 Q 过程和 B ∩ F 型 Q 过程的定义参见文献 [9]. 由性质 3.1 知,

下面的命题成立.

命题 3.1 如果 (H) 条件成立, 则 B 型 Q 过程唯一.

利用文献 [7, 21] 得到如下结果:

命题 3.2 如果 (H) 条件成立, 则一切 Q 过程均为 F 型 Q 过程.

Reuter [18] 得到下面的命题:

命题 3.3 F 型 Q 过程唯一的充分必要条件为定理 3.3(ii) 成立.

注 3.1 由命题 3.2 和 3.3, 我们得到 Q 过程唯一性准则的一个新证明; 同时, 这也说明了侯氏定

理中两条件的各自独立意义.

下面讨论在一些特殊情形下 Q 过程的唯一性准则.

首先, 设存在常数 0 6 c <∞, 使 −qii 6 c, i ∈ E, 此时称 Q 是有界的.

命题 3.4 若 Q 有界, 则方程  η(λI −Q) = 0,

0 6 η ∈ lE , λ > 0

只有零解, 并且 (H) 条件成立.

由命题 3.4, 有下面的定理:

定理 3.4 若 Q 有界, 则 Q 过程唯一, 从而 B 型和 F 型 Q 过程唯一.

特别地, 若 E 为有限集, 则 Q 过程必唯一.

若 qij = 0 (∀ i ̸= j), 此时称 Q = (qij) 为对角型的.

定理 3.5 若 Q 为对角型的, 则

(i) B 型 Q 过程唯一;

(ii) F 型 Q 过程唯一;

(iii) Q 过程唯一的充要条件是 supi∈E qi = c <∞.

上述验证 Q 过程唯一性的条件, 在理论上有重大价值, 但在大部分情形下, 方程 (RE) 和 (LE) 只

有零解的条件难以验证, (H)条件直接加在过程自身上更难实际应用. 为此,下文将给出一些容易验证

的充分条件.

定理 3.6 设 f = (fi, i ∈ E) 满足 fi > qi (∀ i ∈ E), 如果存在常数 c 使得

Ωf ,
∑
j ̸=i

qij(fi − fj) 6 cfi, i ∈ E,

则 Q 过程唯一.

定理 3.7 设 {En} ⊂ E, f = (fi, i ∈ E) 满足 fi > 0, i ∈ E, 假设

(i) En ↑ E, supi∈En
qi <∞, limn→∞ infi ̸∈En fi = ∞, 习惯上定义 inf ∅ = ∞;

(ii) 存在常数 c ∈ R, 使得 Ωf 6 cf ,

则 Q 过程唯一.

注 3.2 定理 3.6 和 3.7 取自文献 [11]. 文献 [11] 中有例子表明定理 3.7 的条件满足, 但定理 3.6

的条件不满足.
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下面考虑一种无论在理论上还是实际应用中均占有重要地位的 Markov 过程 — 生灭过程.

称连续时间 Markov 过程 {X(t), t > 0} 为状态空间 E 上的生灭过程, 如果其 Q- 矩阵满足

(BD) qij =



λi, j = i+ 1, i > 0,

µi, j = i− 1, i > 1,

−(λi + µi), j = i, i > 0,

0, 其他,

其中 {λn, n > 0} 和 {µn, n > 0} 为两正数序列, 分别称为生系数和灭系数. 如果 µ0 = 0, 则 Q 保守.

为了叙述简单, 本文只讨论 Q 保守的生灭过程. 记

R =
∞∑

n=0

(
1

λn
+

µn

λnλn−1
+ · · ·+ µn · · ·µ2µ1

λn · · ·λ1λ0

)
,

S =
∞∑

n=1

1

µn+1

(
1 +

λn
µn

+
λnλn−1

µnµn−1
+ · · ·+ λn · · ·λ2λ1

µn · · ·µ2µ1

)
,

π0 = 1, πn =
λ0λ1 · · ·λn−1

µ1µ2 · · ·µn
, n > 1.

命题 3.5 对生灭 Q- 矩阵 (BD),

(i) 方程 (RE) 只有零解, 当且仅当 R = +∞;

(ii) 方程 (LE) 只有零解, 当且仅当 S = +∞.

由此命题, 立得下面的定理:

定理 3.8 设 Q 是形如 (BD) 的保守生灭过程, 则

(i) B 型 Q 过程唯一的充要条件是 R = +∞;

(ii) F 型 Q 过程唯一的充要条件是 R = +∞ 或 R < +∞, S = +∞;

(iii) Q 过程唯一的充要条件是 R = +∞;

(iv) B ∩ F 型 Q 过程唯一的充要条件是

∞∑
n=0

(
1

λnπn
+ πn

)
= +∞.

4 不中断 Q 过程的唯一性

在实际应用中, 不中断 Q 过程有其重要意义. 定理 4.1–4.3 分别给出了当 Q 过程全稳定、全瞬时

和有限稳定无限瞬时时, 相应的不中断 Q 过程唯一性的结论.

定理 4.1 设 Q 是全稳定的 Q- 矩阵, 则存在唯一不中断 Q 过程的充要条件是下列两条同时

成立,

(i) (H) 条件成立, 即 infi∈E λ
∑

j∈E ϕij(λ) > 0 (λ > 0);

(ii) Q 保守, 或者 Q 非保守, 但方程ν(λ)(λI −Q) = 0,

0 6 ν ∈ LE ,
λ > 0
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恰有一个线性独立解.

定理 4.2 设 Q 是全瞬时的 Q- 矩阵, 则存在无穷多个不中断 Q 过程, 故不中断过程不唯一.

定理 4.3 设 Q 是带有限个稳定、无限个瞬时态的 Q- 矩阵, 则存在无穷多个不中断 Q 过程, 故

不中断过程不唯一.

有限瞬时无限稳定不中断 Q 过程的唯一性已解决, 但结果比较复杂, 在此不再叙述, 读者可参见

文献 [9, 第 11.4 节]. 而对双无限不中断 Q 过程的唯一性, 虽已有若干充分性条件和必要条件, 但此问

题还未完全解决,有兴趣者可参见文献 [9,第 11.5节],希望我国年轻的概率论工作者来攻克这个难题.

5 可逆 Q 过程

可逆 Markov 过程的概念来源于统计物理, 它反映了过程关于时间的可逆性, 即所谓 “细致平衡”

的微观可逆性. 因此, 这类过程有重要的实际意义.

定义 5.1 一个定义在概率空间 (Ω,F, P )上的齐次Markov {Xt, t > 0} (以下简称为Markov过程

X = {Xt, t > 0}) 称为可逆的, 如果对于任意的 0 6 t1 < t2 < · · · < tn−1 < tn, 只要 tn − tn−1 = t2 − t1,

tn−1 − tn−2 = t3 − t2, . . . 和 i1, i2, . . . , in ∈ E, 就有

P (Xt1 = i1, Xt2 = i2, . . . , Xtn = in) = P (Xt1 = in, Xt2 = in−1, . . . , Xtn = i1).

上述定义给出了可逆 Markov 过程明显的直观意义: 有限维分布关于时间是对称的.

我们称 U = (ui)i∈E 为正分布, 如果

uj > 0, j ∈ E,
∑
j∈E

uj = 1.

定义 5.2 Markov 过程 X = {Xt, t > 0} 称为平稳的, 如果 limt→∞ pij(t) = uj (不依赖于 i) 存

在, U = (ui) 为正分布, 并且

P (Xt = j) = uj , j ∈ E, t > 0.

此时称 U = (ui) 为过程 X 的平稳分布.

下面说明具有转移概率矩阵 P (t) = (pij(t); i, j ∈ E, t > 0) 的平稳 Markov 过程与 P (t) 的可配称

性之间的关系. 为此, 先引进如下概念:

定义 5.3 转移概率 P (t) = (pij(t)) 称为可配称的, 如果存在正分布 (ui), 使

uipij(t) = ujpji(t), i, j ∈ E, t > 0.

此时称 (ui) 为 (pij(t)) 的配称分布.

定理 5.1 设平稳 Markov 过程 X = {Xt, t > 0} 的转移矩阵为 (pij(t)), 平稳分布为 U = (ui),

则 X 可逆的充要条件是 (pij(t)) 可配称且以 (ui) 为配称分布.

定义 5.4 对 Markov 过程 X = {Xt, t > 0}, 称自 i 可到 j, 如果存在 t > 0, 使 pij(t) > 0; 称 i

与 j 互通, 如果自 i 可到 j 并且自 j 可到 i; 如果对于一切 i, j ∈ E, i 与 j 互通, 就称 P (t) = (pij(t))

不可约.

我们称既平稳又可逆的 Markov过程 X 为可逆 Q过程,有时也直接称其转移矩阵 P (t)为可逆 Q

过程, 即定义 5.5.
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定义 5.5 称 Q 过程 P (t) = (pij(t)) 可逆, 如果存在正分布 U = (ui) 使得条件

(i) limt→∞ pij(t) = uj (i ∈ E);

(ii) P (t) 关于 U 可配称,

同时成立.

下面是可逆 Q 过程的判别准则.

定理 5.2 称 Q 过程 P (t) 可逆的充要条件是 P (t) 不中断、不可约、可配称.

定义 5.6 称 Q- 矩阵可配称, 如果存在正分布 U = (ui)i∈E , 使得

uiqij = ujqji, i, j ∈ E.

此时称 U 为 Q 的配称分布.

定理 5.3 如果 Q 过程 P (t) 关于 U 可配称, 则 Q- 矩阵 Q 亦然.

下面给出可逆 Q 过程的存在准则.

定理 5.4 对任给的全稳定 Q- 矩阵 Q, 存在可逆 Q 过程的充要条件为下列三条同时成立,

(i) Q 可配称;

(ii) 或者 Q 即约; 或者 Q 可约, 但每个零流出子块至少含有一个非保守状态;

(iii)存在 Q的某个配称分布 U = (ui)使得或者
∑

i∈E uidi = +∞;或者 limλ→+∞
∑

k∈E λukXk(λ)

= +∞; 或者
∑

i∈E uidi 6
∑

k∈E λukXk(λ) < +∞, 其中 X(λ) 是方程 (RE) 的最大解, d = (di, i ∈ E)

为 Q 的非保守量.

注 5.1 保守情形下可逆 Q 过程的存在性最先由侯振挺等人 [22] 得到. 陈安岳和张汉君 [23] 得到

了 “可逆 Q 过程的存在性准则”, 即定理 5.4. 陈安岳和张汉君 [24] 解决了单瞬时可逆 Q 过程的存在性

问题. 对于含多个瞬时态可逆 Q 过程的存在性, 至今仍未解决.

关于可逆 Q过程的唯一性问题,首先, 侯振挺和陈木法 [22] 给出了单流出可逆 Q过程的唯一性准

则; 随后, 陈木法 [25] 研究了保守有限流出可逆 Q 过程的存在唯一性问题; 陈安岳 [26] 研究了有限非保

守有限流出时, 可逆 Q 过程的存在唯一性. 但是, 全稳定情形下可逆 Q 过程的唯一性问题还没有解

决, 这个问题有很重要的实际意义, 值得认真地研究.

对生灭 Q- 矩阵, 我们有如下结论:

命题 5.1 生灭 Q- 矩阵可配称的充要条件是

(PT)

∞∑
i=0

πi <∞.

定理 5.5 给定生灭 Q- 矩阵 Q, 可逆 Q 过程存在的充要条件是 (PT) 成立, 如果可逆 Q 过程存

在, 可逆 Q 过程是唯一的. 事实上,

(i) 如果 (PT) 成立且 R = +∞, 则最小 Q 过程 F (t) = (fij(t), i, j ∈ E) 为唯一可逆 Q 过程;

(ii) 如果 (PT) 成立且 R < +∞, 则可逆 Q 过程 P (t) = (pij(t), i, j ∈ E) 的 Laplace 变换为

ψij(t) = ϕij(t) +
Xi(λ)Xj(λ)πj

λ
∑

k∈E πkXk(λ)
, i, j ∈ E, λ > 0,

其中 Φ(λ) = (ϕij(t), i, j ∈ E, λ > 0) 是最小 Q 过程的 Laplace 变换, X(λ) 是方程 (RE) 的最小解.
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6 随机单调 Q 过程及对偶 Q 过程

随机单调过程在理论和应用中都有重要意义. 一方面, 随机单调过程的对偶过程存在, 我们可以

通过研究对偶过程的性质来得到原过程的性质. 例如,生灭 Q过程主特征值的估计和拟平稳分布的存

在性均要用到对偶的思想. 另一方面, 具有广泛应用的生灭过程、分枝过程和一维扩散过程均为随机

单调过程.

本节取状态空间 E = {0, 1, 2, . . .}, 并设状态之间有自然序关系 “6”.

定义 6.1 设 u, v ∈ l+1 , 称 u
a
6 v (u

a
< v),如果

∑
i>k ui 6

∑
i>k vi (

∑
i>k ui <

∑
i>k vi)对所有的

k > 0 成立.

设 X 和 Y 为随机变量, 状态空间为 E, 其分布如下:

ui = P{X = i}, vi = P{Y = i}, i ∈ E,

那么, 我们称

X 6 Y ⇔ u
a
6 v,

或等价于

X 6 Y ⇔ P{X > k} 6 P{Y > k}, ∀ k > 0.

注意
a
6 定义了 l+1 中的一个偏序, 6 定义所有取值于状态空间 E 的随机变量所成集合上的偏序. 如果

X 6 Y , 则称 X 随机小于 Y , 也可类似定义 X < Y 的概念, 这时称 X 严格地随机小于 Y .

下面的定义中, 定义 P 为 E 上的所有 (可退化) 概率测度, 即 P = {u ∈ l+1 :
∑

i>0 ui 6 1}.
定义 6.2 称两个转移函数 p

(1)
ij (t) 和 p

(2)
ij (t) 是随机可比较的, 如果

u, v ∈ P, u
a
6 v ⇒

∑
j>k

∑
i∈E

uip
(1)
ij (t) 6

∑
j>k

∑
i∈E

vip
(2)
ij (t), ∀ k > 0.

单个转移函数 pij(t) 称为随机单调的, 如果它自身是可比较的, 即

u, v ∈ P, u
a
6 v ⇒

∑
j>k

∑
i∈E

uipij(t) 6
∑
j>k

∑
i∈E

vipij(t), ∀ k > 0.

设 X(t), t > 0 和 Y (t), t > 0 是连续时间 Markov 链, 转移函数为 p
(1)
ij (t) 和 p

(2)
ij (t). 如果 X(0) 6 Y (0)

可推得 X(t) 6 Y (t) 对所有的 t > 0 成立, 那么, p
(1)
ij (t) 和 p

(2)
ij (t) 是随机可比较的.

命题 6.1 (i) p
(1)
ij (t) 和 p

(2)
ij (t) 是随机可比较的充要条件是, 对所有 k > 0, i 6 m 有∑

j>k

p
(1)
ij (t) 6

∑
j>k

p
(2)
ij (t).

(ii) pij(t) 是随机单调的充要条件是对每一个固定的 k 和 t,
∑

j>k pij(t) 是 i 的非减函数.

如果对所有的 i 6 m, k 6 i 或 k > m + 1, 有
∑

j>k q
(1)
ij 6

∑
j>k q

(2)
mj , 则我们称两个 Q- 矩阵

Q(r) = (q
(r)
ij ), i, j ∈ E, r = 1, 2 是可比较的.

定理 6.1 对于给定的两个全稳定 Q- 矩阵 Q(1) 和 Q(2), 最小 Q 过程 f
(1)
ij (t) 和 f

(1)
ij (t) 是随机

可比较的充要条件是下面两条件满足:

(i) Q(1) 和 Q(2) 是可比较的;

(ii) Q(2) 是零流出, 即对任意 λ > 0, 方程 (λI −Q(2))U = 0 (0 6 U 6 1) 只有零解.
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注 6.1 在文献 [27]中条件 (ii)没有, 如果没有条件 (ii),这个定理是错误的,反例很容易得到的,

在此省略. 由定理 6.1 得下面的推论:

推论 6.1 对给定的全稳定 Q- 矩阵 Q, 最小 Q 过程 F = (fij(t)) 随机单调, 当且仅当以下两条

同时成立,

(i) Q 单调, 即 ∑
j>k

qij 6
∑
j>k

qmj , i 6 m, k 6 i 或 k > m+ 1;

(ii) Q 零流出.

由陈安岳和张汉君 [28], 有下面两个定理:

定理 6.2 对任给的 Q- 矩阵 Q, 如果随机单调 Q 过程存在, 则它必是唯一的.

定理 6.3 对任给的生灭 Q- 矩阵 Q,

(i) 最小 Q 过程是随机单调的当且仅当 R = +∞;

(ii) 存在非最小随机单调 Q 过程的充要条件是 R <∞ 且 S <∞, 此时定理 5.5 中构造的 Q 过程

P (t) 是唯一的随机单调 Q 过程.

下面讨论与随机单调过程密切相关的对偶过程.

给定一个转移函数 pij(t), 定义 Pi(A), i ∈ E 为空间 (Ω,F) 上的一族 (可能是退化的) 概率测度,

设 X(t), t > 0 为坐标过程. 如果 Pi(X(t) > k) 对固定的 k 和 t 是 i 的非减函数, 则 pij(t) 是随机单

调的.

命题 6.2 [29] 设 p
(1)
ij (t) 是转移函数, 那么存在另一个转移函数 p

(2)
ij (t) 满足

(D) P 2
i (X(t) 6 j) = P 1

j (X(t) > i), i, j ∈ E, t > 0

的充要条件是 p
(1)
ij (t) 是随机单调的.

设 P (1)(t) 是一个随机单调的转移函数, 由命题 6.2, 存在另一转移函数 P (2)(t) 满足条件 (D), 设

Q(1) 和 Q(2) 分别为 P (1)(t) 和 P (2)(t) 的 Q- 矩阵, 则我们有下面的简单关系:

q
(1)
ji − q

(1)
j−1,i = q

(2)
ji − q

(2)
j−1,i, ∀ i, j ∈ E (q−1,j ≡ 0, ∀ j ∈ E),

q
(1)
ij =

i∑
k=0

(q
(2)
jk − q

(2)
j+1,k), ∀ i, j ∈ E.

注 6.2 虽然 Q(1) 可以由 Q(2) 通过上式来确定, 但在一般情形下, Q(2) 不能由 Q(1) 来确定.

定理 6.4 [27] 设 P (1)(t) 是随机单调, 则它的对偶 P (2)(t) 是 Feller Q 过程. 因此, Q(2) 是全稳定

的, 且 P (2)(t) 是最小 Q 过程.

命题 6.3 设 Q(1) 是生灭 Q- 矩阵, 即 Q(1) 满足 (BD), 则其对偶 Q- 矩阵 Q(2) = (q
(2)
ij ) 也是生

灭 Q- 矩阵且满足

q
(2)
ij =



µi+1, j = i+ 1, i > 0,

λi, j = i− 1, i > 1,

−(λi + µi+1), j = i, i > 0,

0, 其他.
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7 抽象空间上 Q 过程唯一性准则

在以下部分, 状态空间 (E, ε) 是一个 Polish 空间 (可分完备距离空间), ε 为其上的 Borel σ- 代数.

定义 7.1 (1) 我们称 (q(x), q(x,A)) (x ∈ E,A ∈ ε) 为 q- 对, 如果对每一个 x ∈ E, q(x, ·) 是 ε 上

的测度, q(x, {x}) = 0, q(x,E) 6 q(x); 并且对每一个 A ∈ ε, q(x, ·) 和 q(·, A) 都是 q(x, ·)- 可测.

(2) 一个状态 x 称为稳定的或者瞬时的, 如果 0 6 q(x) < ∞ 或 q(x) = ∞. 一个 q- 对为全稳定的

或者全瞬时的, 如果 E 的所有状态分别都是全稳定的或都是全瞬时的.

(3)进一步,如果 q(x) = q(x,E),称状态 x为保守的,如果对所有的状态 x ∈ E都是保守的,则称 q-

对保守.

陈木法和郑小谷 [30] 给出了一般状态空间 q 过程唯一性准则, 即定理 7.1.

定理 7.1 给定 q- 对 (q(x), q(x,A)), 则 q- 过程是唯一的当且仅当下面两条同时成立,

(i) 存在 λ > 0, 使得 C(λ) , infx∈E P
min(λ, x,E) > 0;

(ii) q- 对保守, 或者方程  ηλ(λI − Ω) = 0,

0 6 ηλ, ηλ(E) <∞

只有零解. 其中 (Pmin(λ, x,E), x ∈ E,E ∈ ε) 是最小 q 过程.

注 7.1 类似于命题 3.2, 可以证明定理 7.1(i) 成立等价于一切 q 过程都是 F 型 q 过程.

注 7.2 陈木法 [11] 给出了类似于定理 3.6 和 3.7 的一般状态空间 Q 过程唯一性的若干充分

条件.

8 开问题

本文认为下面三个问题是 Q- 矩阵问题中最有理论和实际价值的开问题, 希望我国年轻的概率论

学者能够攻克这些问题:

问题 1 当 Q- 矩阵为 “双无限” 时, 不中断 Q 过程的存在唯一性准则是什么?

问题 2 当 Q- 矩阵为全稳定时, 可逆 Q 过程的唯一性判别准则是什么?

问题 3 (Williams 开问题 [31, 第 349 页]) 设 m 为 E 上的概率测度, Q- 矩阵 Q = (qij , i, j ∈ E)

满足

qij > 0, i ̸= j,
∑
k ̸=i

qik = −qii 6 ∞, ∀ i,

∑
j ̸=i

mjqji = −miqii 6 ∞, ∀ i.

在什么情形下存在一个 Q 过程 P (t) = (pij(t); i, j ∈ E, t > 0), 使得
∑

i∈E mipij(t) = mj?

注 8.1 Rogers 和 Williams [32] 在 Q- 矩阵关于 m 可配称时解决了 Williams 开问题.

注 8.2 张汉君等人 [33, 34] 分别在 Q- 矩阵为全稳定和单瞬时时解决了 Williams 开问题.

致谢 很高兴为侯振挺教授的 80 华诞写这篇纪念文章. 1974 年, 侯振挺教授在《中国科学》上发表了 Q 过程唯一性

准则”; 1978 年, 该工作获得英国皇家学会 Rollo Davidson 奖, 这一事件对中国数学的发展起到了极大的推动作用. 侯

老师是本文第一作者研究概率论的领路人, 对于侯振挺教授的培养和教诲, 笔者感激不尽, 终生不忘. 最后衷心祝愿侯

振挺教授健康长寿! 同时感谢审稿人对本文提出的宝贵意见. 您的建议对本文的修改与完善起到了非常重要的作用, 在

此致以深深的谢意!
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The criterion for uniqueness of Q-processes and related problems

ZHANG HanJun & PENG XiangYang

Abstract In this paper, concentrating on the Hou Zhenting’s paper “The criterion for uniqueness of a Q-

process”, we review a number of associated results of the existence and uniqueness for Q-processes, especially

Hou-Conditions (H-conditions) at the construction of Q-processes. We successively summarize the existence and

uniqueness for honest Q-processes, revisable Q-processes, stochastically monotone Q-processes, dual Q-processes

and Q-processes in abstract space, give some associated results for birth-death processes, and point out three
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unsolved open problems. We wish to help Chinese young probability scholars to understand the outstanding

contributions of Chinese probability seniors especially Mr. Hou.
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