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摘 要

卡氏直角坐标系中的常应 力分片检验条件 已经得到广泛地研究
,

但这类条件和

列式并不适用于 曲线坐标系
.

本文建立 了分片检验条件在曲线 坐标中的一般形式和

在正 交曲线坐标中的物理分量形式
.

具体到轴对 称问题
,

给 出了分片检验的轴对称

列式
,

用来构造非协调 的轴对称有限元
.

并提 出了解决伪剪应 力问题的新方法
.

关键词 分片检验条件 ( P T C )
、

曲线坐标
、

P T C 的轴对称形式
、

伪剪应力

一
、

引
`

言

fr on
s
提出的常应力分片检验是发展非协调有限元的基 础

` , ,zJ
.

有 关 的 数 学 解 释 已 由

tS r a
gn 31t 给出

.

简言之
,

这个检验就是要看一看有限元是否有能力再现单元的常应力 状 态
.

本文称与该检验相关的力学条件为分片检验条件
,

简记之为 P T C
.

有关 P T C 的系统推导
、

陈述及其非线性形式已 由吴长春和卞学锚等人给出
『4一 61 .

第一个二维非协调元 Q 6 是 w ils
o n 叨 提出的

.

他通过附加非协调单元位移函数成功

地改善了 斗节点等参元的数值性能
.

但是 Q 6 元对非规则网格不能通过分片检验
。

对此
,

T a y lo r 〔幻 提出了一个简便的补救办法
: 在计算单元应变的非协调部分时

,

近似用单元形心点

的 J
*

( o
, 0 ) / , J I 值取代原 J a e o b i a n

矩阵的逆 J
一 `

( = J *
(万

,
。 ) / ! J } )

,

其中 (占
,

, ) 为单元

的等参坐标
.

该补救方法导致了新的非协调元 Q M 6 ,

它成功地通过了分片检验
.

另一个二

维非协调元 Q P 6〔, , 的推导基于更多的数学方面的考虑
,

所采用的单元非协调基函数比较复

杂
,

需要使用较高阶 ( 3 x 3) 的 G au ss 积分
.

近年来
,

一个生成满足 P T C 的非协调函数的

一般公式已经建立并被用来发展一系列非协调有限元啼
, ` 0] 和新的杂交元叫

.

然而
,

迄今为止
,

几乎所有有关 P T C 的讨论和应用都是在卡氏直角坐标系中进行的
.

一

般说来
,

他们并不适用于曲线坐标系
.

例如
,

上述 Q M 6 元虽然通过了平面应力 /应变问题的

分片检验
,

但是却不能通过轴对称问题的分片检验113]
.

为了把非协调元的理论和方法推广到

一, 9 2一 0 3
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曲线 坐标问题中去
,

最重要的是必须找到 P T C 在各种曲线坐标系中的合理形式
.

这正是作者

的主要目标
,

本文分别建立了一般曲线坐标和正交曲线坐标中 P T C 的列式
,

详细地讨论

了 P T C 的轴对称形式及其对轴对称非协调元的实施等问题
.

二
、

一般曲线坐标中的分片检验条件

考虑三维一般曲线坐标 气
t 一 1

,

2
,

3 ) L̀ ,一 15 , 系中一个具有无限小位移的弹性体系中的典

型元素 (图 l )
,

令 , *

为单元域中的位移张量
,

则单元

应变张量

一 全
( 一 `* + 一 ’ `

全
(一 + · ,一 )

一
r 片

,

( l )

图 1 三维体元与曲线坐标

其中 ( )
’ , 、

和 ( ) }
`

分别表示 ( ) 关于
a `
的偏导数和

协变导数
.

耳 为 C hr is t of 仕 1 符号
.

如是单元应变

能泛函可表示为

{( {生
c ` , , ,。 : , 。 ` ;

d , 一 {{{生
: ` , , :

l
; d , .

( 2 )
1 1 1 . 。 `

互l ` i护u F 一 1 、 l , ` F ` I r u 护 , \ ` /

J尸 2
、

一
`

J洲 2

式 中 C `川 为材料的弹性常数张量
.

而应力张量

r `户一 c `矛走̀ 。 *
}

, .

( 3 )

对非协调元
,

其单元位移试解可表示为
“ ; 一 “ 了+ , }

,

( 4 )

其中 可 和 叫 分别为单元位移的协调部分和非协调

部分
,

两者是线性无关的
.

应指出
,

讨 必须满足一定

的弱连接条件
lt 6] 以保证非协调元的数值稳定性

.

我们

假定单元表面域 ` 上的位移边界条件已由 可 满足
,

在表面域 ` 上作用有给定的面力 尹
.

如此
,

我们可定义非协调元离散系统的势能泛函如下
,

二 一

习
汀`

(
· ,

, · ,卜 习 l!{!合
· `’ (

·

卜
· {, `

了d

一 U
于

`·了d !

( 5 )

其中
: 、 , 一 e ` , “ (

。葺+ 。
食) 1, ·

单元表面域 a 。 `

~
s二U` U

了二
。 ,

而 s二
。
一 a 。 “ ,自 a 。 ` b ,

是相邻单元 (
a )

,

( b ) 的交界面
.

注意

到在 弓, 上 可 值对相邻单元是唯一的
,

则由泛函驻值条件 咨二 (可
,

讨) ~ o 得到下列变分方

涅

万{梦一
`” , ( “

·了十 “ “ ,’ d“

+

万 {}〔(丁“
· `’ “ ’ + ( r ` ,巧 ’ “ ” “ · , d!

,

二。
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+

军 !!
(· ` ,

一
于` ) “ ·了d了 +

习萝
一 ,· ,” · , d! 一 0 ,

口少`

( 6 )

式中 约 是单元表面 彻
`

上点 p ( 。
`
) 处单位外法矢

,
的分量 (图 l )

,

它可 由下面关系式确

定
:

,
~

, ,g) 或等价地 , , ~
“ ·

g , ,

其中 9 1 和 易 分别为逆变基矢量和协变基矢量
.

鉴于变分 占可 和

但提供了 (变分意义下 )单元域 犷 内
,

儿 , 上和 几 上的各类平衡关系

相容性要求 :

如 { 的任意性
,

( 6) 式不
,

还导致下面的一个能量

r ” v ,占,

冷d s ~ 0
.

( 7 )
ù林万材

习
·

就一个非协调元离散体系而言
,

为保证泛函 , 取驻值
,

籍以保证近似解的合理性
,

条件 ( 7 )必须

被满足
.

考虑离散 网格细分的极限情况
,

即当单元步长 h 一 。 时
,

单元内应力张量
: ` ,

趋于一组常

数
,

记之为 仲
.

这时 ( 7) 式成为

, 托
: 二, , ` ,纽 : 一 0

·

( 8) 式即一般曲线坐标系的

因此使用不便
.

一个实用的

( 8 )

式 中变分记号 占必 被简记为 叫
.

赖于网格的划分和单元片的构形
,

出的
,

即

P T C 列式
.

注意到该条件依

P T C 列式是对单个典型元提

萝
·二,· ,· ,d! 一 0

·

O少`

借助曲线坐标下的散度定理
,

也可以把 ( 9 ) 式表示成下面等价形式 :

址{
(
· 二̀·

, , , +
· ”̀ ,· ’̀ d“ 一 0 ,

( 9 )

( 10 )

其 中(注意 刃 在 护 内为常数 )
, 于}, 一 。寸

,

, 一 , 盖r 男
,

冲 ! , ~ 妙
.

, 十 ` . 侧 . 十 玲户侧一
此 , l

’

}, + 刃夕州 ,

三
、

正交曲线坐标中的分片检验

以上推导中
,

我们考虑的是场变量的张量分量
,

在实际应用中
,

变量的物理分量更为适用
.

在采用正交曲线坐标系的情况下
,

建立用物理分量表达的 P T C 并不复杂
.

按定义 113
, ` 7] ,

我们

有下列三组物理分量 ;

岑 式户
g

一 ’

( 1 l a
)

必一 了乒
,

李
,

” , 一 了尹
, , ,

其中 广 和 豹 `
为度量张量

.

曲线坐标为正交系时有

( 1 l b )

( 1 I c
)
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g
` ’

一 l/ 9
1` .

如是
,

将 ( 1 1) 各式引人条件 ( 9 )
,

得到

芬
a “ ,· ,“ ,d` 一 0

·

( 1 2 )

这就是正交曲线坐标中的 P T C 物理分量形式
.

这里关于分量 脚 的物理意义有必要进一步

说明如下
.

首先
,

如果坐标系正交
,

则它在 彻
`

上点 尸 (
。 `

) 处的协变基 g , 也是相互正交

的
.

因 此 g , 构成了一组局部卡氏直角坐标系 为 ( i 一 l
,

2 , 3 ) (图 1 )
.

另一方面
,

按 ( l l c
)

式有

一 丫尹一念
二 g ,

一 ” .

夕̀
,

其中 ; , 一 g , /

而
是局部坐标系 二` 的单位基向量

.

这意味着
,

对正交曲线坐标系
。 ; 而言

,

物理分量 构 就是点 p (
a ` ) 处单元表面外法线

,
关于局部卡氏坐标系

x ` 的方向余弦
.

四
、

P T C 的轴对称形式

轴对称问题中采用圆柱坐标 (
; , 乡, :

)
,

如图 2 示有微元关系 ds 一 , d乡dl
,

以致

吓
(… ) d ! 一 2汀

手( … )
·

d `
,

O少` a 刁亡

这里
,

线积分
手

沿着轴对称元的
r

一 截面上的围

O A
`

线进行
.

现在可以把 P T C ( 12 ) 表示成下列轴对称形

式

乡
。 万n r U ` · d ` 一 0 ,

( 13 )

其中

,

l
lt/̀.1盆̀t,.

尸cZ己口己召己J汀aJ

!
111`11诬t̀,、

a
。

~ {
, 二夕} ~

叭.n0 0

图 2

注意到 .a

轴对称元的圆往坐标
n ~ {

, ,〕
o n :

0

为常应力
,

( 1 3 ) 式可用下面的条件替代
:

不 「n ·

1
, , , _ 。

甲 1 1 “ , r
川 一 v,

尸
, L刀 , 」

( 14 a )

或等价地

1一十
一

旦
r d

r

口

口忿

, `
{

r d A 一 0 ( 14 b )

r...̀.........L

叮川场
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一些成功的二维非协调元
,

如 Q M 6 `司
,

Q 6P 图
,

N Q 6 和 N Q 10 〔“ ” 等严格地通过了下列平面间

题的 P T :C

d ` 一

续
· `

d “ 一 0 ( “ 为非协调应“ ,
,

“儿

广①J

但是他们却不能通过 P T C 的轴对称形式 ( 1 4 )
,

因此不能应用于轴对称问题
,

至少对有限尺

度的网格 (即 h八户 0) 是这样
.

五
、

关于伪剪应力

设轴对称元的非协调位移是由单元内部参数 孟 定义的
,

那么这种非协调元可能产生不合

理的伪剪应力
.

如 C 。 。 k“ .21 51
指 出的那样

,

非零环向应变 %
。

~
“步/ , 的存在激活了内部参数

几
,

以致引发不应有的伪剪应变 以
;

~ O斌 / a z .

为了解除 哪
。
与 此

,

之间的偶合
,

他建议在

形成单元刚度矩阵之前从单元应变矩阵中直接删去那些与
。合。 相关的项

.

这样处理虽然避免

了伪剪应力的出现
,

但是却破坏了 P T C 的满足
.

假设 讨 已满足了 P T C ,

那么按照 ( 14b )

式应有

盯厂厂
.

口 、
, , 月

l } l 一一 个 , 一 】况丁r Q 在 ~
u 。

写
。
少 \ r d r /

然而
,

如果删去了非零的 礴 /
; 项

,

上面的恒等式将不再成立 (即不满足 P T C )
,

除非

!{
· d̀ A 一 。

’

( 15 )

( 1 5 ) 式是约束条件 昨
。

~ o 的弱形式
,

可称之为伪剪应力抑制条件
.

联合使用条件 ( 1 4 ) 和

( 15) 可以保证非协调轴对称元在满足 P T C 的同时避免伪剪应力的出现
.

克服伪剪应力的另一种方法介绍如下
.

考虑 4 节点轴对称元
,

假定它具有一组二次完备

的位移函数
: u ~ “ 宁 十 丫

,

其中 丫 是熟知的双线性插值
.

对矩形元
,

其剪应变

、 : ,

一
}孚粤}

U

、 {孚
一

孚)
“ 、
一 ` “

·
〔 , 1

(一 )

是线性完备的
,

且与 丫 是否存在无关
.

换言之
,

丫 对 几
,

无贡献
.

因此在系统节点位移求

得之后计算单元应变时
,

可以直接取
: : ,

~ 此
, .

如此
,

我们在不损失应 力计算精度的同时
,

排

除了不合理的伪剪应力
.

这个处理方法与 C。 。 k 建议的仅在单元中心点处对剪应力取值的

手法是一致的
.

但是
,

前者保 留
一

了单元剪应变的线性变化
,

而后者只能反映它的常量态
。

六
、

非协调函数的生成

对 4 节点 非协调轴对称元 (图 3 )
,

其单元位移
。 r

或 “ 二

可统一记为

u ~ u ,
+ “ 几 ~ Nq 叮 + 护几 ( 1 6 )

与标准的双线性插值基函数

N `
(畜

,
: , 一

寺
( ` + 言`“ , ( ` + 、 :̀ ,

相对应
,

有下列等参变换
:
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{: }
一

客
N `

( “
, 刀 ,

{ 飞
一 百

“ 4
+

a `
杏 ` a Z

` , +
a 、。

J L b ;
+ b :

杏
一

+ b
Z
互刀 + b。刀

( 1 7 )

参照文献 [们 中的虚参数法
,

假设单元的初始内部位移模式为

“ 孟 ~ 端 十 “ 泵
,

于
u

; ~ N几一 [杏
` : `

( 1 8 )

,
1了」l

对对叭礼
r,飞

口注口

“ 象~ 探
*
几

*
~ 比 们

气

六
将 ( 18 ) 式代人 P T e ( 1 4 ) 式得

尸几 + 尸
*
又
本

~ 0
,

( 19 )

{:;1Nr d ` ,

l:;}
“

` 尸
d ` ’

爪丫衬
ù尸

图 3 4 节点轴对称元 其中
r 由 ( 17 ) 式给定

,

可以验证 !尸
*

! 铸 o

方程 ( 1 9 ) 虚参数 乳
*

可以从 ( 1 8) 式中消去
,

从而得到要求的非协调单元函数
“ `

~ ( N 一 N * P 妥
,
P )几~ 护几

,

护 ~ 〔梦一 砖 一 门 :犷一 垮 一 d们
,

其中系数
。 , b , c 和 d 可由单元的几何形状确定如下

。 ~ (户
; : 宁2 2

一 户
2 ,宁: 2

) /
e , b ~ ( 户

; 2宁22

一 户2 2宁, 2

) /
。 ,

` ~ (夕
2 1叮, ,

一 夕, 1
,

21

) / e ,

d ~ (户
22口飞,

一 P
: : 宁2 ,

) /
e ,

才 一 q l l q 2 2

一 q 12 q 2 1。

P l :
一 Zb Z a ;

+ 3 b 3 a ;

一 b z a 3 , q l l
~ 3 b , a 、

+ 2 b 2 a l

一 b za Z ,

P
12

~ 一 Z bZ a ;
十 b 3 a :

一 3 b 、 a 3 , 宁,:
一 一 3 b , a ;

一 2 b 2 a 3
+ b 3 a Z ,

PZ ,
~ 一 Za Z a ;

一 Za 3 a z , q Z;
一 一 3 a 3 a ;

一
a Za l ,

PZ:
一 一 P Z I , q 22

~ 3 a l a ;
+ a Z a 3 -

,

如是
,

依

( Z o a
)

( 2 0 b )

七
、

数 值 试 验

以下的数值试验中
,

我们只考虑基于势能原理的位移法轴对称元
.

它们是

A ix
一

Q 4 :
相应于 4 节点平面等参元 Q 4 ,

A x i一 Q S :
相应于 8 节点平面等参元 Q S ,

A x i
一

Q 6 :
相应于 W i l s o n 的平面非协调元 Q 6 [刀 ,

A x i
一

Q M 6 :
相应于 T a y l o r 的平面非协调元 Q M 6 印] ,

A ix
一

N Q 6 :
相应于 w u 一

iP
a n 的平面非协调元 N Q6 4t, , , 以及 A Q6 : 即本文的非协调轴

对称元
,

其中引人 了非协调位移函数 ( 2。 )
.

以上各轴对称元中
,

除 A ix
一

Q S 采用 3 x 3 G a
us

,

求积外
,

全都采用 2 x Z求积
.

1
.

轴对称分片检验

如图 4 所示
,

一厚壁 圆筒受大小相等方向相反的一对压力 P ~ 2 0 0 0 作用
,

圆筒处于常应
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力状态
,

其横截面 由四个规则或非规则单元组成
.

试验结果列于表 l
,

其中括号内的数值为非

规则网格的结果
, “ N o C on

。 t
.

”

表示不存在应力的常量态
.

我们看到
,

所有参与计算的非协

调元中
,

唯有 A Q 6 元通过了这个分片检验
.

2
.

不可压缩材料的 自锁试验

对不可压缩轴对称体
,

其中的零体积应

变条件 气
, 一 0 将对等参元导致过份的变形

约束
,

使得位移解 自锁而趋于零
,

同时
,

应力

解也将变得不可靠了
.

这种困难可以通过引

人单元内的非协调位移而克服 19[]
.

作为一个

说明的例子
,

考虑一受均匀内压 P 作用的无

限长圆筒
.

对其中的一段使用 , 个矩形单元
.

表 2 中的结果显示
,

当 P o is so n 比 产一 0
.

5时
,

等参元 A ix 一
Q 4 和 A ix 一 Q S 的径向位移解发

生了 自锁
,

同时
,

单元中心的应力解也变得

非常糟糕
.

另一方面
,

本文的 A Q 6 元适用

!!! , 二二一
尹一一 {{{ 「门门 ttt

\\\\\\\\\\\\\、 lllllllllllll口口二二二 一介
、

丁丁厂二二二
巨巨二二二二
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一
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厂厂刁刁刁刁 l二门门门
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图 4 轴对称分片检验

石 ~ 1 0 00 0 , 拜 ~ 0
.

3 , P ~ 2 0 0 0 /二

于不可压缩计算
,

对位移和应力两者都能给出合理的结果
.

顺便指 出
,

用 A Q6 计算单元应力

时宜采用双线性外推处理
,

就像文献 [ 1 2 , 2 0] 说明的那样
。

表 1 轴对称常应力分片检验 (图 4 )

竺
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口
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拭
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:井叼 …
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}
/

只 又
、

} N o C o n s t
.

} N o C o n s t
.

} N o C o n 吕t
.

1
,

只
一

孟
、

} 0
。

0
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-

一一卜一止竺匕{
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… 是
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}

否
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.3 计算塑性试验

假定图 5 中的圆筒由理想弹塑性材料构成 ( H ~ 0
.

0)
,

服从 M i s se 屈服准则
,

屈服强度
, :

~ 6 00 0k g /c
心

, E 一 10 , k g /
c m , ,

而 户 ~ 0
.

49
.

一个修正的增量迭代法被用来计算结构

的极限荷载
.

计算结果见表 3 和图 6 ,

其中 扒 为弹性极限荷载
,

p
,

为塑性极限荷载
,

而 P,
;

表示当整个结构都变为塑性体时对应的荷载值
.

我们看到
,

当使用 A x i
一

Q 4 等参元时
,

既使 ,

个单元都进人 了塑性态
,

压力荷载 p 仍然可以继续增加
,

就是说
,

用等参轴对称元是得不到结

构的塑性极限荷载的
.

另一方面
,

对非协调轴对称元 A Q 6 ,

如图 6 显示的那样
,

当荷载加至

p
,

~ 斗8 2 4 时
,

圆筒径向位移突然成为一个大数
,

即塑性流动发生了
.

显然
,

此 p
,

值就是 A Q6

元提供的该圆筒的塑性极限荷载值
.
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图 5 均匀内压 午币下的厚壁圆简

石 二 走 ,
P ~ 土

/ 2 , `

表 3 圆筒塑性极限分析 ( 图 , )

方 法 P
,

P
;

P
: :

A x , 一

Q 4 3 1 0 0 〔不存在 ) 5 8 56

A Q 6 2 7 0 0 4 8 2斗 4 8 2斗

文献 [ 2 1」 2 5 9 8 4 8 0 2 4 8 0 2
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图 6理想弹塑性圆筒的压力
一

位移曲线
r = IO o em

, R . 2 0 0 e m
,
￡ ~ 10 ,

k g / c m
, ,

” . 0
·

斗9 , a , ` 6 0 0 0 k g / c m
, ,

H , o
·

o

八
、

结 论

随着非协调元理论和方法的深入发展
,

P T C 不仅被用来检验现有单元的收敛性
,

还被用

来指导发展新的离散模型
.

由于生成非协调函数的一般公式已经建立 41[
,

只要找到 相 关 的

P T C 列式就能建立各种形式的非协调元模型
.

可见
,

关键是对不同类型的问题找出其对应的

P T c ,

并给 出它的数学列式
.

虽然卡氏坐标系中的常应力 P T C 已经弄清并被广泛应用
,

但是曲线坐标系中的 P T C 至

今还没有被深刻认识
.

这就严重限制了非协调元对那些与曲线坐标相关的数学物理问题的应

用
.

结果是
,

那些不满足于使用常 规等参元的人们情愿使用较为复杂的杂交混合元去处理曲

线坐标问题
〔, 2

一
〕.

本文给出了 P T C 在曲线坐标 中的一般形式
.

可应用于那些曲线系中的非协调有限元方

法
,

例如轴对称问题
、

扭转问题以及曲面结构等问题的数值分析
.

文章详细研究了在轴对称体非协调计算 中可能出现的如何满足 P T C 和避免伪剪应力的

间题
.

指出
,

一些平面问题非协调元 (如 Q M 6 等 )不能直接推广用于轴对称问题的根本原因

是两类问题中的 P T c 列式并不相同
.

为避免伪剪应力出现
,

本文提 出了两种新的方法
.

就

4 节点非协调轴对称元 (如文中的 A Q 6) 而言
,

第二种处理伪剪应力的方法尤为简单方便
.

致谢 对于 rC ou hc er F o
un da : i on 的资助和卞学横教授所给 予的重要建议深表感谢

。
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