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摘要 本文考虑带非局部耗散项的单个守恒律方程大扰动解的整体存在性. 首先, 针对方程次临界和

临界两种不同的情形, 利用 Green 函数方法和环形分解的技巧, 构造开放式高频估计方法, 得到了一

个新的解的正则性准则. 然后, 利用极大值原理得到方程解的极大模的有界性, 验证了次临界情形下

解满足相应的正则性准则. 对于临界这一更困难的情形, 本文应用非线性极大值原理方法得到了更好

一点的有界性估计, 验证了临界情形下解也满足相应的正则性准则, 从而得到了 Cauchy 问题大扰动

经典解的整体存在性.
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1 引言

1.1 研究背景以及主要结论

本文考虑带非局部耗散项的单个守恒律方程大扰动解的存在性, 方程的具体形式如下:
∂tu− ∆

(1−∆)
s
2
u = divf(u), x ∈ R3, t > 0,

u(0, x) = u0(x), x ∈ R3,

(1.1)

其中 u = u(t, x) : (0,∞)×R3 → R是未知函数, u0(x)是初始值, f(u) = (f1(u), f2(u), f3(u)), fj(u) = u2

(j = 1, 2, 3).
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方程 (1.1) 的非局部耗散项 − ∆

(1−∆)
s
2
u 是利用拟微分算子来定义的:

− ∆

(1−∆)
s
2
u = F−1

{
|ξ|2

(1 + |ξ|2) s
2
Fu

}
, (1.2)

为简洁起见, 在下文中, 记 − ∆

(1−∆)
s
2
u = Γsu.

对方程 (1.1) 的研究是基于下面两个方面的考虑: 一方面考虑的是, 如果在方程 (1.1) 中去掉非局

部耗散项, 方程 (1.1) 就是一个经典的守恒律方程. 其解即使对充分光滑的初始值, 也会出现解的 “爆

破” 现象 (参见文献 [1]), 但加上适当的耗散项后, 就可以抑制解的 “爆破”, 从而得到整体经典解的存

在性, 例如, 在方程 (1.1) 中, 当 s = 0 时, Γs 就是一个经典的 Laplace 算子, 这时方程就是下面的带黏

性项的守恒律方程:

∂tu+∇ · f(u) = ∆u. (1.3)

这时方程 (1.3) 的耗散项就可以有效地抑制解的 “爆破”, 得到经典解的整体存在性. 这方面有很多研

究工作.例如,在常状态附近大扰动解的整体存在性,以及在一个黏性激波或者稀疏波附近扰动解的存

在性和稳定性等, 具体可参见文献 [2–8] 等.

当 s = 2 时, 方程 (1.1) 是形式如下的方程:

∂tu+∇ · f(u) = ∆

1−∆
u. (1.4)

这个模型一方面可以通过 Chapman-Enskog 展开从 Boltzmann 方程得出 (参见文献 [9]), 也可以看成

由下面的双曲 - 椭圆耦合方程组导出:∂tu+ divf(u) + divq = 0, x ∈ R3, t > 0,

−∇divq + q +∇u = 0,
(1.5)

其中 q ∈ R3 是辐射热通项. 这个方程是 3 维辐射气体运动模型的简化方程组. 如何从辐射气体运动

模型导出方程组 (1.5), 可参见文献 [10]. 在方程组 (1.5) 中, 可以看到 divq 可由 − ∆
1−∆u 表示, (1.5) 就

简化成 (1.4) 的形式. 对于方程 (1.4) 也有不少研究结果 (参见文献 [11–16]).

特别是在文献 [16]中,作者证明了对小扰动情形解是整体存在的,但对于某些大扰动情形,解是会

爆破的. 这就带来一个很有趣的问题,对方程 (1.1),当初值是某常状态的大扰动且 s = 0时,方程 (1.2)

的解是整体存在的; 但当 s = 2 时对应的方程 (1.4), 其解会出现 “爆破” 的现象. 那么, 一个很自然的

问题是, 是否存在一个 s∗, 当 s < s∗ 时解是整体存在的; 当 s > s∗ 时解会爆破; 特别地, 当 s = s∗ 时,

这个临界情形下解的情形更是人们关心的问题.

本文的另外一个重要的研究动机与 surface quasi-geostrophic (SQG) 方程的研究有关, SQG 方程

的形式如下: ∂tθ + u · ∇θ + κΛµθ = 0, x ∈ R2, t > 0,

u = R⊥θ = (−R2θ,R1θ), x ∈ R2,
(1.6)

其中 Λ =
√
−∆, Rj 是 Riesz 变换, κ 是一个常数.

关于 SQG 的物理背景可参见文献 [17, 18]. 对这个方程 Cauchy 问题大扰动解的整体存在性的研

究有着大量重要的工作. 当 µ > 1 时 (通常称为次临界情形) 已经证明方程整体解是存在的 (参见文
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献 [19–21]). 当 µ = 1, 即临界情形, 在数学上是颇具挑战性的问题. 在文献 [22–25] 中, 几位作者用完

全不同的方法证明整体解的存在性, 均发表在重要的学术杂志上. 这个现象表明, 人们在这一问题研

究中不仅仅看重研究结果,更看重的是在这个方程研究中所使用的一些独特方法. 例如, Kiselev等 [25]

引入连续模的方法得到临界情形下带耗散结构的 SQG 方程的大扰动周期解的整体存在性; Caffarelli

等 [22] 利用调和扩张及 De Giorgi-Nash-Moser 迭代技术给出了整体解的存在性和正则性结果; Con-

stantin 等 [23, 24] 引入的非线性极大值原理的方法, 又一次讨论了临界情形下带耗散结构的 SQG 方程

的大扰动解整体存在性, 使人们更清楚地看到非局部耗散机制在解的存在性上如何起作用, 等等.

还应提到与 SQG 方程十分类似的带分数阶黏性项的 Burgers 方程

∂tv +
n∑

j=1

v∂xj
v + κΛµv = 0, x ∈ Rn, t > 0. (1.7)

当 µ > 1时,即对于次临界和临界情形,有一系列和 SQG方程类似与平行的结果 (参见文献 [24,26,27]).

对超临界的情形, 文献 [28, 29] 对一维情形已经证明 µ < 1 时解会爆破. 与 (1.7) 中的耗散项 Λµu 比

较, 方程 (1.1) 中的非局部的耗散项 Γsu 有类似和不同之处. 类似之处在于对 Λµ 和 Γs 的 Fourier 变

换分别为 |ξ|µ 和 |ξ|2
(1+|ξ|2)s/2 , 当 |ξ| 充分大时, |ξ|2

(1+|ξ|2)s/2 等价于 |ξ|2−s, 取 µ = 2− s, 情况是一致的. 但

写出这两个算子在空间维数 n 的情形下的核形式 (参见文献 [24, 30]) 分别为

Λµu(x) = CµP.V.

∫
Rn

u(x)− u(y)

|x− y|n+µ
dy (1.8)

和

Γsu(x) =
∆

(1−∆)
s
2
u(x) = Ks(·) ∗∆u(·, t), (1.9)

其中 Cµ > 0, 并且

Ks(x) = (4π)−
s
2

1

Γ(s/2)

∫ ∞

0

e−π|x|2/δe−δ/4πδ(−n+s)/2 dδ

δ
. (1.10)

可以看到对算子 Λµ, 其核有正性 (见正性引理, 命题 3.4), 但 Γs 的核不具有正性. 这正是本文在证明

其解的整体存在性时所遇到的困难之一.

本文主要考虑方程 (1.1) 在次临界和临界情形下 (即 0 6 s < 1 和 s = 1), 其 Cauchy 问题大扰动

解的适定性. 首先, 利用极大值原理 (定理 3.3) 得到方程解的 Lp (p ∈ [2,+∞]) 的有界性, 然后希望通

过提高方程解的正则性, 得到方程经典解的整体存在性. 本文利用环形分解和 Green 函数的方法得到

了一个新的正则性准则 (定理 2.1)来提高方程解的正则性. 其主要想法是借助于 Green函数和开放式

高频估计方法来得到这一正则性准则. 这样, 提高方程解的正则性就只需要证明解满足这一新的正则

性准则. 对于次临界的情形, 满足正则性准则仅需要解是 L∞ 有界, 这由极大值原理就可以得到. 但对

于临界的情形, 为了满足正则性准则,我们还需要先借助于非线性极大值原理得到方程解 u(t, x) ∈ Cα

(0 < α≪ 1).

本文的主要结论如下:

定理 1.1 当 0 6 s 6 1 时, 初值满足 u0 ∈ L1 ∩ Cγ(R3), 则 Cauchy 问题 (1.1) 存在唯一的经典

解 u(t, x), 而且满足

u ∈ L∞([0,∞);Cγ(R3)), γ > 1.
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1.2 符号和本文的安排

下面列举本文中即将用到的数学符号. f̂(t, ξ) 表示 Fourier 变换, 定义如下:

f̂(t, ξ) = (Ff)(t, ξ) =
∫
R3

f(t, x)e−ix·ξdx.

Fourier 逆变换为

f(t, x) = (2π)−3

∫
R3

f̂(t, ξ)eix·ξdξ.

记 Λ = (−∆)
1
2 , α = (α1, α2, α3), |α| =

∑3
i=1 αi, D

α = Dα1
x1
Dα2

x2
Dα3

x3
. 对于非负实数 m, Hm(R3) 为

以 ∥ · ∥Hm 为范数的 Sobolev 空间.

本文的具体安排如下: 第 2节建立方程 (1.1)解的正则性准则,用来提高方程解的正则性. 值得指

出的是, 正则性准则的关键是需要得到当 0 6 s < 1 时, 有 ∥u∥L∞ 6 C; 当 s = 1 时, 有 ∥u∥Cα 6 C. 为

此, 第 3 节利用极大值原理给出了当 0 6 s 6 1 时方程的解 u(t, x) 在 Lp 范数下的有界性. 第 4 节利

用非线性极大值原理的方法得到了 s = 1 情形下方程的解 u(t, x) 在 Cα (α≪ 1) 范数下的有界性. 最

后在附录给出了第 2 节中所需要的 Green 函数的逐点估计.

2 正则性准则

为了提高方程 (1.1) 解的正则性, 我们利用 Green 函数结合开放式高频估计的方法建立了方程解

的正则性准则.

定理 2.1 设初值 u0(x) 满足 u0(x) ∈ L1(R3) ∩ Cγ(R3) (γ > 1), u(t, x) 是方程 (1.1) 的解且满足

(1) 当 0 6 s < 1 时, 有

u(t, x) ∈ L∞([0,+∞), L1(R3) ∩ L∞(R3));

(2) 当 s = 1 时, 假设存在正数 α > 0, 使得

u(t, x) ∈ L∞([0,+∞), L1(R3) ∩ Cα(R3)),

那么有 u(t, x) ∈ L∞([0,+∞), Cγ(R3)).

为了证明上面的定理, 我们引进以下标准的环形分解的记号. 记 C = {ξ ∈ R3 | 5
6 < |ξ| < 12

5 } 为
环形, B = {ξ ∈ R3 | 0 6 |ξ| < 6

5} 为球, 则存在两个值域为 [0, 1] 的函数 ψ 和 φ, 并且 ψ ∈ C∞
0 (B),

φ ∈ C∞
0 (C), 使得

∀ ξ ∈ R3, ψ(ξ) +
∑
j>0

φ(2−jξ) = 1.

容易验证,

|j − j′| > 2 ⇒ suppφ(2−j ·) ∩ suppφ(2−j′ ·) = ∅,

j > 1 ⇒ suppψ ∩ suppφ(2−j ·) = ∅,

其中 ∆j 定义如下:

∆ju = φ(2−jD)u =: F−1(φ(2−j ·)û(·)), j > 0, (2.1)
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∆−1u = ψ(D)u =: F−1(ψ(·)û(·)). (2.2)

非齐次的低频截断算子 Sq(D) 定义为

Sq(D) = ψ(D) +
∑

06j6q−2

φ(2−jD) =
∑

−16j6q−2

∆j ,

高频的截断算子 Tq(D) 定义为

Tq(D) = Id− Sq(D),

其中 Id 是恒等算子. 由上面的定义很容易得到下面的分解:

Id = Sq(D) + Tq(D).

根据 Hölder 空间 Cγ(R3) 的定义, 范数 ∥u∥Cγ 定义如下:

(1) 当 0 < γ < 1 时,

∥u∥Cγ = ∥u∥L∞ + [u]γ ,

其中,

[u]γ = sup
(x, y) ∈ R3 × R3,

x ̸= y.

|u(x)− u(y)|
|x− y|γ

<∞.

(2) 当 γ > 1 时, 令 [γ] 为 γ 的取整函数, ρ = γ − [γ], 那么,

∥u∥Cγ =
∑

|λ|6[γ]

∥Dλu∥L∞ +
∑

|λ|=[γ]

[Dλu]ρ. (2.3)

对于环形分解, 我们有下列的引理:

引理 2.2 假设 γ ∈ R+\N, 则下列 4 个结论是等价的:

(1) u ∈ Cγ(R3);

(2) 对于 u =
∑

p>−1 ∆pu 和任意的 p > −1, 有 ∥∆pu∥L∞ 6 C · 2−pγ ;

(3) 对于 u =
∑

p>−1 ∆pu, 存在正整数 P0, 使得当 p > P0 时,

∥∆pu∥L∞ 6 C · 2−pγ ; (2.4)

(4) 对于 u =
∑

p>−1 ∆pu, 存在正整数 P0, 使得当 p > P0 时,

∥Tpu∥L∞ 6 C · 2−pγ . (2.5)

证明 关于 (1) 和 (2) 的等价性的结果是经典的, 文献 [31] 给出了详细的证明. 由级数收敛的定

义知, (2)–(4) 的等价性是显然的.

接下来将给出定理 2.1 的证明. 在此之前, 先给出方程局部解的存在性定理.

定理 2.3 (局部存在性) 假设初值满足 u0(x) ∈ Cγ(R3), γ > 1,则存在依赖于 ∥u0∥Cγ 的正常数 δ0,

使得当 t < 2δ0 时, 方程 (1.1) 存在局部解 u(t, x), 而且满足

u(t, x) ∈ L∞([0, 2δ0];C
γ(R3)).
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关于这类方程局部解的存在性的证明有很多经典的文章,如文献 [32], 为避免繁冗,具体的证明过

程这里省略.

由引理 2.2 可知, 要证明定理 2.1, 只需要证明方程的解 u(t, x) 在 t > δ0 时满足 (2.5). 本文将利

用 Green 函数的方法来证明方程 Cauchy 问题 (1.1) 的解 u(t, x) 满足条件 (2.5).

Green 函数 G = G(t, x) 是 Cauchy 问题 (1.1) 的基本解, 也即为下述线性方程的解:
∂tG− ∆

(1−∆)
s
2
G = 0, x ∈ R3, t > 0,

G |t=0 = δ(x), x ∈ R3,

其中 δ(x)是 Dirac函数. 显然,我们可以很轻松地得到 Green函数 G(t, ξ)的 Fourier变换下的表达式:

Ĝ(t, ξ) = exp

(
− |ξ|2t
(1 + |ξ|2)s/2

)
.

关于 Green 函数 G(t, x) 的估计, 我们有下面的定理:

定理 2.4 对于任意的复指标 α = (α1, α2, α3), Green 函数 G(t, x) 有下面的衰减性:

(1) 当 0 < t < 1 时,

∥DαG(t)∥Lp 6 Ct−
|α|
2−s−

3
2−s (1−

1
p ), 1 6 p 6 ∞; (2.6)

(2) 当 t > 1 时,

∥DαG(t)∥Lp 6 C(1 + t)−
|α|
2 − 3

2 (1−
1
p ), 1 6 p 6 ∞. (2.7)

当 p > 2 时, 利用 Young 不等式及 Ĝ(t, ξ) 的表达式, 很容易地得到 ∥DαG(t)∥Lp 的衰减估计. 然

而, 当 1 6 p < 2 时, 由于不能再利用 Young 不等式, 因此, 其证明不是显然的. 我们的办法是首先得

到 Green 函数的逐点估计, 然后利用其逐点估计来得到方程的解 ∥DαG(t)∥Lp 的衰减. 关于 Green 函

数的逐点估计的证明, 参见文献 [33, 34]. 为方便读者并避免繁冗, 我们把 Green 函数逐点估计的证明

放在附录.

利用 Green 函数容易得到方程 (1.1) 解的线性部分的估计. 接下来, 其关键部分是非线性部分的

估计. 下面的引理是开放式高频估计方法的关键性引理:

引理 2.5 假设初值满足 u0(x) ∈ L1(R3) ∩ Cγ(R3) (γ > 1), u(t, x) 是方程 (1.1) 的解, 则有

(1) 当 0 6 s < 1 时, 如果

u(t, x) ∈ L∞([0,+∞), L1(R3) ∩ L∞(R3)),

那么,

∥Tqu2∥L2 + ∥Tqu2∥L∞ 6 C∥Tq−3u∥L∞ ; (2.8)

(2) 当 s = 1 时, 如果

u(t, x) ∈ L∞([0,+∞), L1(R3) ∩ Cα(R3)), α > 0,

那么,

∥ΛβTqu
2∥L∞ 6 C∥Tq−3u∥L∞ , β =

α

2
. (2.9)
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证明 (1) 令 Aq = ∥Tqu∥L∞ , 当 0 6 s < 1 时, 根据 Tq 的定义和 Tq((Sq−3u)
2) = 0, 可以得到

∥Tqu2∥L∞ = ∥Tq(Tq−3u+ Sq−3u)
2∥L∞

6 C∥Tq(Tq−3u)
2∥L∞ + 2∥Tq(Tq−3u)((Id− Tq−3)u)∥L∞

6 CAq−3 + 2∥(Id− Tq−3)u∥L∞∥Tq−3u∥L∞

6 CAq−3,

其中, 我们利用了 ∥u∥L∞ 6 C 这个假设. 同理可以得到 ∥Tqu2∥L2 6 CAq−3.

(2) 假设 u(t, x) ∈ L∞([0,+∞), L1(R3) ∩ Cα(R3)). 分数阶的 Laplace 算子的计算公式为 (参见文

献 [35])

Λβu(x) = CβP.V.

∫
u(x)− u(y)

|x− y|3+β
dy,

其中 Cβ > 0. 于是,

Λβ(Tqu
2) = CβP.V.

∫
R3

(Tqu
2)(t, x)− (Tqu

2)(t, y)

|x− y|3+β
dy

= CβP.V.

(∫
|x−y|61

+

∫
|x−y|>1

)
(Tqu

2)(t, x)− (Tqu
2)(t, y)

|x− y|3+β
dy

=: E1 + E2.

接下来将用不同的方法来处理这两个不同的项 E1 和 E2. 对于 E1 来说, 不失一般性, 假设存在点

(t0, x0), 使得 u(t0, x0) = 0. 否则, 我们可以利用 u(t, x− u(t0, x0)(t− t0))− u(t0, x0) 来代替 u(t, x). 由

于 Tq((Sq−3u)
2) = 0, 那么,

|(Tqu2)(t0, y)− (Tqu
2)(t0, x0)| = |Tq(Tq−3u)

2(t0, y) + 2Tq[(Tq−3u)(Sq−3u)](t0, y)− Tq(Tq−3u)
2(t0, x0)

− 2Tq[(Tq−3u)(Sq−3u)](t0, x0)|.

注意到我们的假设 u(t0, x0) = 0, 则

|(Tq−3u)(t0, y)− (Tq−3u)(t0, x0)| 6 C|y − x0|2β , |u(t0, y)− u(t0, x0)| 6 C|y − x0|2β ,

所以有

|(Tqu2)(t0, y)− (Tqu
2)(t0, x0)| 6 |[(Tq−3u)(t0, y)]

2 − [(Tq−3u)(t0, x0)]
2|

+ 2|(Tq−3u)(t0, y)(u(t0, y)− u(t0, x0))|

6 |[(Tq−3u)(t0, y) + (Tq−3u)(t0, x0)][(Tq−3u)(t0, y)− (Tq−3u)(t0, x0)]|

+ 2|(Tq−3u)(t0, y)(u(t0, y)− u(t0, x0))|

6 CAq−3|y − x0|2β .

因此,

|E1(t0, x0)| 6 CβP.V.

∫
|x0−y|61

∣∣∣∣Tqu2(t0, x0)− Tqu
2(t0, y)

|x0 − y|3+β

∣∣∣∣dy
6 CAq−3

∫
|y−x0|61

1

|y − x0|3−β
dy 6 CAq−3,
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其中 C 是一个与 (t0, x0) 无关的常数. 所以,

∥E1∥L∞ 6 CAq−3.

对于 E2 而言, 我们很容易得到下面的估计:

∥E2∥L∞ 6 C

∥∥∥∥∫
|x−y|>1

Tqu
2(t, x)− Tqu

2(t, y)

|x− y|3+β
dy

∥∥∥∥
L∞

6 CAq−3.

将 E1 和 E2 的估计结合在一起, 则可以得到

∥ΛβTqu
2∥L∞ 6 CAq−3.

证毕.

定理 2.1 的证明 要证明方程 (1.1)的解当 t > δ0 时满足 (2.5). 根据 Duhamel原理知,方程 (1.1)

的解可以表示为

u(t, x) = G(t, ·) ∗ u0 +
∫ t

0

G(t− τ) ∗ divf(u)dτ.

根据 u(t, x) 的表示形式, 可以得到

Tqu = TqG(t, ·) ∗ u0 +
∫ t

0

TqG(t− τ) ∗ divf(u)dτ =: Iq + IIq. (2.10)

关于 Iq 的估计, 当 t > δ0 时, 利用 Young 不等式, 有

∥Iq∥L∞ = ∥TqG(t) ∗ u0∥L∞ 6 ∥TqG(t)∥L2∥u0∥L2

6
(∫

R3

(T̂q(ξ)e
− |ξ|2t

(1+|ξ|2)s/2 )2dξ

)1/2

∥u0∥L2

6 Ce−2q(2−s)δ0 . (2.11)

通过直接计算, 我们可以总结为存在正数 Q1, 使得对于任意 q > Q1, 有

∥Iq∥L∞ 6 C · 2−qγ . (2.12)

接下来将要估计 ∥IIq∥L∞ . 首先将 IIq 分解为两部分,

IIq =

∫ t−ε

0

TqG(t− τ) ∗ divf(u)dτ +
∫ t

t−ε

TqG(t− τ) ∗ divf(u)dτ =: II1q + II2q, (2.13)

其中 ε 为一个待定常数. 对于 II1q, 有

∥II1q∥L∞ =

∥∥∥∥∫ t−ε

0

TqG(t− τ) ∗ divf(u)dτ
∥∥∥∥
L∞

6
∫ t−ε

0

∥TqΛG(t− τ)∥L2∥Tqf(u)∥L2dτ

6 e−2q(2−s)ε

∫ t−ε

0

∥T̂q(ξ)|ξ|e
− |ξ|2(t−τ)

2(1+|ξ|2)s/2 ∥L2∥Tq(u2)∥L2dτ.
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根据 (2.8), 可得

∥II1q∥L∞ 6 CAq−3e
−2q(2−s)εε−

1
(2−s) 6 CAq−3e

−2q( ε
2 ). (2.14)

为了估计 II2q, 我们分成 0 6 s < 1 和 s = 1 两种情形来进行证明. 首先, 当 0 6 s < 1 时, 利用 (2.6)

和 (2.8), 得到

∥II2q∥L∞ =

∥∥∥∥∫ t

t−ε

TqG(t− τ) ∗ divf(u)dτ
∥∥∥∥
L∞

6
∫ t

t−ε

∥ΛTqG(t− τ)∥L1∥Tq(u2)∥L∞dτ

6 CAq−2

∫ t

t−ε

(t− τ)−
1

2−s dτ 6 CAq−2ε
(1−s)/(2−s). (2.15)

对于 s = 1, 利用 (2.6) 和 (2.9), 得到

∥II2q∥L∞ 6
∫ t

t−ε

∥TqΛ1−βG(t− τ)∥L1∥ΛβTq(u
2)∥L∞dτ

6 CAq−3

∫ t

t−ε

(t− τ)−(1−β)dτ 6 CAq−3ε
β . (2.16)

令

ε̃0 =

Cε
1−s
2−s , 0 6 s < 1,

Cεβ , s = 1.

将 (2.10)–(2.16) 加起来, 可得

Aq = ∥Tqu∥L∞ 6 (ε̃0 + e−2q( ε
2 ))Aq−3 + C · 2−γq. (2.17)

接下来要证明对于任意的正数 l, 都有

(Hl) : Aq+3l = ∥Tq+3lu∥L∞ 6 (ε̃0 + e−2q( ε
2 ))lAq + C · 2−γ(q+3l). (2.18)

我们将利用数学归纳法来进行证明上述结论.

由 (2.17) 很显然可以得到当 l = 1 时 (2.18) 成立. 接下来假设当 k = l − 1 时 (2.18) 成立, 即

Aq+3(l−1) = ∥Tq+3(l−1)u∥L∞ 6 (ε̃0 + e−2q( ε
2 ))l−1Aq + C · 2−γ(q+3(l−1)).

又根据 Duhamel 原理, 由 Iq+3l 的表达形式以及 Green 函数的性质, 有

∥Iq+3l∥L∞ 6 C · 2−γ(q+3l). (2.19)

类似于 (2.17) 的证明过程, 我们有

∥Tq+3lu∥L∞ 6 (ε̃0 + e−2q( ε
2 ))Aq+3(l−1) + C · 2−γ(q+3l)

6 (ε̃0 + e−2q( ε
2 ))lAq + C · [(ε̃0 + e−2q( ε

2 ))23γ + 1]2−γ(q+3l)

= (ε̃0 + e−2q( ε
2 ))lAq + C · 2−γ(q+3l), (2.20)
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即 (2.18) 对于 l 仍然是成立的. 所以, 根据数学归纳法, 我们得到 (2.18) 对于任意的正数 l 都成立.

最后, 令 ε̃0 = 2−6γ (根据 ε0 的定义, 我们很容易得到 ε = 2−6γθ, 其中 θ 是一个依赖于 s 和 β 的

正数). 令 Q2 = log2(12γ(ε)
−1), 那么当 q > Q2 时, 有

∥Tq+3lu∥L∞ 6 (2−6γ)lAq + 2−γ(q+3l)Aq + C · 2−γ(q+3l).

当 l > q 时, 可以得到

(2−6γl) = 2−γ(q+3l)2γ(q−3l) 6 C · 2−γ(q+3l).

最后, 如果选择 Q0 = max{Q1, Q2}, 当 q > Q0 和 l > q 时, 利用 (2.18) 可以得到

∥Tq+3lu∥L∞ 6 C · 2−γ(q+3l). (2.21)

因此, u(t, x) 满足 (2.5), 定理 2.1 证明完毕.

注 2.6 这里之所以将以上方法称为 “开放式高频估计”, 是因为其估计是针对解的高频部分, 并

且开放式地逐步向更高频进行迭代.

3 解的 LpLpLp 范数下的有界性估计

本节将得到方程解的 Lp 范数下的有界性, 首先考虑方程解的 L1 范数下的有界性.

3.1 L1L1L1 范数下的有界性

首先给出下面的关于解在 L1 范数下的有界性的引理:

引理 3.1 假设 ∥u0∥L1 6 C, u(t, x) 是方程 (1.1) 的解, 那么一定有

∥u∥L1 6 ∥u0∥L1 . (3.1)

类似的结论可参见文献 [10]. 为了方便读者, 这里给出简单的证明过程.

引理 3.1 的证明 设 φ为光滑子. 当 δ > 0时,令 φδ(x) =
1
δφ(

x
δ ). 另外,令 sgn为定义在实数集上

的符号函数,那么它的光滑子为 sgnδ = φδ ∗ sgn (δ > 0). 在方程 (1.1)两端同时乘以 sgnδ(u)并且在 R3

上积分可得

d

dt

∫
R3

∫ u

0

sgnδ(η)dηdx+

∫
R3

sgnδ(u)∇ · f(u)ds+
∫
R3

sgnδ(u)Γsudx = 0. (3.2)

注意到

sgnδ(u)∇ · f(u) = ∇ · [sgnδ(u)(f(u)− f(0))]−∇ ·
[ ∫ u

0

sgn′δ(η)(f(η)− f(0))dη

]
.

因此, (3.2) 左端的第二项为 0, 即

d

dt

∫
R3

∫ u

0

sgnδ(η)dηdx+

∫
R3

sgnδ(u)Γsudx = 0. (3.3)

把 (3.3) 关于时间 t 在 [0, t] 积分, 从而可以得到对于任意的 0 6 t 6 T 都有 (3.1). 最后, 令 δ → 0, 完

成了引理 3.1 的证明.
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3.2 L2L2L2 范数下的衰减估计

接下来将利用加权能量估计的方法得到方程解在 L2 范数下的衰减性. 我们的结论如下:

定理 3.2 假设 ∥u0∥L1∩L2 6 C, u(t, x) 是方程 (1.1) 的解, 那么 u(t, x) 有下面的衰减性:

∥u(t)∥L2 6 C∥u0∥L1∩L2(1 + t)−
3
4 . (3.4)

证明 首先给出 u(t, x) 在 L2 范数下的有界性. 在方程 (1.1) 两端同时乘以 2u, 积分可得

∥u∥2L2 + 2

∫ t

0

∥Λ⟨Λ⟩− s
2u(τ)∥2L2dτ = ∥u0∥2L2 , (3.5)

其中 ⟨Λ⟩ 的 Fourier 变换为

F(⟨Λ⟩) = ⟨ξ⟩ := (1 + |ξ|2) 1
2 .

因此, 我们得到了 u(t, x) 在 L2 范数下的有界性.

接下来将利用加权能量估计的办法来得到方程解在 L2 范数下的衰减性. 在方程 (1.1) 两端同时

乘以 2(1 + t)au 并且在 R3 积分可以得到

∥(1 + t)
a
2 u∥2L2 + 2

∫ t

0

(1 + τ)a∥Λ⟨Λ⟩− s
2u(τ)∥2L2dτ = ∥u0∥2L2 +

∫ t

0

a(1 + τ)a−1∥u∥2L2dτ. (3.6)

事实上, 由于 0 6 s 6 1, 我们很容易得到

∥u∥2L2 6 ∥⟨Λ⟩− s
2u∥2L2 + ∥Λ⟨Λ⟩− s

2u∥2L2 .

利用 (3.6), 可以得到

∥(1 + t)
a
2 u∥2L2 + 2

∫ t

0

(1 + τ)a∥Λ⟨Λ⟩− s
2u(τ)∥2L2dτ 6 ∥u0∥2L2 +N1 +N2, (3.7)

其中

N1 = a

∫ t

0

(1 + τ)a−1∥Λ⟨Λ⟩− s
2u(τ)∥2L2dτ

和

N2 = a

∫ t

0

(1 + τ)a−1∥⟨Λ⟩− s
2u(τ)∥2L2dτ.

接下来将估计 N1 和 N2 这两项.当 a > 3
2 时,由于 (a−1)/a+1/a = 1,利用 Young不等式和 (3.5),

我们可以得到

N1 6 η

∫ t

0

(1 + τ)a∥Λ⟨Λ⟩− s
2u(τ)∥2L2dτ + Ca,η∥u0∥2L2 , (3.8)

其中 η 为一个待定的正数. 为了估计 N2, 我们有下面的不等式:∫
R3

1

(1 + |ξ|2)s/2
|û|2dξ =

∫
|ξ|>R

1

(1 + |ξ|2)s/2
|û|2dξ +

∫
|ξ|6R

1

(1 + |ξ|2)s/2
|û|2dξ

6 1

R2

∫
R3

|ξ|2

(1 + |ξ|2)s/2
|û|2dξ + C∥û∥2L∞R3,
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其中 R 为任意大的正数. 特别地, 取 R 的值为

1

R2

∫
R3

|ξ|2

(1 + |ξ|2)s/2
|û|2dξ = C∥û∥2L∞R3,

也即

R =

(∫
R3

|ξ|2
(1+|ξ|2)s/2 |û|

2dξ

C∥û∥2L∞

) 1
5

.

从而可以得到 ∫
R3

1

(1 + |ξ|2)s/2
|û|2dξ 6 C

(∫
R3

|ξ|2

(1 + |ξ|2)s/2
|û|2dξ

) 3
5

∥û∥
4
5

L∞ .

利用 Young 不等式, 我们可以得到

N2 = a

∫ t

0

(1 + τ)a−1∥⟨Λ⟩− s
2u(τ)∥2L2dτ

6 η

∫ t

0

(1 + τ)a
∫
R3

|ξ|2

(1 + |ξ|2)s/2
|û|2dξdτ + Ck,η∥u0∥2L1(1 + t)a−

3
2 . (3.9)

将 (3.8) 和 (3.9) 代入到 (3.7), 并且取 0 < η < 1
2 , 可得

(1 + t)a∥u∥2L2 + (2− 2η)

∫ t

0

(1 + τ)a∥Λ⟨Λ⟩− s
2u∥2L2dτ 6 C∥u0∥2L2 + C∥u0∥2L1(1 + t)a−

3
2 .

由于一开始选择 a > 3
2 , 从而得到了定理 3.2 的证明.

3.3 LpLpLp (p > 2)(p > 2)(p > 2) 范数下的估计

在上面两小节中得到了方程解在 L1 和 L2 范数下的有界性. 关于 ∥u∥Lp (2 < p 6 ∞) 的有界性,

我们有下面的极大值原理:

定理 3.3 (极大值原理) 假设 u0(x) ∈ L1(R3)∩L2(R3), u(t, x)是方程 (1.1)的解,并且 0 6 s 6 1,

那么有

∥u(t)∥Lp 6 C∥u0∥Lp ,

其中 2 < p 6 +∞.

为了给出定理 3.3 的证明, 我们需要算子 Λs 的正性定理.

引理 3.4 设 s ∈ [0, 2], u(x) ∈ S(Ω), 其中 Ω = R3, 则算子 Λs 有下面的逐点估计:

2u(x)Λsu(x) > Λsu2(x). (3.10)

当 Ω = R2,T2 时, 文献 [35] 给出了详细的证明过程, 而上述引理的证明完全类似于文献 [35, 36]

的证明, 为了简洁起见,我们不再给出证明. 为完成定理 3.3的证明,还需要关于 ∥Λ−su∥Lp 的估计,即

下面的引理 (证明参见文献 [30, 第 119 页定理 1]):

引理 3.5 若 0 < s < 3, 1 6 p < q <∞, 而且满足 1/q + s/3 = 1/p, 那么有

∥Λ−sf∥Lq 6 C∥f∥Lp .
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定理 3.3 的证明 根据 Γs 和 Λs 定义, 我们将方程 (1.1) 重新改写为

∂tu+ Λ2−su = divf(u) + (Λ2−s − Γs)u. (3.11)

在方程 (3.11) 两端同时乘以 pup−1 (其中 p = 2n, n = 2, 3, . . .), 积分可得

d

dt
∥u∥pLp + ∥Λ1− s

2u
p
2 ∥2L2 = p

∫
R3

up−1(Λ2−s − Γs)udx. (3.12)

接下来将利用高低频分解的办法来处理方程 (3.12) 的右端项. 令

χ(ξ) =

1, |ξ| > 2R,

0, |ξ| < R

为光滑的截断算子, R为一个大于 2的正数. 算子 χ(D)是一个以 χ(ξ)为核的算子. 引入了算子 χ(D)

后, 方程 (3.12) 可以写为
d

dt
∥u∥pLp + ∥Λ1− s

2u
p
2 ∥2L2 =: K1 +K2, (3.13)

其中 K1 和 K2 分别为

K1 =

∣∣∣∣ ∫
R3

up−1(Λ2−s − Γs)Ludx

∣∣∣∣, K2 =

∣∣∣∣ ∫
R3

up−1(Λ2−s − Γs)Hudx

∣∣∣∣,
其中

(Λ2−s − Γs)L = (I − χ(D))(Λ2−s − Γs),

(Λ2−s − Γs)H = χ(D)(Λ2−s − Γs).

结合算子 Λ2−s − Γs 的具体性质, 我们有下面的估计:

K1 6 C∥(Λ2−s − Γs)Lu∥L∞∥u∥p−1
Lp−1 6 C∥u∥L2∥u∥p−1

Lp−1 6 C∥u∥
p

p−2

L2 ∥u∥
p(p−3)
p−2

Lp .

利用 Gagliardo-Nirenberg 不等式, 有

∥u∥Lp = ∥u
p
2 ∥

2
p

L2 6 C∥Λ1− s
2u

p
2 ∥

3
5−s ·

2
p

L2 ∥u
p
2 ∥

2−s
5−s ·

2
p

L1

6 C∥Λ1− s
2u

p
2 ∥

6
p(5−s)

L2 (∥u∥βL2∥u∥1−β
Lp )

2−s
5−s

6 C∥Λ1− s
2u

p
2 ∥

6
p(5−s)

L2 ∥u∥
2

p−2
2−s
5−s

L2 ∥u∥
p−4
p−2

2−s
5−s

Lp ,

从而,

∥u∥Lp 6 C∥Λ1− s
2u

p
2 ∥

6(p−2)
p(3p−2s−2)

L2 ∥u∥
2(2−s)

3p−2s−2

L2 . (3.14)

利用 (3.14) 和 Young 不等式, 可以得到

K1 6 C∥Λ1− s
2u

p
2 ∥

6(p−3)
3p−2s−2

L2 ∥u∥
(7−2s)p
3p−2s−2

L2 6 Cε∥Λ1− s
2u

p
2 ∥2L2 + C∥u∥pL2 .

最后来估计 K2, 当 |ξ| 充分大时,

σ(Λ2−s − Γs) =
s

2
|ξ|−s +

s
2 (

s
2 + 1)

2!
|ξ|−2−s +O(|ξ|−2−s).
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将 K2 改写为

K2 6
∣∣∣∣ ∫

R3

up−1(Λ−s)Hudx

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ ∫
R3

up−1

(
Λ2−s − Γs −

s

2
Λ−s

)
H

udx

∣∣∣∣ =: K21 +K22.

对于 K21, 利用 Cauchy 不等式, 有

K21 =

∣∣∣∣ ∫
R3

up−1(Λ−s)Hudx

∣∣∣∣ 6 C

∫
R3

|up−1Λ−su|dx 6 C∥u∥p−1
Lp ∥Λ−su∥Lp .

由引理 3.5 可以得到

K21 6 ∥u∥p−1
Lp ∥u∥Lr 6 C∥u∥p−1

Lp ∥u∥θL2∥u∥1−θ
Lp ,

其中 r = 3p
3+sp < p 并且 1

r = θ
2 + 1−θ

p . 另外, 由 (3.14) 可以得到

K21 6 C∥u∥
2sp

3(p−2)

L2 [∥Λ1− s
2u

p
2 ∥

6(p−2)
p(3p−2s−2)

L2 ∥u∥
2(2−s)

3p−2s−2

L2 ]
3p(p−2)−2sp

3(p−2)

6 C∥Λ1− s
2u

p
2 ∥

2(3p−2s−6)
3p−2s−2

L2 ∥u∥
4p

3p−2s−2

L2 6 ε∥Λ1− s
2u

p
2 ∥2L2 + C∥u∥pL2 .

为了给出 K22 的估计, 我们先给出 ∥(Λ2−s − s
2Λ

−s − Γs)Hu∥L∞ 的估计,∥∥∥∥(Λ2−s − s

2
Λ−s − Γs

)
H

u

∥∥∥∥
L∞

6 C

(∫
|ξ|>R

|ξ|−4−2sdξ

) 1
2
(∫

|ξ|>R

|û|2dξ
) 1

2

6 C∥u∥L2 .

最后, 类似于 K1 的估计方法, 我们可以得到

K22 6 ε∥Λ1− s
2u

p
2 ∥2L2 + C∥u∥pL2 .

将 K1、K21 和 K22 的估计结合在一起, 可以得到

d

dt
∥u∥pLp + ∥Λ1− s

2u
p
2 ∥2L2 6 3ε∥Λ1− s

2u
p
2 ∥2L2 + C∥u∥pL2 . (3.15)

取 0 < ε 6 1
4 , 注意到我们有 ∥u∥L2 6 C(1 + t)−

3
4 , 则可以得到

∥u∥pLp +
1

4

∫ t

0

∥Λ1− s
2u

p
2 ∥2L2dτ 6 C,

其中 C 是一个依赖于 ∥u0∥L1 和 ∥u0∥L2 的常数. 证毕.

4 当 s = 1s = 1s = 1 时, CαCαCα 范数下的有界性估计

对次临界的情形, 即当 0 6 s < 1 时, 第 3 节已经证明了方程的解是满足正则性准则的条件, 即

∥u∥Lp < +∞. 接下来将证明当 s = 1 时, 方程的解也是满足正则性准则的条件, 即 u(t, x) ∈ Cα.

当 s = 1 时, 我们所研究的方程为
∂tu− ∆

(1−∆)
1
2

u = divf(u), x ∈ R3, t > 0,

u(x, 0) = u0(x), x ∈ R3.

(4.1)

我们的结论如下:
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定理 4.1 假设 u0 属于 Cα, u(t, x)是 Cauchy问题 (4.1)的解,则对充分小的正数 α,有 u ∈ Cα.

这个定理的证明需要用到 Constantin 等 [24] 得到的非线性极大值原理. 首先我们强调一下, 在后

面的证明中, 我们假设方程的解 u(t, x) 是一个光滑函数. 如其不然, 我们可以在方程左端增加一个人

为黏性项, 如 −ϵ△u. 同时注意到下面的所有证明的有界性均是不依赖于 ϵ 的, 于是再令 ϵ → 0 就可

以得到结果.

定理 4.1 的证明 令

v =
δhu(x)

|h|α
,

其中 δhu = u(x+ h, t)− u(x, t), 那么,(
∂t + u

3∑
j=1

∂xj + (δhu)
3∑

j=1

∂hj + Λ

)
(δhu) = −(Γ1 − Λ)(δhu). (4.2)

上述方程两端同时乘以 δhu
|h|2α , 则得到下面的方程:

1

2

(
∂t + u

3∑
j=1

∂xj + (δhu)
3∑

j=1

∂hj + Λ

)
v2 +

D[δhu]

2|h|2α
=

α

|h|2α+1
(δhu)

3 − δhu

|h|2α
(Γ1 − Λ)(δhu).

上面用到了文献 [35] 中关于 Λ 算子的逐点估计,

2φ(x)Λφ(x) = Λ(φ2(x)) +D[φ(x)], (4.3)

其中 D[φ(x)] 为

D[φ(x)] = P.V.

∫
R3

(φ(x)− φ(x+ y))2
c

|y|d+α
dy. (4.4)

利用文献 [24] 中提到的方法, 可以得到

D[δhu] >
|δhu|3

C∥u∥L∞ |h|
. (4.5)

因此, (
∂t + u

3∑
j=1

∂xj + (δhu)
3∑

j=1

∂hj + Λ

)
v2 +

|δhu|3

C∥u∥L∞ |h|2α+1

6 2α

|h|2α+1
(δhu)

3 − 2
δhu

|h|2α
(Γ1 − Λ)(δhu).

如果 α 充分小, 那么,(
∂t + u

3∑
j=1

∂xj + (δhu)

3∑
j=1

∂hj + Λ

)
v2 +

|δhu|3

2C∥u∥L∞ |h|2α+1
6 2

|δhu|
|h|2α

∥(Γ1 − Λ)(δhu)∥L∞ .

现在估计上述不等式的右端项, 经过直接计算可知,

∥(Γ1 − Λ)(δhu)∥L∞ 6
∥∥∥∥(Γ1 − Λ +

1

2
⟨Λ⟩−1

)
(δhu)

∥∥∥∥
L∞

+
1

2
∥⟨Λ⟩−1(δhu)∥L∞
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6
∥∥∥∥F((

Γ1 − Λ +
1

2
⟨Λ⟩−1

)
(δhu)

)∥∥∥∥
L1

+
1

2
∥K1 ∗ (δhu)∥L∞

6
∥∥∥∥[ |ξ|2

(1 + |ξ|2) 1
2

− |ξ|+ 1

2

1

(1 + |ξ|2) 1
2

]
F(δhu)

∥∥∥∥
L1

+
1

2
∥K1∥L1∥(δhu)∥L∞ ,

其中 K1(x) 是算子 ⟨Λ⟩−1 = (I −∆)−
1
2 的核, 由 Ks(x) 的定义 (见 (1.10)) 可知,

∥(Γ1 − Λ)(δhu)∥L∞ 6M∥(δhu)∥L2 +
1

2
∥(δhu)∥L∞ ,

其中

M =

∥∥∥∥ |ξ|2

(1 + |ξ|2) 1
2

− |ξ|+ 1

2

1

(1 + |ξ|2) 1
2

∥∥∥∥
L2

,

很容易看到, 上述积分的唯一的奇点是 |ξ| = ∞. 因此, 当 |ξ| 充分大时, 利用 Taylor 展开, 可得

|ξ|2

(1 + |ξ|2) 1
2

− |ξ|+ 1

2

1

(1 + |ξ|2) 1
2

=
|ξ|2

(1 + |ξ|2) 1
2

[
1−

(
1 +

1

|ξ|2

) 1
2

+
1

2|ξ|2

]
=

|ξ|2

(1 + |ξ|2) 1
2

[
1−

(
1 +

1

2

1

|ξ|2
− 1

4|ξ|4
+O

(
1

|ξ|4

))
+

1

2|ξ|2

]
= O

(
1

|ξ|3

)
.

显然, 上面函数的平方是可积的, 于是 M 是有界的. 也就有

∥(Γ1 − Λ)(δhu)∥L∞ 6 2M∥u∥L2 + ∥u∥L∞ 6 C0. (4.6)

综合以上讨论可知,

2
|δhu|
|h|2α

∥(Γ1 − Λ)(δhu)∥L∞ 6 2C0
|δhu|
|h|2α

6
(

|δhu|
(4C∥u∥L∞)

1
3 |h| 2α+1

3

)3

+ C

(
1

|h|2α− 2α+1
3

) 3
2

. (4.7)

从而有 (
∂t + u

3∑
j=1

∂xj + (δhu)

3∑
j=1

∂hj + Λ

)
v2 +

|δhu|3

4C∥u∥L∞ |h|2α+1
6 C|h| 12−2α. (4.8)

现在仅需要考虑的是 |h| 6 1 的情形. 事实上, 对 |h| > 1 的情形, 我们有

∥v∥L∞
x,h

=

∥∥∥∥ |δhu(x)||h|α

∥∥∥∥
L∞

x,h

6 C∥u∥L∞ 6 C.

当 |h| 6 1 时, 由 (4.8) 可以得到(
∂t + u

3∑
j=1

∂xj + (δhu)

3∑
j=1

∂hj + Λ

)
v2 +

|δhu|3

4C∥u∥L∞ |h|2α+1
6 C. (4.9)

假设 (x̄, h̄) 是 v2 的极大值点, 那么,

∂xjv
2(x̄, t; h̄) = ∂hjv

2(x̄, t; h̄) = 0, Λv2(x̄, t; h̄) > 0,
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这里用到了算子 Λ 的积分形式,

Λf(x) = CP.V.

∫
R3

f(x)− f(x− y)

|y|4
dy.

因此,

(∂tv
2)(x̄, t; h̄) + Cv3(x̄, t; h̄) 6 C. (4.10)

用常微分方程的知识, 类似于文献 [23] 中定理 4.3 的证明, 我们可以得到

∥u∥Cα 6 ∥v∥L∞
x,h

6 C̃, (4.11)

其中 C̃ 是依赖于 ∥u0∥Cα 和 ∥u0∥L1 的常数. 证毕.
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附录 A 定理 2.4 的证明

为了得到 Green函数 G(t, x)的逐点估计,首先将 Green函数分成两部分,低频部分 G1(t, x)和高

频部分 G2(t, x), 其中 Gi(t, x) = χi(D)G(t, x) (i = 1, 2). 算子 χi(D) 的象征 χi(ξ) 是光滑的截断函数,

定义如下:

χ1(ξ) =

1, |ξ| < ϵ,

0, |ξ| > 2ϵ,
χ2(ξ) = 1− χ1(ξ),

其中 0 < ϵ < 1.

首先给出一个非常重要的引理, 它在证明 Green 函数的逐点估计的过程中起到了关键的作用.

引理 A.1 (1) 假设 f̂(t, ξ) 是一个在 Rn 空间中具有紧支集的函数, 并且存在常数 ν > 0, 使得

f̂(t, ξ) 对于任意的正数 k 和 m, 以及任意的复指标 α 和 β, |β| 6 N , 都有下面的不等式:

|Dβ
ξ (ξ

αf̂(ξ, t))| 6 C|ξ|(|α|+k−|β|)+(1 + (t|ξ|2))me−ν|ξ|2t,
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那么一定有

|Dα
xf(t, x)| 6 CN t

−n+|α|+k
2 BN (t, x),

其中 N 为任意固定的正数, (a)+ = max(0, a),

BN (t, x) = (1 + |x|2(1 + t)−1)−N .

(2) 如果对于任意的 t > 0, suppf̂(·, ξ) ⊂ Oϵ =: {ξ, |ξ| > ϵ} 都存在常数 ν > 0, 使得对于任意的正

数 k 和 m 以及复指标 α 和 β, |β| 6 N , 都有

|Dβ(ξαf̂(ξ, t))| 6 C|ξ||α|+k−|β|(1 + (t|ξ|2−s))me−ν|ξ|2−st,

那么一定有

|Dαf(t, x)| 6 CNe−ϵt/2t−
n+|α|+k

2−s BN,s(t, x),

其中

BN,s(t, x) = (1 + |x|2−s(1 + t)−1)−N .

上述引理第一部分的证明参见文献 [34, 引理 A.1], 第二部分的证明与第一部分类似, 我们这里不

再赘述.

接下来将给出 Green 函数逐点估计的证明, 首先从低频部分开始, 关于低频部分的估计, 我们有

下面的结论:

引理 A.2 对于任意的正整数 N , 如果 ϵ 充分小, 则一定存在常数 C > 0, 使得

|Dα
xG1| 6 C(1 + t)−

n+|α|
2 BN (t, x). (A.1)

证明 当 |ξ| 充分小时, 根据 Ĝ1 表达形式, 经过计算可以得到

|Dβ
ξ (ξ

αĜ1)| 6 C(|ξ|(|α|−|β|)+ + |ξ||α|t
|β|
2 )(1 + t|ξ|2)

|β|
2 +1e−|ξ|2t.

由上面提到的引理 A.1 可得

|Dα
xG1(t, x)| 6 Ct−

n+|α|
2 BN (t, x), (A.2)

并且,

|Dα
xG1(t, x)| 6 C

∣∣∣∣ ∫
R3

e
√
−1x·ξχ1(ξ)(ξ

αĜ1(t, ξ))dξ

∣∣∣∣ 6 C

∣∣∣∣ ∫ χ1(ξ)dξ

∣∣∣∣ 6 C. (A.3)

从而, 由 (A.2) 和 (A.3) 可以得到 (A.1), 也就是得到了 Green 函数低频部分的逐点估计.

当 |ξ| > ϵ 时, Green 函数的高频部分 Ĝ2(t, ξ) 有下列的估计:

|Dβ
ξ (ξ

αĜ2)| 6 C(|ξ||α|−|β|)(1 + |ξ|2−st)
|β|
2 +1e−|ξ|2−st.

再次利用引理 A.1(2), 可以得到下面的引理:

引理 A.3 若 |ξ| > ϵ, 则

|Dα
xG2(x, t)| 6 Ct−

n+|α|
2−s e−ϵt/2BN,s(x, t).
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最后将高低频估计合在一起, 也就是把引理 A.2 和 A.3 结合在一起, 就可以得到 Green 函数的逐

点估计:

定理 A.4 对于任意的 x ∈ Rn, Green 函数有下面的逐点估计:

|Dα
xG(x, t)| 6 Cαt

−n+|α|
2−s BN,s(t, x), 0 < t < 1,

|Dα
xG(x, t)| 6 Cα(1 + t)−

n+|α|
2 BN (t, x), t > 1,

而且,

∥DαG(t, x)∥Lp 6 Ct−
|α|
2−s−

n
2−s (1−

1
p ), 1 6 p 6 ∞, 0 < t < 1,

∥DαG(t, x)∥Lp 6 C(1 + t)−
|α|
2 −n

2 (1− 1
p ), 1 6 p 6 ∞, t > 1.

从而, 我们完成了定理 2.4 的证明.

Global existence of large solutions to conservation laws with
nonlocal dissipation-type terms

Lijuan Wang, Weike Wang & Xin Xu

Abstract We consider the global existence for large perturbation solutions of scalar conservation laws with
nonlocal dissipative structures. At the very beginning, based on the Green function method and the Littlewood-
Paley decomposition, we establish a new regularity criterion to improve the regularity of the solution. It is worth
to point out that the key points in the regularity criterion are that ∥u∥L∞ < +∞ for 0 6 s < 1 and ∥u∥Cα < +∞
for s = 1. Thus, in the following part we devote ourselves to verify the two key points. For the subcritical case, we
obtain the boundedness of solution in Lp for any p ∈ [2,+∞) by the maximum principle. Thanks to the nonlinear
maximum principle, Cα boundedness is established for the critical case. Finally, the global existence of classical
solutions to the scalar conservation with large initial data is obtained.
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