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关于矩阵典型域oi Pss on 方程的基本解

陈 广 晓
( 中山大学数学系

,

广州 )

摘

本文讨论
刀

阶矩阵典型域 z一 z 才 > o

的 P o 15 s o n 方程

要

的 L a p l a e e 一

B e l t r a m i 不变微分算子
: r △ z

艺 习 ( I 一 Z ②
`

)
, , ( I一 2

’

Z ) 、` 护丝_ 一 j( z )

口之 i z a 宕 i*

的基本解的积分表达式 (径向形式 )
.

利用迭加原理和调和函数的 oP iss on 积分公

式
L, , ,

我们还能得到 p o i s s o 。

方程 D i r i e h l e t 型边值问题的解的公式
.

一
、

S L Z
( R ) / 5 0 ( 2 ) 的 H a r i s h 积分变换

在解析对应 留 ( 二 ) 一 i ( l 一 。 ) ( l + 二 )
一 , ,

D ,

( } lz < l) 被一一地映为上半平面 H
Z

( I m 留

S乙 2

( R ) / 5 0 ( 2 )
.

设 G ~ S L Z

( R )
,

K ~ 5 0 ( 2 )
, A 一 {乃

,

一 [

z
(留 ) 一 ( 1 + i 留 ) ( l 一 i留 )

一 ,

之下
,

怕
一

位圆

> 0 )
.

后者常被看成 S L Z

( R ) 的左
一

齐性空

砂
, 。一 `

]
, , 〔 R } 为对角 子群

,

N 为幂单上三角

矩阵子群
.

G 的 枷 as a w a 分解为 x

/ 1
e o s 日

一
s i n 日

z了̀、、
`

、 、、.才/

或尸keaz了.、、n
、

、
/

一一“1

如文献 [ 2] 用 C双 G声K ) 表 ` 上的 C co

有紧致支集的函数所成的空间
,

那末 H a isr h

( H j ) (人
:

) 一 F , (乃
,

) 一

(无穷次连续可微 )
,

适 合 f
。

(七x 毛) ~ f` (动
,

并

积分变换定义为
〔2

,3] :

一

{{
。 , (乃

,

一
, ,

) 、二 ( ,
.

, )
。

一

!二
。 (…

` 犷 ,“ 艺了

) ( 1
.

1 )
;

由于

九 (的 一 了
(少

· 二

只与
x

x’ 的特征值有关
,

故可算出

: ,

( 。
,

卜
一

{二
_ ,

。

(
` ’ “

吮)
、

一 l二了(
三{舟二

+

含
· ’ , 、 2

)
。 ,

、 浮
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(1
.

2)氛 d

、、、 .1
2尹

七ó
1一 2一

! {
。
`

(
C hZ` 十

今把 f
。

(幻 看作定义在上半平面的函数 了 (留 )
,

则它是
“

K 不变
” 的

,

故它在 5 0 ( 2) 轨

道 }
`。 一 i e h Z ,

! 一 !
。 h Z ,

} (或同心圆 }
二

! 一 } th ,
t ) 的每一点有相同值

,

记为 Z(
。 h Z , )

.

先令 jF (
。 ·

人,
·

钓 一 fF ( h :

)
,

使 F ,
成为 ` 上定义的函数

,

把它看作上半平面定义的函

数 F ( 留 )
,

则它是
“

N 不变
” 的

,

故它在 N 轨道 I m 留 ~
。士 2t 的各点有相同值

,

其值记为 户( C hZ , )
.

由于 ` ( 1
.

1 )
2

式
,

则 H a r is h 积分变换可实现为 f ( 留 ) 、 F (留 ) :

F ( / ) 一 (工m留 )
一 `

{{
。 , (留 + ·

)“二 ( 1
.

3 )

设 △ ,
记 S L Z

( R )
一

不变 L a
lP

a e e 一 B e l t r a m i 算子
:

△。
~ 1 6 ( I m : 。 )

, ;
(
三△

·

O留 a而

一 、 ,

a
Z

\

~
传以 一 之公少

-

一二卜
d 之 d z ,

它在
“ K 不变

”
函数空间的分量 (径向分量 )为 :

穿
, 一生

一

立 (
Sh Z才 d t \

( 1
.

4 )

△勿 在
“

N 不变
”
函数空间的分量为

:

里 一 :
立 二

。 , 。

里̀ 一 ; 、
。 。一 , .

口z J d t \ d t汤 /
( 1

.

5 )

积分号下求 △。 ,

得

△。 ( ( Im留 )合F (州 ) ) ~

其中
,

六( 。 ) ~ △ J 亦为 K 不变的
.

设

F !

(留 ’ 一 (`m川 )
一 `

{二
。

ll( 留 + x) dx
,

f
,

(留 + x) dx
,

它是 N 不变函数
,

用 户
,

( C h Z ,
) 表它在 N 轨道

K 轨道上的值
,

则

I m z夕
一

e 生 , `

处的值
,

用 子
;

(
e h Z , ) 表 f

,

(留 ) 在

户
,

( c h Z z ) 一
.

才
:

{户(
e h Z t ) 1

,

才
, _ 丝 一 1

d 2 2
故得

定理 L l
.

H 盯 is h 积分变换 ( 1
.

3) 式把 ( 1
.

均式转换成常系数算子
口渊

: ;

子(
c h Z` )

一

生 , ( c h Z, )

{二
,

{ ,
`

H

护( e h Z不 ) 一 ~ 厂:

( C庵` 2厂 )

( 1
.

2 )式等价于

二 , , , 、

1
户 又c n 乙 t ) ~ 一

2

c h Z , 十 1 ;八
、 ;

.

利用文献 LZ〕7 3 页的引理或文献 [ 3 ] 3斗0 页的计算
,

其逆变换为
:

1

才气
c n乙 t ) 一 一 一

户 (
c h Z ,

+
一

工 。刁、 、 , ,

\ Z /

a 户

d了

d r

丫甲 (
:

) 一 甲 ( r )

( 1
.

6 )

尸|一牌|加
汀

1
. 二二

- -万
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(甲 (约 ~ h s
,

动
.

一般地
,

把积分
,

的tI
口百1

1
é

。 ( , ) 。 f(
t ) 一 一 工 口F ( : ) d 丫

衍 了, (动 一 ,面
( 1

.

7 )

变换简记为
:

f( t ) ~ ( H
, r ) ( t ) ~ H ; (̀ ) F ( t )

.

它是文献 [ 3] 写出的 A be l 积分变换的反演
.

这里
,

常设 甲 ( t) 为偶函数
,

而使映射 尸卜 ) 甲 ( )t

是实轴正半轴 ( x ) 0) 到自身的 Joc ob i an 元处为零的一对一的解析对应
,

而设 F ( t) 为偶

函数
,

且当 公
一 co 时适合

, 厂O
、

\ , 2 。 , 、

U I刀 子
一

二

气二尸 ! 厂 戈不夕 一
U

t 冲 泊 \ d t /

、速降条件 )
.

本文常设 , (` )为 、 h
Z, ,

(粤
s
h : ,

丫及
, 2 .

\ 入 /

对于变换 ( 1
.

7) 式
,

不难验证

H甲月万一

定理 1
.

2
.

设 f ( t ) 三 万 (望 ( , ) ) 一 E妙 )

{
口

(
一

剥
。

叫
“

(
一
专副

·

(夕 一 甲 ( , ) )
,

则

一

{拭
。

口

(副
“ ,

}
。

(
,

翻
。

叫
“ 一

l脚
。

(
,

会
一

刽
“

·

这儿 Q(劝 为 杏的多项式
.

证
.

这只需在

, 兰
d夕

Q(约 二 若时证明
,

即证

{
“ : ,( , + ; d)z ; 一 }

’

{答 (
刃

丝 一 粤圳 二 J ;
,

少一伪 J 一 。 L d工 、 d丫 Z / 」 x = y + 互
`

{i
。 、 :

, ,

( , 十 ;
2

) d : 一

}{
。

!
( , 十 扩,“

”

( , 十 ;
2

, 十
,

( , + ;
2

)

!
` ;

·

E
1一2

这不难利用分部积分法证得
.

由这定理不难给出定理

定理 L 3
.

设 丫
, , `

才
`

1
.

1 另一个证明
.

等仍如定理 1
.

1
,

则

丫
: o H

s h Z ,

一 H
s o Z , o `

才
: ,

( 1
.

8 )

( s ,、 2才 )
一 `

二(
Sh Z /

蕊) !
口f (

: ) d r

了
。 h, : 一

s h , ,

f“ a / 口
2

八
、 /

一 { 万一 、 二 -下 一
1 1从

J {州 口了 \ d 丁
` /

d了
丁 ,

.

丁=云于二一丁于
.

V S fl
一
丁

一 S丁君

( 1
.

8 )
:

证
.

换变数
,

设 y 一 hs 与
,

则算得 :
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J
一

介
。 / d

、、 .

。 / d、

牙
`
一 甘 `

口而
一

夕十 夕 “

甲万
)

~。 /
_

己 1、
.

。 /
.

多艺 厂
一 夕 l几夕 一一 一 一 !门 , 甘 2 气

\ d y Z / \
y

-

— 一 一 、
。 己

-

/ 耳夕

而且 Q
l

(约 一 4馆 + 1沁
,

久 (动 一 4 ( g 十 l ) ; 因此 ( 1
.

8)
;

式可由定理 ]
.

2 推出
.

附记
.

在 ( 1
.

8)
,

式中
,

用 殆 代 , ,

R 了 代
: ,

可得

2

、
声/

矛去R认曰
n舀

s h尺了

一一伙ó
了一 l|

J
.

刊注
(上

。h ( 2 : , )一 兰 ((上
、 h ( 2 : , )、兰、、 {

`
少

\ R d t \ \ R / d才 / / 少闭 d 了

令 R 、 co

一
{
沈 一兰 f

一

世一 约
J , 一 d了 \ d r `

入
适 /

,

形式上可得

{八万万三不 ; 一而
` Z ( 二 S n 找 了 J 一 (

一 丁

V \ 穴 / \
尺

s h R t

一 i d

d 才
(

,

自 {
一

赴
一

理里一 一 (
一

业 一
`

里呈~
\ d t / J { ,

d 丫
、

/
, ,

_
, Z J 一r } d 丁

, 、

/
, ;

_
, J

V

“
V

“
( 1

.

9 )

或一般的

夕

(专价翻
·

坑
: 一 从

2 ) ·

。
(脚

·

( 1
.

9 )
,

它们亦能用定理 1
.

2 推出
.

二
、

P io s so n 方程的基本解
:

多圆柱场合

上节的 H 盯 is h 积分变换可建立多圆柱广义的 oP iss on 方程的基本解与 R
”

的常系数

P io ss o n 方程的基本解的联系
.

先考虑 R
”

的广义 P io ss on 方程

令 少 “

1 口工 z

( 2
.

1 )

( a > o )
,

并设

dǔ击“
, 二 ,

(
;

) 一 工
巴 一 “ ` ,

“
’ “ `

, J , (
犷

) 一 (一 l

\ 2叮 尹

G ( l , “ )
( 2

.

2 )

G ( ,左
, “ )

(
r

) 一 月 ( , Z

G ` , 交一 `
, “ ,

(
r

)

工 {
一

望三巳主尘业逐2
-

兀 少
,

d R

d R

丫反乏二 不
’ ( 2

.

2 )
刁

利用定理 1
.

2 不难建立

` 几”
, a ’

(
,
·

) 一 (月
、 f : )

)
” 一

“
( `

, “ , (
:

)
,

` 以 ,a )

(
·

卜 (一少 自
“ 一 ’

。 人一 (
:

)
.

而 (G
2 ,a ,

(
:

) 与虚宗量的零阶柱函数
〔们 :

以劝 一

{了一
山 `“ ; 一

{:一了下二了
`
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有下述关系
:

“ , , a , (
:

) ~ K 。

(。
r

)
.

定理 .2 1
.

设 厂(幻 呀 C双 R
”

)
,

则 ( 2
.

1) 式有下述 C , 解 :

( 2
.

2 )
,

“ (` )

一 !
二·

f ( y ) G ( ” ’ “ ,
( l

x 一 y } ) ( “ y )
·

函数 ( 2
.

2) 式有下述三性质
:

( 2
.

3 )

i) 当
犷

> 0 时
,

; 1

一 二 (
:

一 三、一
。 2

}
。 (

一
, (

:

) 一 。 ;

d r \ d .) / ]
( 2

.

斗)
;

11) 当
犷

、 o 时
, ` ( ” , “ , 以 “

” ,

0 ,

为
“
渐近主部

, , :

。 (
一

)

( ; ) 一 :

(竺 一 1、 / ( 4二一
,

一 ) ( 。 、 3 ) ;

、 Z / /

e ( ,一 , (
:

) 一 生 l。 ;

2二
( 2

.

4 )
:

111) 当
r

、 co 时
,

“
” , “ ,

~ o (
; 一丁

~ 。 一“ 尸

)
,

( 2
·

4 )
。

故定理 2
.

1 当 ” ) 4 的场合也不难按文献 [ 4] 中讨论牛顿引力势类似的经典步骤证得
.

现考虑多圆柱 D
二

( }: , ! < l
,

j ~ l
,

2
,

…
, ,

) 的广义 p o i s s o n
方程

:

、

全
(卜

二 , 、 , )
Z we一

旦生 一 、
2。 一 , (。 )

口: s口 ; ,

( 2
.

5 )

, ) o )
,

同时考虑函数

` ( , , , ) ( , 1 ,

…
, , ,

。一 ( ·
s h Z, 、 。

一
、 h Z, ,

)

(一 (丫箭)) ( 2
.

6 )

这里 a ,
= 尸 +

。 , t i 一

卷
一

,· ( ( ` + `一 ` , / ( ` 一 ! · , ”̀
·

( 2
.

6 ) 式不难化为
:

(一 1
一

丫{
’

… (
-

、 兀 / ` 气几 ! J 以示

口
”

G` ” , a , (
:

)

口了
,

… 口了
。

d 了萝

早(夕群瑞 )

其中
尹

一

l:
、 }

… l:
, }

一 了玄不
~

,

R 一 丫
一

玄碑
-

G ` , ” ’ “ ) (
,
·

)
·

11
2万 , d丁 z

\

丫亦耳)二丽再{
( 2

.

7

共 O

利用 (G
” .a ,

(
,

) 在无穷远处的速降条件
,

由第一节的定理不难推出
,

当尺 铸 。 时
,

(拿
g

,
, ,

一 “ ’

)
G (

一 ( `
1 ,

’ ` ’ , `· ’ 一 。 ’

( 2
.

8 )

“ 儿
(拿

萝
,

一
的
是 ( 2

·

5 ,式左边“ 子的径向分量
·

今往证
,

当 R 3

一 又拿动
一 0 时

,

G ( , , , )
(

l , ,

…
, , ,

) 一 ( r ( n 一 l ) / (斗二
”

尺 ’ n 一 ,

) )
·

( l + o ( 尺
,

) )
.

( 2
.

8 )
,
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为此设

式中置

上 (
, 1 ,

R

t了 ~

z ,

) ~ (
a , ,

。 ,

) 为固定的单位向量
,

并置
、 h

。

(
,`

) 一 上 、 h ( 。 “ )
.

在 ( 2夕 )

R a j
, 丁 s 一 R b s ,

尺 , n 一 , ` (。
,

。 (尺
a , ,

…
,

R a 。

)

易得

一

!:
, !

… {:
。 ,

“
3

一
’ (丫玄牙)

·

六(一
干

瞿逛导井 )
.

、

V s h轰吃b ,

) 一 s h灸(
a , )

`

( 2
.

9 )

利用等式

{:
;

… {:
, { a

·
。 (一 ,

(了玄万)

口丁 1

… a 丁
,

弄 / d 了
; 、

`

早又窃才乓少一
` ” 司 ( “ ) ( 2

.

1 0 )

(
a

) o )知
,

当尺 * o 时
,

( 2
.

9 ) 式具有极限 ` ( 2一。 , ( (艺 a
} )去) 一 r (

。 一 1 ) / ( 4护 )
,

故得 ( 2
.

5 )
,

式
.

利用中值定理 :

二 时
,

, s h ( 2 2、
1 气

—
< 石

s h Z丁 一 s h Z t

丁 2

一 t Z

s h ( 2 : )

2公
及等式 ( 2

.

1的
,

不难得到
,

当 R 一

G ( 。 , , )
(

r , ,

…
` ’ 一 。

《京丫哥
一叽 R告

一 ,

(矿 ~ 尸十
n )

.

( 2
.

8 )
3

定理 2
.

2
.

设 , 妻 2 ,

f (。 ) 〔 c 双 D
。

)
.

则 ( 2
.

约式有下述

f (乙) `
( , , , ) ( , :

( 二
,

乙)
,

…
,

C . 解
“ (幻

一 !百〔 D 月

l 。 ( 二
,

乙) ) ( d口)
.

( 2
.

1 1 )

这儿 ( d动 一 n (l 一 易乙
, )

一 Z d夸,如 , 为 D
。

的非欧体积元素
,

t h ( , , ) ~ }( : s 一 乙s ) / ( 1 一 乙, 2 5) { (雪s ~ 杏, + i , ,

)
.

当 d i s t
(

: , o ) 一 R 、 co 时
,

( 2
.

1 1 ) 式亦有估计 ( 2
.

5 )
,

式
.

注
.

若在 ( 2
.

1 1) 式中把 了(互) 换为 f气动
:

`· ( ; , 一 ( 2二 )一

{:
’

… {
, (:

1

一
,

…
,

;
。

一 ) ( 、 。 )
,

那末
“ (幻 将变成

“ “
(幻

。

又 当 了(妇 一 f气动 时
,

( 2
.

1 1) 式还可表为另一形式
“

闭一 {
_

。 ( 。 ,

贰 ; ) , {户二聋
` ,

…
,

鱼二立、 ( J ; )
.

护 ` 〔 口 , \ - 一 心z , l 一 `
。 之 , /

( 2
.

1 1 )
,

定理 2
.

2 的证明
.

把 ( 2
.

1 1) 式代人 ( 2
.

5) 式
,

往证 ( 2
.

5) 式变为恒等式
.

不失一般性
,

只需证

等号在原点成立
:

(全
-

全牲 一 月
2 “

) ( 。 ) 一 , (。 )
.

d希 。娜
( 2

.

12 )
:

由于上述注记
,

不失一般性
,

可在 f (雪) ~ 了气动 的条件下证明 ( 2
.

1 1)
,

式
.

由于 ( 2
.

8)
,

式
,

可对 ( 2
.

1 1)
,

式在积分号下求 L a
禅ac e

(令
z

~ o ,

并把 右改写为 )z
,

故知

( 2
.

12 )
,

式等价于证明

一 il m
` 峥 O

_
, 、

[ /白
, ,

一 、 ,

。 , _ ,

\
,

1
, 、

行 ( 。 , ,八君 ) 以之公 戈1 一
之 s公 s )

- 一一一二二二 一 广 ) T } 又万 )
`

欠a 之 )

d z s d 名 ,

~ f ( 0 )
,

( 2
.

12 )
-

其中
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与
4

·

艺
1

B 。

一
{

· 。 D
· :d `S t ’

(一 。 , - 厂1十 {
: s } \

_ ,

1

气丙 一不二下 ) 久 5 一

「
.

、
1 1

一 1 2 1 {
/

设M为 , 维 Ri e m a n n 流形
,

甲 : q 一 (
x :

(孕)
,

…
, x m
伪 ) ) 为局部坐标系

, g 为 R i e m a n n

结构
.

按下面诸式定义量

g i j ~ g

9
12 , g

, 夕 , 夕:

(立
,

立、
\ d x i

一

d x
厂
习 g , ,梦灸一 “ , , , 。 一 }d

e t ( g ` , ) }
.

由于

g r a dj 一 又 、 “

少具 ( r 。 。 。 ( 、 ) )
,

下丁 口 x, d 芍

di v X
1 o a l / 万

、 、 、

一 一不二 之
J 万 -一 气V g A 夕

,

`
/ 二

d x 、

V 石

故

△ , 三 d`· g r· d , 一

洛 E “ * (二 g

V g 尺

` ,
丫万。 ,

j )
.

设区域 。 包含在坐标邻域中 (边界 口口 足够光滑 )
,

设 “ : , 〔 C叹 M )
,

则 G r e

en 定理可表

这儿
,

若 X

{
。 ( · △

一
△· )丫歹( “ ·卜乡

。 。 (了
一

` ( 、
·

)
, · g r · d

一
g r · d· )

.

一 艺刀
会

,

则沿着 ” “
,

被积式

(丫盲d x ,

… d x 。 ,

x >一 习 (一 l ) ,一`

了盲x ,

(碑
x ,

… J x ,

… 、 x 。 ) 〔
, , .

由于 ( 2
.

8 )
1

式
,

则 ( 2
.

12 )
2

式左边等于

思 !
。 , 一 。 。

(拿
( `

一
牙
: ,

2

(
G (

一 (· , 竺丝二 一 f (。 )

口 2 5口 z护

d
, G

, 。 . *

八
, ,

一一一任士分 )气a z )
。

d z i d z s
`

由上述 G r c en 定理及 ( 2
.

8)
:

式
,

知 ( 2
.

12 )
,

式的证明等价于证

:溉乡
。 。 :

` (` · ,
, g r · d G (

一 >一 `
·

( 2
.

1 2 )
,

若用 z ; ( a , ,

…
, “ 。

) 表 ( 2
.

9 )式右边的积分
,

易见上式中的面积分可表为
:

〔r ( · , / ( 2! ·

,“
乡

: 。 ,。 ,一 ,

}
·

景
`
一 ( 2

一
2 ,`

·

{
“一

( 2
.

13 )

其中 d a ,

为单位球面 艺哟动

由于 当 6
一 o

,

l
。 及 边芝

召 万 。

~ 1 上的面积元素
,

I
。

~ I
。

( 1留
:

!
,

…
,

}留
。

! )
.

都有有限的极限
,

故易得 ( 2
.

12)
,

式
.

定理证毕
.

三
、

P O is so n 方程的基本解
:

典型域场合

文献〔 6] 中给出了典型域 R , 的调和算子 ( 4t r△ :
) 的径向分量

.

设 2 2
’

的特征值为 t护 , 1 ,

…
, t h , , 。

( , ,

) …
, ,

) 0 )
,

则存在酉方阵 u 和 V ,

使山

U Z V 一 `
~ [ th t : ,

…
, t h t ,

]
,

( 3
.

1 )

而且 R , 上任一
“

K不变函数
” (即适合 了( U Z V一 ,

) ~ f( Z ) 者 ) 完全由它在对角形 ( 3
.

1) 式上
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的值唯一地确定
.

依文献L 6 〕7 2页
,

则 4t r △ Z

的径向分量为 :

的 2

( 才 ,

方
( Sh Z,矛,

]
一 ’

拿最!(
的 2

(! ,

卒
( Sh Z了沂 )

·

最]

一
(君)一

!拿
、

! 天一 (才卜拿
丫

! 友 (的 (才 ) ,

一 ()t 一

(拿
、

,左

一铆
护 一 , )

卜
)

·

( 3
.

2 )

这儿 。 ,

( , ) H ( s h Z , , d , , ) 为
“
极坐标形式

”
的积分元索

, 〔。
( , ) 为 :

s h , , ,

一 s h , r。

)
.

( 3
.

3 )nù2一去
· 〔一

` ,

n (
e h Z, , 一

c h Z̀ 宁

) 一
户 < 分

方程 ( 2
·

5 ’
,

当 尽
’
一

镇
, 2

(
· 2

的
“
径向形式

”
的求解成为可能

.

一 l) 时的基本解的求得
,

使得 尺 ,

( )n 的调和算子的基本解

为说明这些
,

需要进一步讨论多圆柱和典型域 R ,

的球变换
、

H a r is h 积分变换 (及 iD
v

ac 序列等 ) 的关系
.

我们把这些关系留到第四 节讨论
.

我们先用

( 2
.

6 )和 ( 2
.

7) 式表出 R ,

(的 的解
,

讨论它们的性质
,

再建立相应的定理
.

令

云( , , ,

…
,

生
一

, 2

(
。 ,

一 1 )
.

3

, ,

) 一 ( 2 , )一
`

一
` , 〔 ,

( , )
一 ’

且 (了
, ,

一 丫
: 、 ) G ` , , 、

, )

( , )
,

( 3
.

4 )

其中 尸 钧于 (G
。 ,

。。 是 对
,

…
,

硅 的对称解析函数
,

以原点为唯一的极点
,

易见 ( 3
.

4 )式亦有同样的性质
.

设 G
。

( Z ) 是在 ( 3
.

1) 式上取值为 ( 3
.

斗) 式的
“ K 不变

”
函数

.

贝

G 。

( z ) 是 以原点为唯一极点的调和函数
:

牡 r △ : G
。

( Z ) 一 ( 3
.

5 )
;

( Z 铸 0 时 )
.

今往证
,

当 渺 一 习 叮一 。 时
,

( 3
.

4) 式的渐近主部为
:

云( , , ,

…
, , ,

) ~ ( r (
n ,

一 l ) / 4二
· ’
尺 , · ’ 一 “

)
.

( l + o (尺
“

) )
.

( 3
.

弓)
3

实际 上
,

由 ( 2
.

6 )和 ( 2
.

7 )式及定理 L 3 ,

( 3
.

的式还可表为 :

云( , , ,

…
, , 。

) x 。 (
, , ,

…
, , ,

)

\ 一汤
众、

六 d劝
)

U
妙 ” 一 ’

1 1
一

万不一

一
V s h

` r z 一 s h
, t ,

一
.

( 3
.

勺

旦击今.
、夕“H才

1

一材n浏
阅阵伪lt

月

l
丫

、
.
J,`1一汀

一

/才l
,

\

、
.

r

二
八

, ,

砂八
” ,a ,

川 汀 吮 一 动
·

月 尹 < 欠

2了 ,

H
一

声
丫 hs

“ 了 ,

一
5 11, z ,

(利用文献 L7 ]2 5 5 贞的定理完成 岛阶微分运算 )
.

.

G ( , , ,

口 , ,

…
, 。 。

) 一 牛( , l ,

…
, , 。 ) {

、 2
一
交

,
,) : 口得到 ( 2

.

9 )式相同的计算
,

可知 ; 2

一
式 \ 几一 / ,

, · , , 。 ) 等于
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(从
(Sh委 (一 ,一

h“ (一 ) ,

)
一`

!几
. !

… {花
。 ,

G ` , · ’ + ” , 尺。 ,
(

, ) 11 ( b
卜

b飞)

、

六 了 2占; J乡;

\
入 1 1 、 一了=等井二干二=

二
=千干井= 井 )

“

丫 s h岌( b ,

) 一 s h轰( a ,

)
了

( 3
.

7 )

/
,

~
, 。 . , 、

1
, , 、

、
。

_ 、

,

飞r 一 ~ 占坏
, s n八 a j 一 一

s n 又s a ) )
·

尤址
\ 5 /

引理 3
.

1
.

设 j比 ) 〔 C ’ ( [ 0 ,

co ) )
,

则

耳 厂立 {
t ;

立、
人飞 \ d ` , \

’

口l , /

1 口

r* 日罗友协别
,

(合幼 )

一 n ( ,

卜
`
乓)

,
丈

一
) )

(生 女
, ;、

.

\ 2
月

丫
/

( 3
.

8 )

这儿
,

f
` ” ` ” 一 ` ) ) (言) 为 f (畜) 的 n (

n

一 1 ) 阶导数
.

这可用证文献 L7 ] 2 5 5 页的公式的类似方法证之
.

设 言~

等于

易见 ( 3
.

8) 式左边

·

习
i

1一2

E p * ( ,圣
,

…
, `乙)

·

f`走,
(夸)

1 ( 友( N

了 入 :
_

_ ` _ _ , 、 、 二 D 、 「反1 、 、 :二 、 、 , 2 。 、 * 、 二
J

Z

、 L v

一
,` 、 ,咨

一
1 夕少 , 11 IJ L 冷 / 习 I一 I 定入 多 / 决

州 乒长 。
比1 \ J

·
u j 沙勺 夕丈 J ` 1

L Z 」

尸 N

疏 的完全反对称性
,

知

尸* 为反对称多项式
,

故 当 1 簇 左簇 N 一 1 时
,

尸* ~ 0
.

显然有

理
.

一 11 (叮一
t
功

又证等式

丘
,

… !:
,

一叼丽
)

·

少
,一动

·

介(护黯
二

)
一 n ( ,

卜
,
飞)

·

` 〔 , · ’ , · )

( R )
,

左边可写成

厂 1 、
。 , 。 、 一 。 。 一 1、

俨 f ` TT 厂于 护 、 六 了。 、 。 ` 。
_

翻

l 一 六 1 ( 2二 ) 一
” 、 ” 一 乙少 l … l 曰 l 兰一 一 止二一 1 ! ! ! 止址 I G 仁”

, a ’

\ 二 /

” 加
. ,

加示

从
\ 口斌 口《 / 丫 \ 口马 /

_ 了 1 、
”

1 I T 了1 0 了 口 、 1 0 厂 口 、、
\ 二 / ( 2二 )

” 、 ” 一 ` ,

从
\ , 5 O t , \

’

a z z / t , 口 t* \
`

。 z* / /

(这儿利用了第一节的定理及等式 ( 2
.

10 ) )
.

因此 ( 3
.

9 )式可从引理 3
.

1

若把 ( 3
.

7 )式记为 J ; (
a , ,

…
, a 。

)
,

则容易算出

lsm z
;

一 “ ,

一。 ,

(丫玄万) 一 r (
, ,

一 l ) / ( 4 , · ’

)
尺 冲 0

以及

·

和
G ( 2八

, a )

推出
.

(了公{
一

)

思 (青晶
,
·

)
- 。 。

一
G̀ ’ ” ` 一” 。’

故得引

( 3
.

9 )

)

( 1 )

(后者的计算不赘 )
.

因此得到 ( 3
.

5 )
2

式
.
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当 R一 了至万
一

、 o c时
,

相应的讨论给出
:

橄
, 、 ,

…
, , 。

) 一 。
rn `一兰二且= 、

.

冷
月

燕 \ s h
` t i 一 s h

活 t * /

4 /
,

1 、 、

3 \ 4 / /

创
_

/互、
. 。

一
、 、一

i `

N
s h Z t ,

`

( 3
.

5 )
,

利用 ( .3 4 )式等
,

不难作出双变元的 G r e en 函数如下
: 若 gz

。
: lR ( 。 ) 。 lR ( 。 ) 是把 0Z

变为原点的解析 自同胚
〔目 ,

若它把 w 变为 z
,

则置

G ( Z 。 ,

砰 ) ~ G O

( Z )
.

( 3
.

1 0 )

易见
, G ( Z ,

牙 ) ~ ` (砰
, z )

.

设 币( U ) 为特征边界 (酉流形 ) 了
,

上定义的连续函数
, p ,

( Z , U ) 表 R ,

的 p o i s s o 。

核 〔的 .

类似于定理 2
.

1
,

2
.

2 ,

我们可证得 :

定理 3
.

1
.

P o i s s o n

方程

4 艺 见 ( I 一 Z 乞
’

) ` , ( I一②
`

Z )、 ,

: ,

少 左
,

l

一黑胜 一 f( Z )

d 宕 i一日2 1 ,

( 3
.

1 1 )

( f ( Z ) ` C丁( R ,

) ) 的
,

在闭包 R ,

( , ) 上连续
,

且在特征边界
· ( : )

一 {
; ,

,`、 , G ( Z
,

附 , (̀ w , +

显然
,

适合定理条件的解是唯一的
.

P ,

( Z
,

必
, 上取指定值

U )价( U ) ( d U )
.

币( U ) 的解为
:

( 3 1 2 )

四
、

关于 R ,
的 H a r i比 反变换的一个附记

由文献 [ 2] 还知道
,

H ar i hs 积分变换 ( 1
.

2 )式 (记为 H :
f 一 F , ) 与 F ou ier

: 球变换

酬
: ` (· ) 一 尹(

·
, 一

!
`

, (· ) ,
,

( · ) “ ·

有下述关系
:

月

夕
夕

~ 乡厂
。 月

,

其中 厌 表示 F o u r ie r 一

M
e l li n 积分变换

〔, , :

(̀ ·卜 {{
_ : , ( : )一 、 ,

(
一 2

!了
F少( 君)一 (一 ) 浮:

)
一般地 (如文献 [ 5] p

.

4 2 7 等 )
,

设 G 为连通半单 iL e
群 (具有有限中心 )

,

G ~ K A ; 刃 +

为 e 的 I w a s a w a
分解

.

G , K , 左 尸 ,

N
+

的 L ie

代数分别记为 刃
,

2
, 刀 , , n +

.

设 刃为 (乙
, 。 ,

) 自勺

根系
,

牙为 (亡
, 刀,

) 的 w ey l 群
, p 为全体正根之和之半

.

由文献 [ 3] 及文献走5了知
,

H ar
;
hs

-

c h a n

dr
a

的球函数公式为
:

其中 月 (幻 由
x

~

酬 ( : f ( 二 ) 一 尹(
: ) )

币
,

( · ) 一
{
、 二p ( ( *

一
。 ) (。 ( · 、 ) ) )

·

( 、 、 )
,

e x p H 伽 )
·

n

唯一地决定
,

且 币
` ,

(、 ) 一 价
,

(、 )
, , 。 卜犷

.

( 4
.

1 )

F o u r i e r

球变换

为:

(
·

) 一

{
。

, (· )价
,

( · ) J `
(· )

一
{

。 x p ( , :

( ,。 g 况 ) ) : , ( 夕 )、 。

J 才 P
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x e p(i , ( H ) ) F f ( xen H ) ( d月 )
.

f (
劣 ) ` C夕( G // K ) 的 H a r i s h

F , ( e x p 月 )

J 刀 P

积分变换为
:

一
p ( 。 (。 ) )

I
N , (二 p “

一
p (一 。 (。 ) )

!
N , (二

·

,
) d n

e x p H ) d n

一

{
:

: 二p (一 `· ( H ) ) , (· )`
· ,

( ,户为 , , 的对偶空间 )
,

可抽象实现为 :

月一乡
尸 一 ` o

夕
: f ( 二) 、 F j ( xe p月 ) ( H 〔 刀p

)
.

( 4
.

2 )

( 4
.

3 )
,

( 4
.

3 )
、

( 4
.

3 )
,

本节利用文献 [ 6] 中证明的
,

关于球函数的 eB
r ez i ll 一

K盯 p d e
vi 艺型定理

,

建立起多圆柱

D
。

和典型域 lR (的 的 F ou ir er 球变换 (径向形式 )间的联系
.

具有这种联系的原因之一
,

是

D
。

在下述映射下成为 R ,

(的 的嵌入子流形
:

D
,

, ( 2 1 ,

…
, z 。

)
C - - ) [ z , ,

…
, 。 ,

] ` R l

(
, )

.

定理 4
·

l ( B e r e z i n 一 K a r p e l e v i艺)
〔̀ , .

设 G ~ S U (
, ,

m )
,

K ~ S ( U (
,

) x U ( m ) )
, A ;

~

e x p : , , : , 由矩阵 H : 组成 〔̀ , :

T

O (” x “ )

l ,

…
, t ”

一 n ~ 友) 0
.

Tm、 、,J/

则 G / K ~ S U (
, , 阴 ) / s( U (的 x U ( m ) ) 的球函数 ( 4

.

1) 式
,

在 x 一 e
xP H , 处的值为川

价
,

(
e x p 月:

)

“
·

d et

协 (
左+ l + i二 , 左+ l 一 i , ,

2 2

,

交十 `主少
h ’ , ·

) ( 4
.

封

n ( :
二一

:
愁) n ( s h , ` , 一 s h , `宁 )

A 为归一化
`

常数
.

先给出这定理的函数论形式
.

如文献 [ 5] 用 7r : ` 今 x
一

x K “ / K (或 x 、 x( 0) 〔 G / K ) 表 ` 到对称空间 G / K 的 自

然投影
.

在定理 4
.

1 场合
, e x p 月:

的象为 R ,

中的点 [ t h , , ,

…
, t h t 。

]
,

令

甲
,

( [ t h , 1 ,

…
, t h , 。 ] ~ 价

,

( H :

) )
,

故 ( .4 4 )式等于 R ,

的球函数在 巨h , , ,

…
,

ht l 。

〕 处的值
.

特别
,

当 刀 ~ 1
, 。 ~ 1 十 左

,

知

超球的球函数

甲
· 。

( 二 ) 一
!

; ; , _ ,

( p 了

(一 ; ) ) “
1 · ` · `二 ,

(、 ; )

( p ,

(
二 ,

乙) 为超球的 p o i s s o n

核【9 , )
.

在
z
牙

’

~ th , , 时的值等于超几何级数
,

/ 斤+ l + 如
。

冲+ l 十 如
。 ; . , _ , ,

、
2户 l {

一—
,

叹 个 1 三 s厅 t 卜
\ 2 2 /

因而公式 (斗
.

4 )实际上建立起 S U ( n , n
+ 友) / S ( U (

n
) x U (

n + 友) ) 与超球 s U ( 1 , l + 左) /

S ( U ( 1 ) X U ( l + 友) ) 的球函数间的关系
.

单位圆的球函数 ( 斗
.

1) 式可表为
:
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,
,

( 二 ) 一

六 (一 匕
月三

~

二

、
` 计

’ ” ’ 、 。 ,

\ 1 十
z 万

一 2 {
言

}
。 ` , /

( 4
.

1 )
,

球变换可表为
:

产(
: )一 !:

`(
·

)
(
P
·

( 犷 ’ 2 r d r

( l 一
, 2

)
2 {)

, ( t h / )
(。

·

( , h , ) 一 h ’ 艺“ 才
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