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摘要 Vandermonde 卷积恒等式为

n∑
k=0

(
x

k

)(
y

n− k

)
=

(
x+ y

n

)
,

其中 x 和 y 为复数, n 为非负整数. 本文研究如下形式

n∑
k=0

(
x

k

)(
y

k

)
=

(
x+ y

n

)
+R(x, y, n)

与其他相关扩充的关系.

关键词 组合恒等式 Vandermonde 卷积 代数恒等式

MSC (2010) 主题分类 05A19, 05A10, 11B75

1 引言

一般形式的 Chu-Vandermonde 卷积恒等式为

n∑
k=0

(
x

k

)(
y

n− k

)
=

(
x+ y

n

)
, (1.1)

其中 x 和 y 为复数, n 为非负整数. 这里首先提出两个与之类似的恒等式:

n∑
k=0

(
x

k

)(
y

k

)
=

(
x+ y

n

) n∑
k=0

(−1)k
(
n−x
k

)(
n−y
k

)(
n−x−y−1

k

) , (1.2)

n∑
k=0

(
x

k

)(
y

k

)
= (−1)n

(
x+ y

n

) n∑
k=0

(
n

k

)(−x−1
k

)(−y−1
k

)(
n−x−y−1

k

) , (1.3)

其中 x 和 y 为复数, n 为非负整数. 上述简洁而对称的恒等式并未出现在本文作者的专著 [1] 中. 与

(1.3) 相比, (1.2) 更加值得注意. 众所周知, 一般而言, 对任意的 x 和 y, (1.2) 左端的求和闭形式并不

可得. 本文正是受 (1.2) 的启发而撰写的. 同时, 我们也对
∑n

k=0

(
x
k

)(
y
k

)
建立了一个母函数恒等式.
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值得注意的是, (1.1) 和 (1.2) 均可表示为
(
x+y
n

)
的倍数. 本文作者在五十多年的文献研究中并未

发现过关系式 (1.2).

2 证明与变形

Chu-Vandermonde 卷积的一个变形是

n−s∑
k=r

(
k

r

)(
n− k

s

)
=

(
n+ 1

r + s+ 1

)
, (2.1)

其中 r, s 和 n 是非负整数. 接下来提出如下类似的关系式:

n∑
k=0

(
k

r

)(
k

s

)
=

m∑
k=0

(
r

k

)(
s

k

)(
n+ k + 1

r + s+ 1

)
, (2.2)

其中 m = min(r, s). (1.2) 和 (2.2) 可分别写为

n∑
k=0

(
x

k

)(
y

k

)
=

(
x+ y

n

)
+

(
x+ y

n

) n∑
k=1

(−1)k
(
n−x
k

)(
n−y
k

)(
n−x−y−1

k

) , (2.3)

n∑
k=0

(
k

r

)(
k

s

)
=

(
n+ 1

r + s+ 1

)
+

m∑
k=1

(
r

k

)(
s

k

)(
n+ k + 1

r + s+ 1

)
, (2.4)

同前, m = min(r, s). 这种表达形式可以更显著地体现与 (1.1) 和 (2.1) 的相似性.

对比 (1.2), 由文献 [1, (7.4.1)], 我们立得

n∑
k=0

(−1)k
(
n−x
k

)(
n−y
k

)(
2n−x−y−1

k

) = (−1)n
(
n−x−1

n

)(
n−y−1

n

)(
2n−x−y−1

n

) , (2.5)

即

n∑
k=0

(−1)k
(
x
k

)(
y
k

)(
x+y−1

k

) = (−1)n
(
x−1
n

)(
y−1
n

)(
x+y−1

n

) . (2.6)

多年前, Donald Knuth 曾将上式告知本文作者, 当然上式现已广为人知.

下面是 (1.2) 的一个有趣的推论. 若 n > 1, 则

n∑
k=0

(
x

k

)(
y

k

)
=

(
x+ y

n

) n−1∑
k=0

(−1)k
(
n−x
k

)(
n−y
k

)(
n−x−y−1

k

) +

(
x+ y

n

)
(−1)n

(
n−x
n

)(
n−y
n

)(
n−x−y−1

n

)
=

(
x+ y

n

) n−1∑
k=0

(−1)k
(
n−x
k

)(
n−y
k

)(
n−x−y−1

k

) +

(
n− x

n

)(
n− y

n

)
.

现在假设 y = −x, 注意到在第一项里
(
0
n

)
= 0 (n > 1), 从而, 我们得到下述恒等式:

n∑
k=0

(
x

k

)(
−x

k

)
=

(
n− x

n

)(
n+ x

n

)
=

n∏
j=1

(
1− x2

j2

)
, (2.7)

其中 x 为复数. 显而易见, 上式当 n = 0 时也成立. 该式未被列入文献 [1] 中, 但显然是一个已知的恒

等式. x = 1/2 的特殊情形曾被列表显示在文献 [1, (3.16)] 中.
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新恒等式 (1.2) 和 (1.3) 可以被视为超几何级数的部分和的变形, 它们区别于众所周知的部分和,

如文献 [2] 和 [3, 第 92–95 页]. 因而可以将 (1.2) 和 (1.3) 分别写为如下形式:

2F1[−x, −y; 1; 1] · · · n+ 1 项

=

(
x+ y

n

)
2F1[x− n, y − n; x+ y + 1− n; 1] · · · n+ 1 项

= (−1)n
(
x+ y

n

)
3F2[−n, x+ 1, y + 1; x+ y + 1− n, 1; 1] · · · n+ 1项. (2.8)

下面将利用代数基本定理和下列恒等式给出 (1.2) 的一个新颖的证明:

n∑
k=0

(−1)k
(
n

k

)(
z
k

)(
y
k

) =

(
y−z
n

)(
y
n

) , (2.9)

即文献 [1, (7.1)], 其中 y 和 z 是复数. 从 (1.1) 易得上式. 事实上,

n∑
k=0

(−1)k
(
n

k

)(
z
k

)(
y
n

)(
y
k

) =
n∑

k=0

(−1)k
(
z

k

)(
y − k

n− k

)
= (−1)n

n∑
k=0

(
z

k

)(
−y + n− 1

n− k

)
= (−1)n

(
z − y + n− 1

n

)
=

(
y − z

n

)
.

恒等式 (1.2) 的证明 等式两端均为变量 x 或 y 的 n 次多项式. 假设 x 为任一复数, n− y = m

为任意整数 0, 1, 2, . . . , n, 则欲证 (1.2) 需证明以下等式:(
x+ n−m

n

) m∑
k=0

(−1)k
(
n−x
k

)(
m
k

)(
m−x−1

k

) =
n−m∑
k=0

(
x

k

)(
n−m

k

)
=

n−m∑
k=0

(
x

k

)(
n−m

n−m− k

)
.

由 (1.1) (Vandermonde), 上式右端等于
(
x+n−m
n−m

)
. 由 (2.9), 上式左端等于(

x+ n−m

n

)(
m−n−1

m

)(
m−x−1

m

) =

(
x+ n−m

n

)
(−1)m

(
n
m

)
(−1)m

(
x
m

) =

(
x+ n−m

n−m

)
.

因而, 当 y = n−m时, (1.2)为 y 的 n次多项式恒等式, 其中 m可以是 0, 1, 2, . . . , n中的任一值,即 y

可取比多项式次数 n更多的不同值.因此,由代数基本定理可知, (1.2)必对所有复数 y 均成立. 由于 x

可取任一复数, 所以, (1.2) 对所有复数 x 和 y 均成立.

文献 [1, (3.5)] 介绍了下列非对称恒等式:

n∑
k=0

(
x

k

)(
y

k

)
=

n∑
k=0

(−1)k
(
n− x

k

)(
y + n− k

n

)
, (2.10)

由此并不能容易地得到 (1.2).

以下是本文作者在 1955 年给出的 (2.10) 的原始证明:

n∑
k=0

(
x

k

)(
y

k

)
=

n∑
k=0

(−1)k
(
y

k

)(
−x+ k − 1

k

)
=

n∑
k=0

(−1)k
(
y

k

) k∑
j=0

(
n− x

j

)(
k − n− 1

k − j

)

=
n∑

j=0

(
n− x

j

) n∑
k=j

(−1)k
(
y

k

)(
k − n− 1

k − j

)
=

n∑
j=0

(
n− x

j

) n∑
k=0

(−1)k
(
y

k

)(
k − n− 1

k − j

)
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=

n∑
j=0

(−1)j
(
n− x

j

) n∑
k=0

(
y

k

)(
n− j

k − j

)
=

n∑
j=0

(−1)j
(
n− x

j

) n∑
k=0

(
y

k

)(
n− j

n− k

)

=
n∑

j=0

(−1)j
(
n− x

j

)(
y + n− j

n

)
,

(2.10) 得证.

更一般地, 利用相同的步骤足以证明下列一般变换:

n∑
k=0

(
x

k

)
f(k) =

n∑
k=0

(−1)k
(
n− x

k

) n−k∑
j=0

(
n− k

j

)
f(k + j), (2.11)

其中 x 为任一复数, f(k) 为任一函数. 该式曾被列表显示在文献 [1, (Z.25)] 中. 选择 f(k) = yk, 则

由 (2.11) 可得文献 [1] 中的恒等式 (1.9):

n∑
k=0

(
x

k

)
yk =

n∑
k=0

(
n− x

k

)
(1 + y)n−k(−y)k. (2.12)

下面介绍一个 Knuth 公式 (2.6) 的有趣推论. 利用 Knuth 公式, 我们发现

n∑
j=0

(
x

j

)(
y

j

)
=

n∑
j=0

(
x+ y + 1

j

) j∑
k=0

(−1)j−k

(
x+1
k

)(
y+1
k

)(
x+y+1

k

)
=

n∑
k=0

(−1)k
(
x+1
k

)(
y+1
k

)(
x+y+1

k

) n∑
j=k

(−1)j
(
x+ y + 1

j

)

=

n∑
k=0

(−1)k
(
x+1
k

)(
y+1
k

)(
x+y+1

k

) ( n∑
j=0

(−1)j
(
x+ y + 1

j

)
−

k−1∑
j=0

(−1)j
(
x+ y + 1

j

))

=
n∑

k=0

(−1)k
(
x+1
k

)(
y+1
k

)(
x+y+1

k

) (
(−1)n

(
x+ y

n

)
− (−1)k−1

(
x+ y

k − 1

))
,

其中我们应用了文献 [1, (1.5)], 即

n∑
j=0

(−1)j
(
x

j

)
= (−1)n

(
x− 1

n

)
=

n∏
j=1

(
1− x

j

)
, (2.13)

进而, 求和变为 (
x+ y

n

) n∑
k=0

(−1)n−k

(
x+1
k

)(
y+1
k

)(
x+y+1

k

) +
n∑

k=0

(
x+1
k

)(
y+1
k

)(
x+y+1

k

) (
x+ y

k − 1

)

=

(
x+ y

n

) (
x
n

)(
y
n

)(
x+y+1

n

) +
1

x+ y + 1

n∑
k=0

(
x+ 1

k

)(
y + 1

k

)
k.

因此, 我们证明了

(x+ y + 1)

n∑
j=0

(
x

j

)(
y

j

)
= (x+ y + 1− n)

(
x

n

)(
y

n

)
+

n∑
k=0

(
x+ 1

k

)(
y + 1

k

)
k. (2.14)
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恒等式 (1.3) 的证明 人们可以研究类似 (1.2) 的其他对称变换. 下面是一个例子. 我们将容易

证明

n∑
k=0

(
x

k

)(
y

k

)
=

n∑
k=0

(−1)n−k

(
x+ y

n− k

)(
x+ k

k

)(
y + k

k

)
. (2.15)

注 1 在上式中令 y = −x, 则 (2.7) 立即得证.

我们对 (2.15) 的证明需要利用对称展开:(
x

n

)(
y

n

)
=

n∑
k=0

(−1)n−k

(
x+ y + 1

n− k

)(
x+ k

k

)(
y + k

k

)
. (2.16)

本文作者曾在文献 [1, (6.48)]中给出上式, 并将其作为 David Zeitlin公式的一个扩充. 除此之外, 我们

还需借助上面的 (2.13).

利用上述结果我们得到下列关系式:

n∑
j=0

(
x

j

)(
y

j

)
=

n∑
j=0

j∑
k=0

(−1)j−k

(
x+ y + 1

j − k

)(
x+ k

k

)(
y + k

k

)

=

n∑
k=0

(
x+ k

k

)(
y + k

k

) n∑
j=k

(−1)j−k

(
x+ y + 1

j − k

)

=
n∑

k=0

(
x+ k

k

)(
y + k

k

) n−k∑
j=0

(−1)j
(
x+ y + 1

j

)

=
n∑

k=0

(
x+ k

k

)(
y + k

k

)
(−1)n−k

(
x+ y

n− k

)
,

从而 (2.15) 得证.

根据下列事实: (
x+ y

n− k

)
=

(
x+ y

n

) (
n
k

)(
x+y−n+k

k

) = (−1)k
(
x+ y

n

) (
n
k

)(
n−x−y−1

k

) ,
我们可将 (2.15) 改写为更类似 (1.2) 的形式:

n∑
k=0

(
x

k

)(
y

k

)
= (−1)n

(
x+ y

n

) n∑
k=0

(
n

k

)(
x+k
k

)(
y+k
k

)(
n−x−y−1

k

) = (−1)n
(
x+ y

n

) n∑
k=0

(
n

k

)(−x−1
k

)(−y−1
k

)(
n−x−y−1

k

) . (2.17)

从而 (1.3) 得证.

3 应用

下面对
∑n

k=0

(
x
k

)(
y
k

)
建立一个母函数恒等式. 我们定义 Sn(x, y) 和 F (x, y; t) 如下:

Sn(x, y) =
n∑

k=0

(
x

k

)(
y

k

)
, F (x, y; t) =

∞∑
n=0

tnSn(x, y).
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因此, 从关系式 (2.15) 可知,

F (x, y; t) =
∞∑

n=0

tn
n∑

k=0

(−1)n−k

(
x+ y

n− k

)(
x+ k

k

)(
y + k

k

)

=

∞∑
n=0

tn(−1)n
(
x+ y

n

) ∞∑
k=0

tk
(
x+ k

k

)(
y + k

k

)

=
∞∑

n=0

tn(−1)n
(
x+ y

n

) ∞∑
k=0

tk
(
−x− 1

k

)(
−y − 1

k

)

= (1− t)x+y
∞∑

n=0

tnSn(−x− 1,−y − 1),

从而, 我们得到恒等式

F (x, y; t) = (1− t)x+yF (−x− 1,−y − 1; t). (3.1)

恒等式 (2.2) 的证明 我们将利用下式:

s∑
j=0

(
r − x+ y

j

)(
s+ x− y

s− j

)(
x+ j

r + s

)
=

(
x

r

)(
y

s

)
, (3.2)

该式具有优美的对称性, 由 Nanjundiah [4] 提出并收录在文献 [1, (6.17)]中. 在上式中令 x = y = k, 我

们易得

n∑
k=0

(
k

r

)(
k

s

)
=

n∑
k=0

s∑
j=0

(
s

j

)(
r

j

)(
k + j

r + s

)
=

s∑
j=0

(
r

j

)(
s

j

) m∑
k=0

(
k + j

r + s

)

=
m∑
j=0

(
r

j

)(
s

j

) n+j∑
k=j

(
k

r + s

)
=

m∑
j=0

(
r

j

)(
s

j

)(
n+ j + 1

r + s+ 1

)
,

其中利用了文献 [1, 恒等式 (1.48)]. (2.2) 得证.

值得注意的是, 当 s = r 时, (2.2) 有如下特殊形式

n∑
k=r

(
k

r

)2

=
r∑

j=0

(
r

j

)2(
n+ j + 1

2r + 1

)
. (3.3)

当 n 远大于 r 时, 上式是一个十分有用的 “闭公式”, 它将左端求和表示为一个关于 n 的 2r + 1 次多

项式. 对比 (3.3) 与著名公式

n∑
k=r

(
k

r

)
=

(
n+ 1

r + 1

)
, (3.4)

该式将求和表示为关于 n 的一个 r + 1 次多项式.

类似地,
∑n

k=r

(
k
r

)p
可表示为一个关于 n 的 pr + 1 次显式多项式.

下面将 (3.4) 分成偶数项和奇数项, 并首先证明

n∑
k=0

(
2k

r

)
=

∑
06k6r/2

(
n+ k + 1

r + 1

)(
r + 1

2k + 1

)
=

∑
06k6r/2

(
n+ k + 1

2k + 1

)(
n− k

r − 2k

)
. (3.5)
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证明 利用 (2.2), 我们有

n∑
k=0

(
k

j

)(
k

r − j

)
=

n∑
k=0

(
j

k

)(
r − j

k

)(
n+ k + 1

r + 1

)
.

现在,
r∑

j=0

n∑
k=0

(
k

j

)(
k

r − j

)
=

n∑
k=0

(
2k

r

)
.

然而, 由 (2.1) 得

r∑
j=0

n∑
k=0

(
j

k

)(
r − j

k

)(
n+ k + 1

r + 1

)
=

n∑
k=0

(
n+ k + 1

r + 1

) r∑
j=0

(
j

k

)(
r − j

k

)
=

n∑
k=0

(
n+ k + 1

r + 1

)(
r + 1

2k + 1

)

=
∑

06k6r/2

(
n+ k + 1

r + 1

)(
r + 1

2k + 1

)
,

从而我们得到 (3.5).

当 n 远大于 r 时, 这可作为一个 “闭形式” 的答案.

下面考虑级数 S =
∑n

k=0

(
2k+1

r

)
. 本文作者的专著 [1, 公式 (1.129)] 中收录了由 Schwatt 得到的如

下公式 (参见文献 [5, 第 48 页]):

n∑
k=0

(
2k + 1

r

)
=

(−1)r−1

2r+2

( r+1∑
k=0

(−1)k
(
2n+ 3

k

)
2k − 1

)
, (3.6)

Schwatt 利用上式证明了怎样将级数 S 表示为一个 n 的多项式. 当然, 当 n 远大于 r 时, 它也可以作

为一个 “闭形式”.

这里的第一个方法与上述方法略有不同. 显然,

n∑
k=0

(
2k + 1

r

)
=

n∑
k=0

(
2k

r

)
+

n∑
k=0

(
2k

r − 1

)
. (3.7)

因此, 只需应用两次 (3.5) 即可得到级数 S.

我们的第二个方法如下, 将 (3.4) 分成偶数项和奇数项, 我们有

n∑
k=0

(
2k + 1

r

)
+

n∑
k=0

(
2k

r

)
=

2n+1∑
k=0

(
k

r

)
=

(
2n+ 2

r + 1

)
.

从而, 利用 (3.5) 我们发现,

n∑
k=0

(
2k + 1

r

)
=

(
2n+ 2

r + 1

)
−

∑
06k6r/2

(
n+ k + 1

2k + 1

)(
n− k

r − 2k

)
. (3.8)

为了展示典型的数值计算, 我们以 n = 5 和 r = 2 为例说明 (3.5):

5∑
k=0

(
2k

2

)
= 1 + 6 + 15 + 28 + 45 = 95 (直接得到),

1∑
k=0

(
1 + k

3

)(
3

2k + 1

)
= 60 + 35 = 95 (根据 (3.5) 得到).
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级数
5∑

k=0

(
2k + 1

2

)
= 0 + 3 + 10 + 21 + 36 + 55 = 125 (直接得到).

由 Schwatt 公式 (3.6) 可以得到 − 1
16 (1 − 26 + 312 − 2288 + 1) = 2000

16 = 125, 这与直接计算是一致的.

由 (3.8) 可以更容易地得到 220− (60 + 35) = 125.

我们对一定类的级数给出一个 “闭形式” 的定义.

定义 1 假设

n∑
k=0

A(n, r, k) =

r∑
k=0

B(r, n, k) (3.9)

对系数 A 和 B 的部分集成立. 当 n 远大于 r 时, 右端级数可以视为左端级数的一个闭形式.

注 2 本文的第二部分将研究级数

n∑
k=0

(
x

k

)(
y

k

)(
z

k

)
f(k). (3.10)
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Novel combinatorial identities analogous to those of

Vandermonde, part I

GOULD Henry Wadsworth

Abstract The Vandermonde convolution identity states that

n∑
k=0

(
x

k

)(
y

n− k

)
=

(
x+ y

n

)
,

valid for all complex x and y, and all integers n > 0. In this paper we investigate relations of the form

n∑
k=0

(
x

k

)(
y

k

)
=

(
x+ y

n

)
+R(x, y, n)

and other related expansions.
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