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摘 要

本文主要研究非 自伴算子的本征值问题
.

首先考察了 M or s e 和 eF shb
a

hc 给出

的广义 aR y ile hg 原理
,

从 数学上进行了严格的论证
,

并提 出了该变分原理的三种等价

提法
.

上述原理可应用于相当广泛一类的积分微分 方程组
,

当应 用于近似计算时
,

找到了它与 G al er ik n
法相一致的条件

.

作为例子
,

文中还讨论了平面 oP i se iul et 流

和 B`an dr 问题的流动稳定性
.

最后
,

还把线性代数求强特征值的 aR y le 咭h 商法推广

到非 自伴矩阵的情形
.

一
、

引 言

对于自伴算子的本征值问题
,

人们已经建立起完整的理论
,

并可用 aR y ile hg 变分原理作近

似计算
,

它在无耗散的有限自由度或连续介质系统的振动
、

波动和其它物理问题中有着广泛的

应用 〔1 ,lz
.

但在实际问题中
,

我们经常会遇到耗散的祸合系统
,

因此
,

有必要探讨非自伴算子广

义本征值问题及其相应的变分原理
.

关于非自伴算子问题
,

M o r s e 和 F e s h b a e h〔3 , 提出了基本思想 ; C h a n d r a s e k ha r〔, , 讨论 了 旋

转同心圆柱间 c ou ett c 流的稳定性 问题 ; rP as ad 阁 研究了高阶常微分方程的伴随变分方法 ; 徐

硕昌
L6] 解决了经典的 c ol u m b s 问题

,

给出了充液腔体稳定性的判据 ; 沈申甫 7j[ 研究了非自伴算

子的有限元法
.

本文在上述工作的基础上
,

提出了适用于广泛一类积分微分方程组 的 广 义

aR vle ihg 变分原理的各种形式
,

并从数学上进行严格的论证
.

文中以流动稳定性问题为例
,

说

明了它的应用
,

作为有限元方法的基础
,

上述广义 aR y le咭h 原理无疑是有重要实际意义的
,

最

后
,

作为线性代数数值方法中的一个应用
,

本文还提出了计算非 自伴矩阵强 特 征值 的 广 义

R a y l e ig h 商法
.

二
、

向量函数空间中的伴随算子

为了研究一般的积分微分方程组的本征值问题及相应的变分原理
,

必须要定义向量函数

空间中的伴随算子
,

并确定其具体表达式
.

通常说来
,

一般的积分微分方程组可用向量函数空间中的算子形式来表达
:

本文 19 8 2 年 6 月 21 日收到
.
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矩阵 L 的每个元素 2“ 又是普通的积分
、

微分算子或是它们的线性组合
,

所以
, L 是向量函数空

间映照到向量函数空间的线性算子
, u ,

f 分别为其定义域及值域中的元素
.

那么
,

L 的形式

伴随算子为
:
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其中 L考指的是普通积分微分算子的伴随算子
.

我们知道
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式中横线代表复共扼之意
.

因为我们往往需要在复数域中定义内积之故
,

即

<,
, 。 , 一

!
`g、 “

·

( 2
.

5 )

从 ( 2
.

3 )
,

( 2
.

D 式
,

我们可以容易地确定向量函数空间中任一线性算子 L 的形式伴 随 算 子

L *
.

就微分算子而言
,

用分部积分或 G er en 公式
,

可得

<
。 , ,

l
, , 。 ,

) 一 <l恋
u ` , , , ) ~ R (

“ , , 。 ,

)
.

( 2
.

6 )

一般说来
,

R (
“ 、 ,

价 ) 不等于零
.

但对于边值问题
, u , 要满足一定的边界条件

,

并可找到关

于 价 相应的条件
,

从而保证 ( 2
.

6 ) 式右端为零
.

这时
,

我们有

(。
, L树 一 艺 ( lu

,

气约 ) 一 艺 (磷
“ * , 约夕一 灯L * 。 , 。

)
.

( 2
.

7)

这时
,

算子 L 与 L * 才是真正互伴的
.

若原边值问题对 。 规定的边界条件为 G ul
: ~ 0 ,

由此

找到的 。 应满足的条件为 G *
叫

r ~ o ,

那么
,

我们称边值问题

L 。 ~ o
,

G u l
: 一 o ( 2

.

8 )

的伴随边值间题为
:

L * 。 = o , G * 口 }
: 一 0

.

( 2
.

9 )

显然
,

伴随的意义具有互反性
,

即

( L *)
*

~ L
.

( 2
.

10 )

当仅当 L ~ L * ,

G ~ ` 水 ,

我们才称边值问题 ( 2
.

5) 为自伴的
.
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三
、

非自伴算子的广义本征值问题

有相当广泛一类的物理问题可以归结成如下非 自伴算子的广
`

义本征值问题
:

(汉 一 又B ) u= o, G u 】: 一 。 ,

( 3
.

1 )

式中
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. ` .
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’
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。
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。 , b

o Z
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了了沙.̀̀...,、、

一一
A

( 3
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2 )
`

l
尹才

了̀̀.̀..,、、、

ǔB

均为向量函数空间中的线性算子
, u 为该空间中的元素

,

又为本征值
.

那么 ( 3
.

1) 式的伴随本

征值问题为
:

( A
*

一 产 B *

)
。 = 0 , G * 砂 !

: 一 0
.

( 3 3 )

它们的本征值
、

本征函数间有如下关系
:

引理 1
.

若 刁 , B 为向量函数空间上的全连续算子
,

问题 ( 3
.

1) 的本征值为 几。
,

那么其伴

随问题 ( 3
.

3 ) 必有本征值 几
.

证
.

用反证法
.

若 又
。
不是问题 ( 3

.

3 ) 本征值
,

由算子 A , B 的全连续性及 rF e d ho lln 择一

性原理
,

对任一非零元素 f
,

非齐次问题

( 汉
*
一 又

。刀*

)口 一 f
,

G * 。
!
: 一 。 ,

( 3
.

斗)

必有唯一非零解
.

对于问题 ( 3 1) 相应于本征值 又。 的本征函数 u 。 ,

我们有

<场
,

朴 一 ( a0
,

(注
* 一 又

。 B *

)
。
) ~ <(刁 一 又声 ) 。

。 ,
。 ) 一 o ,

( 3
.

, )

所以
,

场 二 0 ,

这与 又。 为问题 ( 3
.

1) 的本征值的假设相矛盾
.

因此
,

死
。
必为其伴随问题 ( 3

.

3 )

的本征值
.

引理 2
.

互伴本征值问题 ( 3
.

1 )
,

( 3
.

3 )相应于非共扼本征值的本征函数在下述意义上正

交
,

即

<
。

,

B 。 > ~ 0 ,

( 3
.

6
.

1 )

或者

<召
* 。 , u ) 一 0

.

( 3
.

6
.

2 )

证
.

将 。 对问题 ( 3
.

1) 左乘两边取内积
, u 对问题 ( 3

.

3 ) 右乘两边取内积
,

相减
,

得

<。
, 又B u ) 一 <拌 B * 。 , u ) ~ o ,

( 3
.

7 )

耳口

(又一 万) (
。 , B u

) 一 0
.

( 3
.

8 )

因为 又钾 乒
,

故 <
, , B动 ~ <B

* 。 ,

动 一 。 ,

引理得证
.

引理 3
.

互伴本征值问题 ( 3
.

1 ) ( 3
.

3 ) 对应于非零且互不共扼的本征值的本征函数在下述

意义下正交
,

即

(
。 , 刀 u ) 一 。 ,

( 3
.

9
.

1 )

或
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.

证
.

因为 又。 铸 。 ,

问题 ( 3
.

1 )
,

( 3
.

3 ) 就相当于如下的互伴本征值问题
,
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由引理 2
,

引理 3 得证
.

引理 4
.

若非 自伴算子的广义本征值问题的本征函数系 是 完 备 的
` )

,

我 们 有 如下 广 义

F ou
r i e : 展开 :

f 一 艺
a * 。 , 一 艺 夕, 。 * ,

( 3
.

12 )

其中系数
a * ,

夕, 为
:

a * ~ <。 *
,

B f )
,
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)
,
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这里本征函数系 {。讨 {叭 } 已双正交归一化
,

即

芍。
, , B u ,

) 一 占* ,
.

( 3
.

1 4 )

四
、

广义 R a y l e i g n 变分原理

根据互伴本征值问题的特性
,

我们首先严格证明变分原理一
,

然后
,

给出其三种等价的形

式

变分原理 1
.

对于广义本征值问题 ( 3
.

1)
,

( 3
.

3 )
,

在满足 ` 训
r 一 。 , G *

叫
: 一 。 的函

数类中
,

使泛函

` ( “ 二 , 一

粉斋 ( 4
.

1 )

取驻值的函数 u , 。 ,

应分别是问题 ( 3
.

1 )
,

( 3
.

3 ) 的本征函数
,

泛函 J 的值就是问题 ( 3
.

1) 相应

于该 。 的本征值
.

证
.

若 场
, 口。
是使上述泛函取驻值的函数

,

令

又一 J (巩
,

仇 ) 一
灯仇

,

A巩 )

(
。 。 , B场 )

( 4
.

2)

我们有

_ ( ”
。 。 , A场> + <。

。 , A占u0 > _ (巧
, A场 ) ( <占仇

, B喝 ) + (仇
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) )
.
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)
2
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,

( A 一 又B )巩 ) + 灯( A
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)药
, 占u0 )

<仇
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由变分学的基本原理可知
,

(过 一 又B )
“ 。
一 。 ,

又因 G场 }
:
一 。 ,

G
* 口。

!
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~ o

,

由引理 i 可知
,

( 4
.

3 )

(汉
* 一 死B *

)
。 。

= 0
.

0tt
,

仇 分别为问题 ( 3
.

1 )
,

( 4
.

4 )

( 3
.

3 ) 的本征函数
,

l) 完备的条件有若干种情况
,

可参看文献 「叼
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几为问题 ( 3
.

1) 相应于 。 。

的本征值
.

定理证毕
.

变分原理 2
.

对于广义本征值问题 ( 3
.

1) ( 3
.

3 )
,

在满足 G训
: 一 0

, G *

叫
r ~

,

。 的函数

类中
,

使泛函

I ( 。
, 口) = `”

,

B u夕
(
。 ,

才 u )

取驻值的函数 u , 。 ,

应分别是问题 ( 3
.

1) ( 3
.

3 ) 相应于非零本征值的本征函数
,

是问题 ( 3
.

1) 相应于该 。 的本征值的倒数
.

证
.

由于本征值 又铸 o ,

故 又今 o ,

问题 ( 3
.

1 )
,

( 3 .3 ) 可以化为
:

(斗
.

5 )

泛函 I 的值就

(
” 一扮)

“ -

(
”
一分

*

)一

o
, G u }

r ~ 0。 ( 4
.

6 )

o , G * 口 l
r 一 0

.

( 4 7 )

由变分原理 1
、

变分原理 2 得证
.

变分原理 3
.

对于广义本征值问题 ( 3
.

1 )
,

( 3
.

3 )
,

在满足 G训
r
~ 0 , G *

叫
: ~ o 的函数

类中
,

使泛函

p (。
,
。 ) 一 `

。 , 刀。 )
,

(斗
.

8 )

在约束条件

<。
, B u

) ~ z ,

(斗
.

9 )

下取驻值的函数 。 , 口 ,

就是相应于问题 ( 3
.

1)
,

( 3
.

3 ) 的本征函数
.

证
.

用 L ag
r a gn

e

乘子法
,

令

p
’

( u , 。
) 一 p ( 。

, 。
) + 又( 1 一 <

。 , B u ) )
.

( 4
.

1 0 )

若 u 。 , 口。
使上述泛函取驻值

护
`

= (
占。 。 , 理 。 。

) + (
。 。 , A占u 。

) 一 又( (占
。 。 ,

B u 。

) + 叮。
。 , 刀占u 。

) )

~ (沁
。 ,

( A 一 又B ) 峋夕+ 灯( A
*

一 元B *

)
。 。 ,

占u0 夕

一 0
.

( .4 11 )

类似于变分原理 1的证明
,

场
,

巧 为问题 ( 3
.

1 )
,

( 3
.

3 ) 的本征函数
,

而 aL gr
a
gn

e
乘子 又恰好是

问题 ( 3
.

1) 相应于 饥 的本征值
.

变分原理 4
.

对于广义本征值问题 ( 3
.

1)
,

( 3
`

3 )
,

在满足 G lu
r ~ 0 , G *

川
: ~ 0 的函数

类中
,

使泛函

Q (。
, 。 ) ~ <。

,

B u
>

.

( 4
.

r Z )

在约束条件

(
。 ,

月。 ) 一 - (斗
.

2 3 )

下取驻值的函数 。 , 口
,

就是相应于问题 ( 3
.

1)
,

( 3
.

3 ) 对应非零本征值的本征函数
.

证
.

可仿照变分原理 2
,

从略
.

从上述变分原理可以看到
,

当 A 为自伴算子
,
B 为恒等算子时

,

就可以得到通常的 aR y le 咭h

变分原理 ; 由于非自伴算子的本征值不一定是实数
,

所以
,

它不象自伴算子那样有极值性质
.

现在我们从变分原理 3 出发来作近似计算
.

假定 :
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u 一 艺
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( 斗
.

1斗)
。 一 艺 妈必

, ,

式中争
; ,

功
,

分别为满足问题 ( 3
.

1 )
,

( 3 3 ) 边界条件的基函数系
.

将它代人 ( 4
.

1 0)
,

式令

翌 一 。

己id

得
c
的线性方程组

:

(
`

丫 一 切 )
e
~ o ,

( 4一 5 )

式中
, n 只 。

矩阵
`
力厂 ,

劣 的元素为
:

价 ,

一 灯砂
; , A成 )

,

瓦 , 一 (功
; ,

B成 )
.

( 斗
.

1 6 )

c 一 (
c l , ` 2 ,

…
, :
力

了 ,

T 表示转置之意
,

故求本征值 又的方程为
:

}
` 习厂一 又男 1 ~ 0

.

( 4
.

17 )

若令
a P

,

— ~ U ,

口c i

拼 一 又
.

则可得 d 的线性方程组
,

(
`

夕
r 一 邵男

丁
) d 一 。

,

(斗
.

1 8 )

显然

注意
,

即使 A ,
B 为非自伴算子

,

如果边界条件 G 一 G * ,

便可取 币
, ~ 价

, ,

这时上述近

似方法就是普通的 G al 台ik
n

方法
.

由此便可看到
,

广义变分原理为 G al 行kr in 方法提供了理论

依据
.

五
、

在流动稳定性问题中的应用

1
.

平面 P o i s e u i lle 流的线性稳定性问题可归纳成 如 下 o r r 一 So m m e r f e ld 方程 的本 征 值 问

{ ( D
`
一 a ,

)
,

一 i a R L( U 一
c
) ( D

,

一 a ,

) 一 D
, U ] }币一 o

,

诱( 士 1 ) ~ 诊
,

( 士 ! ) ~ 0 ,

( 5
.

1 )

( 5
.

2 )

其中

率
,

为微分算子
, , a 为波数

, R 为雷诺数
` 为本征值

, ` ,

为波速
,

ac
、
为不稳定发展

u ~ ( 1 一 尹) 为主流速度分布
,
价为扰动流函数的复波幅

.

文献 〔8] 中提到了几种数值方法
,

我们也可从变分原理出发进行数值计算
.

我们先列出伴随本征值问题
:

{ ( D
Z

一 a Z

)
2
+ i o R I ( D

,

一 a ,

) ( U 一 。 ) 一 D , U ] }价
*
一 。 ,

币
*

( 士 l ) 一 币
* `

( 土 1 ) ~ 0
.

( 5
.

3 )

( 5
.

4 )

由变分原理 1 可知
,

本征值
` 是泛函

J (价气 价) 一
!乞

,

。
·

{ ( D
Z

一
,

2

一 `· R〔 U ( D
’

一” 一 ” ’ U” 价` ,

a *
(
`
毋

*

(。
2

一 。 ,

)价、 y
( 5

.

5 )

的驻值
.

其本征函数系及其伴随问题的本征函数系构成双正交系
,

即
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小产( 口
,

一 a ,

) 价
; d y 一 占

, , .

类似地
,

也可按变分原理 3 导出关于该问题变分原理的具体形式
.

2
.

B翻 a dr 对流由稳定性交换原理可导出如下的本征值问题
:

( D
,

一 a ,

)
, 。 一 8 ~ o ,

( D
,
一 : ,

) 8 ~ 一 R a , 。 ,

其边界条件为
:

“ ,

~ 日 = 0
, z ~ 0 , 1 ,

D 洲 = 0 或 D Z洲 = o
, : 一 0 , 1

.

(5
.

7 )

( 5
.

8 )

这里 。 是
二
方向的扰动速度

,

8 为扰动温度
, a
为波数

, R
一 一 里些醒 为

友护
R a y l e ig h 数 ( g 为重

力加速度
,

友为热传导系数
, ,
为运动粘性系数

, a 为热膨胀系数
,

夕为温度梯度 )
,

它的意义是

因温度梯度
、

热膨胀产生浮力引起的失稳作用与粘性致稳作用的比值
.

同样地
,

我们可以得到相应的伴随本征值问题为
:

( D
,

一 a ,

)

一 留* 十

边界条件与 ( 5
.

5) 式相同
,

即 *
~ 8 *

~ O ,

D留 * 一 。 或

这时
,

相应于问题 ( 3
.

1) 的算子为
:

2洲 *
一 一 R a Z

口
*

( D
,

一 a ,

) 8
* 一 0

.

之 ~ 0 , 1 ,

D Z“ , *
= 0

,

/ ( D
,

一 a ,

刀 一 (
\ O

_ / 0

B 一 (
、

-
“

( 。

之
4 2

)

)
,

: )
·

( 5
.

9 )

( 5
.

1 0 )

( 5
.

1 1 )

( 5
.

2 2 )

所以
,

由变分原理 1 可知
,

本征值 R 是泛函

〔口
,却口 2留* + Z a ZD 留 * 口洲 + a

场
* 留 一 。 * 口一 D S

*
D S 一 a ,

8
*
8 〕d夕

一
J (口

,

口* , 洲
,

留*

) 一 。 2

!:
“ ’

“ ,

( ,
.

1 3 )

的驻值
.

类似地可写出其它形式的变分原理
.

.

止 L
.

/ \ 、 求非自伴矩阵强特征值的广义 R ay lie hg

对于自伴矩阵
,

求强特征值时可以用 R ay ilc hg 商法加速收敛速度
.

到非 自伴矩阵的情形
.

商法

我们将上述方法推广

若非 自伴矩阵 A 有一组完备的本征向量系 { u小 天~ 1 , 2 ,

…
,

浑
,

那么其伴随 矩 阵 也

有一组完备的本征向量系 {叭 }
〔10J

.

于是
,

空间任一向量 0z 可表达为 :

0z ~ al 仇 + 屿仇 + … + a 入 u N ,

0Z ~ 夕
,妙 ,

+ 民口
:
+ … + 夕、 口、

-

( 6
.

1 )

( 6
.

2 )

由此可导出向量序列
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凡 一 汉 ` z。
一 。 1

对。 :
+内砖u Z

+… … 十a 、 、岛u 、 ,

Q
, 一 A * 友二。

一 风死知
:
+ 夕

2
死杏眺 + … 十 夕N死尧

。 、
.

若 王吸 } {叭 } 是双正交归一化的基
,

那么

( 6
.

3 )

( 6
.

4 )

。
;

_ 咬旦匕卫尘
(认

,

只夕

al 厨
,

冲 +l 十 处风邓妇
一`
十 … 十 a N厨二又替+1

al 风对灸 + 处风对贡+ … + 仰凡又梦
( 6

.

5 )

若 几、

是强特征值
,

即

!又
,

} >> M
a x

( t几
2

!
,

!又
;

} }又
N
I)

,

( 6
.

6夕

显然

如果

见
,

几:
~ l im 阴友= 恕

<Q吹
,

A只>

<Q * ,

只 )
’ ( 6

.

7 )

又,

的绝对值不明显地大于其它本征值的绝对值
,

我们可用原点平移法来加速收敛速度
.

为了求次强特征值 又2 ,

可以选取 z 。
正交于 。 :

或 口、 ,

这时 a 、
或 夕

,

等于零
,

由 ( .6 约 式可

礼 一 n m 阴夜 一
火斗 . 恕

灯认州绳乏
<Q*

,

只 )
’ ( 6

.

8 )

上述方法对于不需求全部特征值的情况 (如求流动稳定性问题的最不稳定模式 )
,

它的工

作量要比通常的 L 天 ,

QR 方法小得多
〔川

.

算例
:
我们计算下列矩阵的特征值

( 6
.

9 ),

、、、....产口/
.

0n
llZ

一2ù

。

忿-/一2
门U

ù2一-/一2
J10

百声了了...̀..、、

取 z 。
~ ( 1

, l , 1 )
,

其结果如表

表 l

* } 吸 面 禾飞 值

一
…一 ;丽丽石二瓜丽丽石万一

4
.

9 9 9 9 9 9 9 6 + 8
.

52 9 4斗4 7 6火 10一
,
i

l 0

4
.

9 9 9 9 99 9 9 + 8
.

5 3 2 7 8 7 19 义 10一
工o
矛

斗
.

9 9 9 9夕99 9 + 8
.

5 3 5 4 0 8 6刁火 10 一
1走名

准确值

取 局 ~ ( 1
, o ,

0)
,

由于 a ` ,

风 ~ 。 ,

故可以决定次强特征值
,

采用原点平移法
,

其结 果 如

表 2
.

由此可见
,

第十次迭代的结果相当准确
,

收敛速度也很快
.

由于次强特征值与其它特征值

模长相差不远
,

所以
,

若不用原点平移法要迭代 20 次以上才能达到相同的精度
.
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表 2

左左左 近 似 木 征 值值

666 \\\1
.

斗 1 49 1 0 2 3十 O
,

7 0 7 1 04 4 1矛矛

77777 1
.

斗1 42 12 7 1 十 0
.

了0了1 05 6 ) fff

88888 1
.

呼l呼2 13 5 7 + 0
.

夕0 7 10 6冬9矛矛

99999 1
.

4 1 42 1 35 8 + 0
.

7 0 7 1 06 7 6矛矛

111000 1
.

4 1 42 1 35 6 + 0
.

7 0 7 1 06 7 8矛矛

准准确值值 1
.

4 14 2 13 5 6 + 0
.

7 0 7 ] 0 6 7 8云云

本文曾得到谈镐生教授的指导
,

并与徐硕昌同志进行 了有益的讨论
,

在此一并致谢
.

参 考 文 献

oC
u r

all t
,

R
.

& R il b价士
.

D
.

,

数学物理方法
,

科学出版社
, 19 5 .8

钱伟长 , 变分法及有限元
,

科学出版社
,

19 80
.

M o l唱 e ,

P
.

M
.

& 卫5 1一b a 毛h
,

H
.

,

M
e艺入o

ds
o f T h o o , 。 t乞。 a l hP , s乞勺 ; ,

V ol T
,

1 1
.

M
o G , a w

·

H il l
,

1 9 53
.

C l l a n d服
s c k』l a r ,

S
~

万夕介
o d y

~
记 叭 d H刀4 , o饥 ag

儿时艺e 名 t a 乙公Z艺t ,
,

Q 日J e n d o n P r e o s
.

o x f o r d
,

1 9 61
.

P r a
肌 d

,

5
.

N
. ,

几 t
.

初二 :
.

5 0 瓦d :
.

5 才气
。才二: e s ,

8 ( 1 9 72 )
,

2 9一4 0
.

徐硕昌
, 中国科学

, 19 7 9
,
85 7一 56 5

.

队
e n ,

5
.

P
. ,

通界 ,
.

五 e刀
.

F z二公己 面
e
从

. ,

9 ( 1 977 )
,

4 2 1一4 4 5
.

纳依玛克
,

线性微分算子 ,

科学出版社
, 19 6斗

.
.

李家春
,

应用数学与力学
,

3 ( l夕8 2 )
, 5 : , 9夕一 6 0牙

.

弗里特曼
, 应用数学原理与方法

,

高等教育出版社
.

Wi lk i n s o n ,

J
,

H
. ,

T h e A Z刀 e乙,

舰 酬夕
e 双公 a l哪 尹 , o b乙e饥: ,

o x f服 d U n i rP es s ,

19 65
.

,J
, ..es

了1
é , .卫J,J .

]
,`J12介n

J性óa6
1丫8

rLrIL.r r̀.Lf.L工eer̀
.Lr.L

[ g J

[ 1 0」
【1 1 1


