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摘要 可计算建模 (computable modeling) 指根据所研究问题对计算精度的要求, 综合运用相关领域

知识建立或简化模型, 减少计算量, 提高计算效率, 使得模型在现有计算机条件下可计算. 可计算建模

是科学与工程计算研究的一个重要方面. 本文主要通过若干例子介绍可计算建模研究的内涵.

关键词 科学计算 可计算建模 共性算法

MSC (2010) 主题分类 65Z05, 65Z99

1 引言

科学计算是指利用应用数学和计算机科学所提供的计算能力来理解和解决科学与工程领域中的

问题, 涉及建模、算法、程序、模拟和分析等过程. 科学计算是 20 世纪重要科学技术进步之一, 伴随

着电子计算机的出现迅速发展并得到广泛应用. 科学计算已与理论研究和实验研究相并列成为科学研

究的第三种方法, 成为促进重大科学发现和科技进步的重要手段. 国家重大战略需求中许多科学问题

的解决高度依赖于科学计算中共性算法与可计算建模的发展水平.

共性算法是指通过计算模型构造出来的、经过理论分析和应用验证的普适性算法. 可计算建模指

根据所研究问题对计算精度的要求, 综合运用相关领域知识建立或简化模型, 减少计算量, 提高计算

效率, 使得模型在现有计算机条件下可计算.

模型与算法是计算数学研究的核心,共性算法与可计算建模方法是每一个计算数学工作者追求的

目标. 对共性算法的内涵大家认识比较一致, 如有限元方法、快速 Fourier 方法、快速多极子算法等就

是典型的共性算法. 可计算建模是一个新的术语, 是在 2010∼2011 年组织自然科学基金委员会重大研

究计划 “高性能科学计算的基础算法与可计算建模” 过程中, 集大家智慧提出来的. 作为一个新的术

语, 它的内涵是什么并不是很明确, 本文希望通过若干例子介绍可计算建模.

科学计算建模发展的一个趋势是由基于机理建模、数据建模到机理数据混合建模并存. 众多前沿

科学领域中的重要实际问题常常涉及多个发生在不同时空尺度上相互耦合的物理过程,具有高度的各

向异性、奇异性、超高维、非均匀性以及不确定性等特征, 它们的建模十分复杂和困难. 如何根据这些

复杂的实际问题对精度的要求和现有计算机的能力, 对其建立可计算的模型 (可计算建模) 以充分发

挥计算机的能力和算法的特点是目前科学与工程计算面临的主要挑战和共性难题之一.可计算建模研
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究大致可以分为三个方面: 即模型约化, 多尺度多过程耦合建模与数学表达,机理与数据混合建模. 下

面将以若干例子介绍、分析此三方面的内涵.

2 模型约化

模型约化指根据所研究问题对计算精度的要求,综合运用相关领域知识简化模型,减少计算量,提

高计算效率.

2.1 密度泛函理论

波函数和 Schrödinger 方程在量子力学中起着十分重要的作用. 对一个给定的微观体系, 我们可

能得到的所有信息都包含在系统的波函数中. 以一个外势场 v(r) 中的 N 个电子体系为例, 量子力学

的波动力学范式可以表示成

v(r) =⇒ ψ(r1, r2, . . . , rN ) =⇒可观测量.

上述过程即为: 对给定的外势, 求解 Schrödinger 方程可以得到电子波函数, 通过波函数计算力学量算

符的期望值可以进一步得到所有可观测物理量的值.

N 个电子体系的 Schrödinger 方程是 3N 维的线性特征值问题, 当 N > 2 时直接求解基本上不可

能. 然而, 在大多数情况下, 我们只关心一些特定的物理量如能量、电子密度等. 所以人们希望使用一

些比波函数更简单的物理量来求解, 如单粒子 Green 函数、密度矩阵、电子密度等. 从波函数到单粒

子 Green 函数, 从单粒子 Green 函数到密度矩阵, 从密度矩阵到电子密度都丢失了大量信息, 所以按

道理我们将不能从电子密度中 “恢复” 波函数. 但令人吃惊的是, 密度泛函理论给出了完全相反的结

论,至少对于只考虑基态的情形,从波函数、Green函数、密度矩阵到密度,没有丢失任何信息.电子密

度不仅仅是众多可观测量中的一个, 而且是可以用来计算其他所有可观测量的体系基本物理量. 电子

密度只是空间坐标的函数,从而密度泛函理论将求解 3N 维波函数的问题转化为求解 3维电子密度的

问题.

现代密度泛函理论的基础建立在 1964 年 Hohenberg 和 Kohn [1] 提出的两个著名定理之上, 其中

定理 1 指出, 在相差任意常数意义下, 不计自旋的全同 Fermi 子系统非简并基态的电子密度函数 n 唯

一地决定外势 v; 定理 2 给出了密度泛函理论的变分法. 为了将密度泛函理论实用化, 需要寻找能量

泛函的具体表达形式, Kohn 和 Sham [2] 在 1965 年提出了一个可能的方案, 他们引进了一个与相互作

用多电子体系有相同电子密度的假想的非相互作用多电子体系, 从而得到著名的 Kohn-Sham 方程,(
− 1

2
∇2 + vext(r) + vH(r) + vxc(r)

)
ϕi = ϵiϕi,

其中 vext(r)、vH(r)、vxc(r) 分别为外势、Hartree 势和交换关联势. 在 Kohn-Sham 方程中, 有效势

veff = vext + vH + vxc 由电子密度决定, 而电子密度又由方程的特征函数求得, 所以需要自洽求解

Kohn-Sham 方程. 这种自洽求解过程通常称为自洽场方法.

在 Kohn-Sham 方程中, 起关键作用的是交换关联势 vxc. 对于给定的系统, 交换关联势在原则上

包含了系统基态的全部信息. 然而交换关联势是电子密度的复杂泛函, 其严格的具体形式目前并不知

道. Hohenberg 和 Kohn 的理论也仅陈述了交换关联势的存在性, 而未涉及其构造的任何细节. 为了

在实际中求解 Kohn-Sham 方程, 交换关联势的形式必须被简化. 目前广泛应用的交换关联势是基于
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均匀电子气的交换关联势的逼近, 包括局域密度近似 (LDA) [3, 4], 广义梯度近似 (GGA) [5–7], 以及杂

泛函 [8] 等. 基于这些实际中可操作的交换关联势模型, 密度泛函理论成为一种完全基于量子力学的

第一原理 (ab-initio) 理论, 将 3N 维线性偏微分方程特征值问题简化为 3 维非线性偏微分方程特征值

问题, 从而大大地减少了计算量, 使得许多量子化学问题的计算得以实现. 如今密度泛函理论已经成

为量子化学和材料科学中应用广泛的理论, Kohn 也因此项工作获得了 1998 年度诺贝尔化学奖. 可以

说密度泛函理论是可计算建模方法研究中最成功的范例.

密度泛函理论的广泛应用还和赝势理论的发展有着密切的联系. 虽然 Kohn-Sham 方程是一个

3 维的特征值问题, 原子核产生的库仑外势导致 Kohn-Sham 方程的特征函数在原子核附近光滑性不

好. 为了描述发散的库仑外势和不光滑的特征函数, 计算网格必须充分稠密. 这使得求解 3 维 Kohn-

Sham 方程的计算量依然很大, 从而限制了密度泛函理论在实际中的应用. 然而在一个化学系统中, 所

有的电子起的作用并不都是等价的. 电子分价电子和核电子两种,其中核电子不参与化学反应,并总是

和原子核绑定在一起, 只有价电子参与化学成键和化学反应. 赝势理论基于这个观察对于全电子系统

的计算进行了简化, 将原子核和核电子作为一个整体看待, 而用原子核与核电子共同产生的有效外势

求解只含有有效价电子的 Kohn-Sham 方程. 在赝势理论中, 有效外势在整个空间中是有界的, 而对应

的有效价电子的特征函数是光滑的, 从而使用赝势的 Kohn-Sham 方程可以以比全电子的 Kohn-Sham

方程低得多的代价求解. 目前广泛适用的赝势有模守恒赝势 [9, 10]、超软赝势 [11] 等. 赝势理论综合了

对化学系统已有的了解, 简化了计算量, 使得密度泛函理论在 80 年代已经具备处理实际体系的能力,

是可计算建模的典型例子.

密度泛函理论的传统应用是计算有序晶体和小分子的能量和结构. 近二十年来, 随着密度泛函理

论的不断发展, 密度泛函理论被越来越多地应用在大规模、非周期的无序系统上, 如材料缺陷、复杂

的化学反应、生物大分子的模拟等. Kohn-Sham 方程特征值求解的计算量与系统电子数目的三次方

成正比, 这使得密度泛函理论的一般应用范围只能局限在 100 至 1000 个原子的尺度. 为了实现 1000

至 10000 个原子以上尺度的第一原理计算, Kohn-Sham方程的特征值求解过程需要进一步地简化. 线

性标度方法 [12] 是一类对绝缘体和半导体适用的有效方法. 线性标度法的基础是电子的局域性原理,

其含义是在绝缘体和半导体系统中, 系统外势的局域扰动对远处电子的影响是指数衰减的 [13]. 局域

性原理使得大系统的求解可以被分解为许多小问题, 每个小问题可以分别求解, 从而整体计算量是系

统原子数目的线性函数. 但是, 局域性原理并不是对所有系统普适的原理. 在金属系统中, 系统外势的

局域扰动对远处电子的影响是多项式衰减的,因而线性标度法也不能被有效地应用在金属系统的计算

中. 如何设计适用于包括金属、半导体和绝缘体在内的各种体系的有效共性算法, 实现大规模系统的

可计算建模, 是计算数学、化学和材料科学共同面临的难题.

2.2 自洽平均场理论

自洽平均场理论是一个在不同时期、地点, 以不同的形式, 被不同的科学家重复发现的理论.其最

早的起源可以追溯到 1873 年 Van der Waals [14] 提出的气液状态方程, 他在研究气液相变时, 引入了

“内压力”来描述气体分子间在较远距离上的相互作用, 从而修正了理想气体的状态方程. 平均场理论

的核心思想是引入一个等效场 w, 将一个多体作用体系变成在等效场 w 作用下的单体体系, 将基于粒

子的体系变成基于场的体系.此等效场 w 是由其他粒子与某个指定粒子下相互作用的平均. 假设系统

可以用密度 ρ 这个序参量来描述, 所谓 “自洽”, 就是密度 ρ可以决定等效场 w, 而反过来 w 又能决定

ρ, 这样相互制约, 相互作用, 从而达到平衡, 这就是自洽. 一般而言, 自洽平均场方程可以表示成以下
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形式:

w = w[ρ], (2.1)

ρ = ρ[w]. (2.2)

方程 (2.1) 一般来自对多体相互作用能量函数的分析, 方程 (2.2) 则来自对单体问题本身的分析. 从数

学上, 这种建模的方式将构造出一个非线性变分问题. 目前的平均场理论仍然是在平衡态统计力学的

框架下,对于平衡态静力学能比较好地处理. 也就是说引入的等效场 w 是在某种平均意义下的场形式

w̄, 而密度算子也是某种平均 ρ̄. 这样系统中的每个单体都是等价的.

下面通过一个例子来说明目前平均场理论比较通用的建模流程. 考虑一个具有 n 个相同粒子的

多体作用体系, 其每个粒子的空间位置为 R̂i, i = 1, 2, . . . , n, 其中ˆ表示微型的物理量. 我们只考虑相

互作用的能量, 且只与粒子的空间位置有关, 在微观状态 R̂ = (R̂1, R̂2, . . . , R̂n) 下, 系统的能量表示为

U(R̂) = U({R̂i}ni=0) =
∑
i<j

u(R̂i, R̂j). (2.3)

体系在空间 r 处的数密度为

ρ̂(r) =
n∑

i=1

δ(r − R̂i). (2.4)

将数密度表达式代入到系统能量方程得

U(R̂) =

∫
dr

∫
dr′ ρ̂(r)u(r, r′)ρ̂(r′)

∆
= U [ρ̂]. (2.5)

基于正则系综 [15], 系统的配分函数可表述为

Z =
n∏

i=1

∫
dr̂i e

−βU [ρ̂], (2.6)

其中 β = 1/(kBT ), kB 是 Boltzmann 常数, T 为温度. 引入 δ 泛函∫
Dρδ[ρ− ρ̂] = 1, (2.7)

将其代入到配分函数中, 则有

Z =

n∏
i=1

∫
dR̂i

∫
Dρ e−βU [ρ]δ[ρ− ρ̂]. (2.8)

将 δ 泛函表示成 Fourier 形式,

δ[ρ− ρ̂] =

∫
i

Dw exp

{∫
drw(r)[ρ(r)− ρ̂(r)]

}
, (2.9)

其中
∫
i
表示沿虚轴积分, 从而形式上将基于粒子的配分函数变成了基于场的函数

Z =

∫
Dρ

∫
i

Dw exp

(
−βU [ρ] +

∫
drwρ

) n∏
i=1

∫
dR̂i exp

(
−
∫
drwρ̂

)
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=

∫
Dρ

∫
i

Dw exp

(
−βU [ρ] +

∫
drwρ

)
(Q[w])

n
, (2.10)

其中

Q[w] =

∫
dR̂i exp

(
−
∫
drwρ̂

)
(2.11)

是一个粒子在场 w 作用下的单粒子配分函数. 因为在平均场理论中, 同一种性质粒子的地位一样, 所

以每个粒子的状态都是独立同分布. 根据系综理论,

ρ̄i = −δ logQ[w]

δw
. (2.12)

将单粒子配分函数代入到配分函数 (2.10), 得到

Z =

∫
Dρ

∫
Dw exp(−H[ρ,w]), (2.13)

其中 Hamilton 量为

H[ρ,w] = βU [ρ]−
∫
drwρ− n logQ[w]. (2.14)

以上的推导成功地将多体相互作用体系转化为非线性变分问题, 并且没有做任何近似. 但注意到

配分函数 (2.13) 是一个泛函积分, 在绝大多数情况下是难于处理的 [16], 因此需要近似. 鞍点近似 (也

称为平均场近似) 就是其中的一种. 鞍点近似是只考虑最大几率的平衡态, 同时忽略平衡态局部热涨

落的一种近似 [17]. 利用鞍点近似, 配分函数 (2.13) 可近似为

Z ∼ H[ρ̄, w̄]. (2.15)

因此 H[ρ,w] 在平衡态 (ρ̄, w̄) 处的一阶变分为零, 得到平均场方程

β
δU [ρ̄]

δρ̄
− w̄ = 0, (2.16)

n

(
δ logQ[w̄]

δw̄

)
+ ρ̄ = 0. (2.17)

这个例子针对的是只含有同一种性质粒子的体系,当体系中还有 m种不同性质的粒子时,就会出现 m

个不同的单粒子配分函数. 这时候得到的平均场方程可以处理更为复杂的情况, 例如体系中含有结晶

的和非结晶的两类高分子. 自洽平均场理论将多体相互作用体系转化为非线性变分问题, 从而可以减

少计算量, 大幅提高计算效率.

平均场理论是伴随着连续相变的研究而发展起来的,在早期的气液固三态的相变,以及铁磁相变、

超导相变、超流相变、合金的有序 - 无序相变等领域已有非常广泛的应用. 近年来, 平均场理论也被

广泛地运用到研究软物质凝聚态体系的相行为, 包括寻找自组装所形成的有序结构, 构造相图, 研究

不同结构之间的相变过程 (包括无序到有序, 有序到有序), 以及不同结构之间的界面形成等. 但平均

场模型通常是一类非线性的、具有多解、多参数的变分问题, 目前在求解上还存在不少需要克服的问

题. 通常而言, 数值求解面临的难题主要体现在三个部分: 离散格式、迭代格式和初值的筛选. 其中迭

代格式严重地依赖于模型所提供的信息,因此在构造迭代格式的时候需要对模型的数学性质进行很好

的分析, 必要时需要在相应的理论框架下重新构造具有良好数学性质的物理模型. 初值的选取则依赖

于对问题物理机制的理解, 可采用相应的数学理论或特殊的技术来获得. 例如在寻找嵌段共聚体系自

组装形成的周期结构时, 在理解模型参数的物理意义下, 可采用空间群理论来筛选初值 [18].
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2.3 矩封闭方法

矩封闭方法是一类常用的模型约化方法,例如流体力学 Navier-Stokes方程由流体的质量守恒、动

量守恒和能量守恒导出, 但得到的方程不封闭. 流体力学方程封闭需要本构关系, 如假设应力是应变

的线性函数 (Newton 流). 但对一些复杂的流体, 如生物流体, 本构方程不再是线性的, 人们把这类流

体称为非 Newton 流 [19]. 下面我们以高分子稀溶液的小球弹簧模型为例, 来阐明矩封闭方法 [20,21].

高分子稀溶液的小球弹簧模型可以表述为宏观的不可压缩 Navier-Stokes 方程

∂u

∂t
+ u · ∇u +∇p = ∇ · τp + ν△u ,

∇ · u = 0,

耦合微观的 Fokker-Planck 方程

∂f

∂t
+ u · ∇xf +∇Q · (κ ·Q f) =

2

ζ
∇Q · (F cf) +

2

ζ
△Qf,

其中 x 是空间点, Q 是构形空间向量, u = u(x , t) 表示流体的速度 f = f(x ,Q , t) 表示构形分布函数,

p表示压力, ν 表示背景流体的粘性系数, κ = (∇xu)
T 为速度梯度, τp 表示高分子的应力, 可以通过构

形分布函数表示:

τp = ⟨Q∇Qµ ⟩ = −nI + n ⟨QF c⟩,

这里 ⟨ · ⟩ 表示构形分布函数的平均. F c = ∇QU 为弹簧力, U 为弹簧势能, 其中 Hookean 弹簧

U =
1

2
H|Q |2,

FENE 弹簧

U = −1

2
H log(1− |Q |2/b).

Navier-Stokes 方程是非线性三维偏微分方程, 构形分布函数满足的 Fokker-Planck 方程是六维偏

微分方程. 矩封闭方法就是在一定条件和精度要求下, 约化 Fokker-Planck方程. 高分子的应力可以用

构形分布函数的某种平均表示, 对 Hookean 弹簧, 高分子的应力为构形分布函数二阶矩 M = ⟨QQ⟩,
从 Fokker-Planck方程可以导出二阶矩方程,这就是著名的 Oldroyd-B模型. 对 FENE弹簧,由于此时

弹簧力不再是线性的, 则二阶矩方程不封闭, 需要作一些假设才能封闭二阶矩方程.

矩封闭有很多方法, 一个好的方法需要考虑如下几个方面: 矩封闭后还满足能量耗散, 能够重构

非负的分布函数, 具有好的精度, 计算量大幅减少. Bingham 近似是一类非常好的矩封闭方法, FENE

弹簧模型的 Bingham 近似就是把构形分布函数投影到没有流场的 Fokker-Planck 方程的平衡态解空

间, 具体过程如下.

构形分布函数表达为下面特殊形式:

f(Q) =
1

Z(R)

[
1− |Q |2

b

]H/2

exp {R : QQ} ,

这里 Z(R) 是为了满足
∫
fdQ = 1, 定义如下:

Z(R) =

∫ [
1− |Q |2

b

]H/2

exp {R : QQ} dQ ,
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R 是矩阵形式的 Lagrange 乘子, 由下面方程确定:

M =
1

Z(R)

∫
QQ

[
1− |Q |2

b

]H/2

exp {R : QQ}dQ ,

从而可以得到代替 Fokker-Planck 方程的二阶矩方程

∂M

∂t
+ u · ∇M − κ ·M −M · κT = −4

ζ
(R ·M +M ·R).

高分子的应力张量可以表达为

τp = n (R ·M +M ·R).

约化后的二阶矩方程是三维的非线性偏微分方程. 可以证明 Navier-Stokes 方程与上述二阶矩方

程的耦合体系仍然满足能量耗散, 由于从六维问题简化为三维问题, 计算量大幅减少.

3 多尺度多过程耦合建模与数学表达

材料损伤与破坏、流体湍流、核爆炸过程、生物大分子等现象呈现出巨大的尺度效应, 并伴随着

不同尺度上的物理多样性和强耦合性, 其结果通常呈现出问题具有高度的各向异性、非均匀性以及不

确定性等特征. 这些特征不仅使得建模过程和模型渐趋复杂, 而且一般单一尺度模型往往难以精确刻

画,因而目前更倾向于使用多物理、多尺度以及多场耦合模型 [22],也即在不同区域或不同物理层次应

用根据不同物理规律建立的数学模型, 并将这些模型进行耦合求解. 这些现象在不同尺度不同层次的

原理机制已经比较清楚, 但核心问题是如何进行跨尺度关联与多过程耦合, 其中的根本问题是建立不

同层次的物理模型、物理过程之间的关系,以及这些关系的数学表示,例如如何从底层的微观模型 (如

分子动力学模型或量子力学模型) 出发获得介观或连续尺度上的粗粒化数学模型. 多尺度算法的挑战

是如何将多时空、多过程的模拟进行无缝耦合, 特别是动力学耦合, 以及研究具有相同内涵不同变量

的相互表达和转换关系、耦合区域或界面的确定原则, 满足物理守恒律且易于计算的连接条件的数学

表达等.

3.1 拟连续体方法与数学理论

拟连续体方法是当前固体研究中影响较大的一种多尺度方法 [23], 它已被用于模拟一系列晶态固

体的基本问题,其中包括断裂、晶界结构与变形、纳米压痕以及三维位错分析.拟连续体方法是一种区

域分裂型的方法,它把求解区域分为局部区域和非局部区域,其中非局部区域往往覆盖晶体缺陷,而局

部区域往往变形梯度较小. 局部区域和非局部区域通过自适应准则自动确定. 局部区域使用 Cauchy-

Born 法则计算应变能 [24], 而非局部区域往往利用原子相互作用势函数来计算系统能量. 具体而言,

如果用 x 和 y 分别表示原子在变形前和变形后的位置, 并且视 y 为 x 的函数, 则系统的总能量可以

表示为:

Etot[y](x) = Eloc[y](x) + Enonloc[y](x).

给定边界条件和外力,极小化系统总能量 Etot[y](x)来得到原子的构型. 当然,势函数并不一定是经验

势, 系统能量也可以从量子力学模型出发, 通过从头计算的方法得到. 同时为了减少系统的总自由度,

在计算过程中只选取远远少于原子总数的少数代表性原子 (representative atoms)来计算系统能量,而

其他原子的各项参数通过这些代表原子的参数插值得到.

551



汲培文等: 可计算建模

微观和宏观通过 Cauchy-Born法则以及交界面应力的连续性进行耦合.如果这些连续性条件得不

到满足, 就会产生非物理的力, 即所谓的 “鬼力” (ghost force) [25]. 从物理上来说, 鬼力会导致系统产

生非物理的塑性形变,从而给出错误的物理图象; 从数学上来说, 鬼力会导致算法不收敛. 文 [26]中构

造了一个一维的例子, 通过研究显式解, 严格证明了鬼力会导致方法不收敛. 目前已有几种无鬼力的

拟连续体方法 [27, 28], 但是对于非平面的微宏观交界面情形, 目前尚无成功范例报道. 值得注意的是,

还有一种所谓基于力的拟连续体方法, 该方法直接耦合宏微观平衡方程而不是耦合宏微观能量. 与以

上基于能量的方法相比,这种方法没有鬼力的问题,但是由于没有系统总能量,这种方法的数值实现会

有一定的困难, 它可能收敛很慢或收敛到错误的解, 甚至不收敛, 需要设计特别的迭代算法来求解相

应的非线性问题 [29]. 该方法已成功地应用于固体材料中的静态和拟静态问题的模拟, 但也有不少对

于有限温度情形和动力学问题的有益尝试.

对于动力学问题而言, 除了需要处理静力学问题的各种困难外, 还有一个最大的挑战就是要面对

不同区域之间的界面可能引起的波反射. 以异质多尺度 (多物理) 方法为例 [30], 其仍然将求解区域分

成连续性区域和原子区域.

在原子区域采用分子动力学模型, 研究对象为每一个原子的位置 xi 和速度 vi, 描述原子之间相

互作用的势函数 V 可以是经验势, 也可以通过量子模型计算得到: ẋi = vi,

miv̇i = −∇xiV.

在连续性区域采用非线性弹性动力学, 研究对象为位移场 u、应力场 σ 和能量 e, 为了保证和原

子模型的相容性, 其本构关系 σ 与 J 由原子模型通过 Cauchy-Born 法则给定:
ρ0
∂2u

∂t2
= ∇ · σ,

ρ0
∂e

∂t
= −∇ · J .

原子区域与连续性区域之间的界面条件是在力学平衡态下对两种模型进行线性化得到的相容性

格式:

miẍi = −∇xiV (xi, Bijxi)−
∫ t−tn

0

θ(τ)ṽ(t− τ)dτ − θ(t− tn)x̃i(tn),

其中, 右端项的第一部分处理的是波长较长的光滑部分, 允许这样的波在原子区域和连续性区域之间

来回自由地传播,而第二部分则将原子区域向连续型区域传播的波长较短且频率较高的那些波过滤掉.

这里的 θ 就是原子模型的离散吸收边条件对应的核, 在实际计算的时候需要做进一步的近似.

该格式应该是建立在分子动力学变分边界条件上的一种推广,从单纯的处理声子在独立原子区域

边界上的反射扩展到原子模型和连续模型耦合时处理声子从原子模型区域到连续模型区域的反射,同

时还需要保证弹性波在两个模型之间的自由传播.

这样的方法已被成功地应用于脆性裂纹扩展的研究, 能非常好地处理裂纹扩展, 即尖端产生的弹

性波与声子波向边界的传播和边界条件产生的弹性波向裂纹尖端的传播, 以及这两者之间的相互作

用 [30].

3.2 输运与扩散耦合建模与数学表达

微观粒子在介质中的迁移现象广泛地存在于自然界, 如大气中的光散射, 核反应堆中的中子输运,

宇宙星体大气中的光辐射,等离子体中带电粒子的传输等许多物理现象中,都会出现粒子传输过程. 研
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究大量微观粒子在介质中迁移统计规律的数学理论称为输运理论.微观粒子可以是中子、电子、离子、

分子和光子等. 输运理论在科学和工程的众多领域有着非常广泛的应用. 描述粒子迁移过程的输运方

程, 实质是微观粒子在介质中传输的守恒关系表达式.

输运方程也称为粒子数守恒方程, 或者 Boltzmann 方程. 根据输运理论可以很容易地建立起输运

方程, 但输运方程的数值求解非常困难, 主要原因在于输运方程的求解计算量十分巨大 (如三维非定

常输运方程的数值模拟需要求解七维问题), 当前的计算机能力还不能满足要求. 在一些条件下, 可以

用能满足实际精度要求的简化模型来处理输运过程, 以大大减少计算量, 使得输运问题的数值求解在

现有的计算机条件下得以实现. 下面以光子的输运过程即辐射输运为例, 简单介绍输运过程的输运与

扩散耦合物理建模, 它既能满足某些实际问题对数值模拟精度的要求, 又能大大地减少计算量.

辐射输运理论的基本出发点是光的粒子性, 采用粒子观点, 建立光子分布函数的动理学方程. 辐

射在介质中传播,会发生吸收、发射以及散射等物理过程,从而和物质之间交换动量和能量. 辐射输运

是在介质中通过光子的发射和吸收而实现的能量重新分布过程,物质的温度和密度决定辐射场的吸收

和发射, 同时辐射场又影响物质的温度和密度及其运动状态.

辐射输运方程实质是光子数守恒的数学描述,物质处在局部热动平衡下辐射输运方程的一般形式

如下 [31,32]:

1

c

∂I(ν, Ω⃗)

∂t
+ Ω⃗ · ∇I(ν, Ω⃗) = σ′

a(ν)[B(ν)− I(ν, Ω⃗)] +

∫ ∞

0

dν′
∫
4π

dΩ⃗′ ν

ν′
σs(ν

′ → ν, Ω⃗′ · Ω⃗)I(ν′, Ω⃗′), (3.1)

其中 I(ν, Ω⃗) 是谱辐射强度, ν 是辐射频率, Ω⃗ 是辐射传输方向, σ′
a(ν) 是有效吸收系数, σs(ν

′ → ν, Ω⃗′)

是散射系数, B(ν) 是 Planck 黑体辐射谱:

B(ν) =
2hν3

c2
1

ehν/(kT ) − 1
, (3.2)

h 为 Planck 常数, k 为 Boltzmann 常数.

谱辐射强度 I(ν, Ω⃗) 实质上依赖七个自变量 (频率 ν、空间方向 Ω⃗、空间位置 r⃗ 和时间 t). 如前所

述, 一般情况下, 输运方程的求解计算量巨大, 很难求解. 对于非平衡辐射场情形, 对辐射的频率依赖

需要仔细考虑, 可以采用多群的方法描述. 当辐射场是弱各向异性时, 谱辐射强度对角度的依赖性很

弱, 可以进行球谐函数展开, 考虑前两项近似 (称为 P − 1 近似):

I(ν, Ω⃗) =
1

4π
I0(ν) +

3

4π
Ω⃗ · I1(ν), (3.3)

其中

I0(ν) =

∫
4π

dΩ⃗I(ν, Ω⃗), I1(ν) =

∫
4π

dΩ⃗ Ω⃗ I(ν, Ω⃗). (3.4)

为简单起见, 下面讨论忽略光的散射过程. 分别将方程 (3.1) 两边对立体角积分和乘以 Ω⃗ 后对空

间立体角积分, 得到 
1

c

∂I0(ν)

∂t
+∇ · I1(ν) = σ′

a(ν)[4πB(ν)− I0(ν)],

1

c

∂I1(ν)

∂t
+

1

3
∇I0(ν) = −σ′

a(ν)I1(ν).

(3.5)

进一步, 当 1
c
∂I1(ν)

∂t 很小时, 即可得到扩散方程:

1

c

∂I0(ν)

∂t
+∇ · I1(ν) = σ′

a(ν)[4πB(ν)− I0(ν)], (3.6)
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其中

I1(ν) = − 1

3σ′
a(ν)

∇I0(ν).

有效吸收系数的倒数是辐射自由程, 它是辐射与物质相互作用强弱的度量. 当辐射的平均自由程

远小于物质系统的尺度时, 物质是光性厚的, 在传输过程中, 辐射要经过多次的吸收和发射. 在这种情

况下, 用扩散模型 (3.6) 描述输运过程原则上是精确的. 相对于输运模型 (3.1), 扩散模型 (3.6) 大大地

减少了计算量 (对三维问题, 自变量为五个). 当辐射的平均自由程大于系统的尺度时, 系统是光性薄

的, 在传输过程中只有一部分辐射要被吸收和发射, 需要用输运模型. 在一些实际输运问题中, 某些区

域是光性厚的, 可以用扩散模型模拟, 余下的区域用输运模型模拟, 即输运扩散耦合模型. 与输运模型

相比, 它的数值求解可大大地节省计算量. 例如在激光间接驱动惯性约束聚变中, 激光入射到高 Z 的

圆柱腔 (黑腔), 黑腔内填充低 Z 气体, 中心是装有 DT 的内爆靶丸. 激光在黑腔壁被吸收转换成 X 射

线辐射, 通过辐射输运过程, 实现为靶丸内爆创造一个合适的辐射场环境, 驱动靶丸形成内爆压缩达

到 DT 点火, 实现热核放能.

在激光聚变数值模拟方面, 黑腔腔内是低密度的低 Z 等离子体, 辐射自由程长, 是光性薄介质, 输

运建模适合.对于常密度的高 Z腔壁材料和靶丸的高密度低 Z材料,辐射自由程短,是光性厚的,可采

用扩散建模以节省计算量. 因此, 输运与扩散耦合建模成为黑腔辐射场计算的一种很自然的选择, 对

于腔内等离子体采用输运建模, 对于腔壁和靶丸采用扩散建模.

在输运扩散耦合建模的研究中, 需要解决的问题包括:

(1) 两种物理模型耦合连接条件的具体数学表示, 其要保证连接面处的法向流连续.

(2) 两种物理模型连接位置的确定. 要求保证计算精度的同时, 尽量减少输运区域以减少计算量.

(3) 同一区域不同时刻不同物理模型耦合的问题. 需要解决的问题包括转换时刻的确定、物理量

间的转换以及空间区域连接条件的数学表达等.

对一维定常线性输运问题, 输运与扩散的耦合已有一些研究结果, 例如针对双尺度区域分解已有

严格的理论分析, 该方法可推广到两维矩形网格 (例如参见 [33–35]). 但对高维输运问题, 实用、高效

且保持物理特性的扩散输运耦合建模 (计算方法) 的研究成果还很少.

3.3 Euler 和 Boltzmann 方程耦合建模与数学表达

在飞机制造、天气预报、核爆炸过程等问题数值模拟研究中, 人们往往需要了解气体在一定的区

域内所形成的流场,并以此为基础进一步研究物理机制等. 与液体、固体等不同,大多数气体分子间间

隙较大, 具有较好的可压性和流动性, 因而气体遵从自身的一系列物理模型. 在气体动力学领域中, 最

常使用的是 Euler 方程组. 这一方程组建立在气体最重要的三个物理量, 密度 ρ、运动速度 u、能量密

度 E, 之上, 基于连续介质假设 (即流体所占空间可认为是连续地无间隙地充满着质点), 并通过三大

守恒定律 — 质量守恒、动量守恒、能量守恒 — 推导得到, 它的具体形式如下式所示:

∂ρ

∂t
+∇ · (ρu) = 0,

∂ρu

∂t
+∇ · (u⊗ (ρu)) +∇p = 0,

∂E

∂t
+∇ · (u(E + p)) = 0,

其中 p 为气体压强, 由气体的状态关系 p = p(ρ, e) 给出. 这里 e 为气体的比内能密度, 满足 ρe =

E − ρ|u|2/2. 从通常人类生活的环境至通用飞机所处的高达万米的高空, 这一物理模型均可十分精确
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地描述气体流场.

然而, 当海拔高度继续增加, 进入平流层以上的中间层时 (距地球表面约 50 至 85 千米), 由于大

气已经变得十分稀薄, 连续介质假设不再成立. 因而 Euler 方程组也就失去了它在常态下描述流体时

所拥有的精度. 在航天飞机的设计和制造过程中, 稀薄大气的流场分布又是必须考虑的一个环节, 这

就引出了气动力学的一个分支: 稀薄气体动力学. 稀薄气体动力学中的基本模型是 Boltzmann 于十九

世纪六十年代所提出的一个统计物理模型, 即 Boltzmann 方程. 简而言之, Boltzmann 将气体看作许

许多多相互碰撞的气体分子所构成的体系, 然后通过统计力学的手段, 将气体分子的速度分布用概率

密度的形式表示出来. 方程以分布函数 f(t;x,v) 为解变量, 其中 x 表示空间位置, v 为微观粒子的运

动速度. 方程的形式如下所示:
∂f

∂t
+ v · ∇xf = Q(f, f).

右端项 Q(f, f) 是一个二次形式的碰撞项, 用于描述粒子之间的相互作用. 显而易见的是, 除去时间变

量之外,这一方程的自变量个数是 Euler方程组的两倍,这导致在应用这一方程进行数值模拟时,我们

需要面对极大的计算量.

事实上, 当我们在模拟飞行器处于稀薄大气环境中周围的流体状态时, 并非在所有空间区域中都

需要使用 Boltzmann 方程才能准确模拟. 在飞行器的喷气口周围, 气体仍较为稠密, 使用 Euler 方程

组即可给出较为精确的模拟结果; 在远离飞行器的区域中, 气体的稀薄效应也不明显. 这些事实引导

我们仅在需要使用 Boltzmann方程的区域使用该微观模型求解,而在绝大部分区域中使用计算量小得

多的宏观模型, 即 Euler 方程组来进行计算. 这就为我们留下了三个需要解决的问题:

1. 如何确定哪一块区域需要使用计算量较大的 Boltzmann 方程进行求解;

2. 如何实现两种物理模型的耦合;

3. 当某个区域上的物理模型发生改变时, 如何实现合理的过渡.

在这三点之中, 最后一问的答案较为明显. 事实上, Euler 方程组是 Boltzmann 方程的一个简单近似,

它假设在空间的任何一点, 粒子的速度分布都服从如下形式的 Maxwell 分布:

fM (v) =
ρ

(2πRT )3/2
exp

(
−|v − u|2

2RT

)
,

这里 R为气体常数, T 为气体温度.由此可知,当某个空间区域中所使用的模型从宏观转向微观时,只

需要用该分布函数来提供解函数即可.反之,当模型由微观转向宏观时,可根据宏观与微观变量间的关

系, 通过下列积分完成:

(ρ, ρu, E)T =

∫
R3

(1,v, |v|2/2)Tf dv.

基于这一认识, 我们还可部分地给出第一个问题的解决方案: 当某一区域上气体的分布函数十分接近

Maxwell 分布函数时, 即可使用 Euler 方程组进行求解. 然而, 对于原本使用宏观模型求解的区域, 我

们无法获知其微观分布函数的状态, 如何判断它是否需要使用微观模型求解就成为了一个难题. 目前

解决这一问题的技术手段主要有两种. 一是使用 Bird 在 [36] 中所提出的 “局部 Knudson 数” 的概念

来描述稀薄效应的强弱, 这一物理量的表达式为

Knlocal =
λ

Q
|∇Q|,

其中 λ 为气体分子的平均自由程, Q 是可选的某个宏观物理量, 根据问题需要可选为密度、速度或温

度. 一般来说, 这个值越大, 则表示稀薄效应越强烈．当这个数超过了一定的阈值后, 则应使用微观模
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型进行求解. 文献 [37] 对这一问题进行了深入的研究, 这一方案已被 [38,39] 等多篇文献采用. 另一方

案是使用所谓 “非平衡物理量” 来进行稀薄效应的评定, 例如:

τij =

∫
(vi − ui)(vj − uj)f(v) dv − ρRTδij , qj =

∫
1

2
(vj − uj)|v − u|2f(v) dv.

注意这些量在 f(v) 是 Maxwell 分布时总为零, 因而它们可作为分布函数偏离 Maxwell 分布大小的一

个指标. 由于这两个表达式中仍然出现了分布函数 f(v), 而在使用 Euler 方程组求解的区域中无法直

接获得,我们需要通过 Naiver-Stokes定律和 Fourier定律获得它们的近似表达式,详见 [40]．至于具体

如何使用非平衡物理量来进行稀薄效应的评估, 读者可参考文献 [41–43] 以获取详细内容.

另一个较为困难的问题是如何较好地把两种物理模型耦合在一起,亦即如何处理两种模型的边界

问题. 为了避免两种模型的交界处产生振荡, 目前较好的方式是在使用宏观模型求解的区域和使用微

观模型求解的区域之间设计一块 “过渡区域”. 具体而言, 我们定义一个 [0, 1] 区间内取值的连续函数

h(x), 并假设空间中的气体粒子速度分布函数具有如下形式:

f(t;x,v) = h(t;x)fK(t;x,v) + [1− h(t;x)]fM (t;x,v),

其中 fK 表示微观模型部分的分布函数. 不难看出, 当 h = 0 时, 上式所表示的分布函数即为 Maxwell

分布,于是模型自动退化为宏观模型, 而当 h = 1时, 该式所描述的即为微观模型. 当 h的值介于 0和

1 之间时, 则处于 “过渡区域” 之中. 函数 h 自身随时间的发展方式可由我们在上一段中所述的判断

一个区域是否需要通过微观模型求解的方式给出, 而由 h 的发展方式及 Boltzmann 方程, 我们可推导

出 fK 与 fM 的发展方程, 这样就完成了两种物理模型的多尺度耦合.这一思路最先于 [44]中提出,而

后在 [42,45] 等多篇文献中都得到了应用.

4 机理与数据混合建模

随着科学研究和工程技术的不断发展, 涌现出许多不能单纯用模型或数据描述的科学问题. 对这

些问题, 一方面对其原理机制的认识还不够, 相关的模型不成熟甚至没有模型; 另一方面, 相关的数据

也不完备; 因此, 需要模型和数据的互补与融合进行科学计算, 以加强对这类问题的研究和认识. 混合

建模的核心问题将是基于机理的模型和数据典型特征的匹配、尺度与粒度的匹配, 以及与之相关的样

本数量需求分析.

4.1 PageRank 算法

PageRank 算法是一种网页排名算法, 从商业价值角度看, 也是目前最成功的可计算建模案例.

PageRank 算法最早是由美国 Google 公司的创始人 Page 和 Brin 于 1998 年在美国 Stanford 大学研

究新型的搜索引擎技术时所提出. 从数学的角度看, 这一算法的原始模型是惊人的简单, 然而所产生

的巨大效用却不可思议. 这更凸显出数学建模在数据科学中的重要性. PageRank 算法的构造主要引

自文献 [46].

PageRank 算法的基本思想是网页的重要性由所有指向它的页面的重要性之加权和所决定. 每一

个指向该页面的超级链接相当于对该网页投一票, 该票数的权重由指向此网页的页面的权重所决定.

数学模型的构造则采用了网页浏览中随机点击的假设: 即上网者在进行网页浏览时以概率 q 对当前
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图 1 PageRank算法进行网页排名示意图

所在网页所指向的所有页面进行等概率的点击, 以概率 1− q 对整个网络所有可能页面进行等概率点

击以进行下一步浏览. 这里 0 < q < 1 称为阻尼系数, 通常选取 q 较大, 一个典型的取法是 q = 0.85.

以图 1 为例, 假设我们考虑的网页为 p1, p2, . . . , pN , 相互之间存在超级链接形成页面网络. 记第 i

个页面的出度 (从第 i 个页面指向其他页面的链接数目) 为 L(pi). 下面考察网页 pj 的重要性. 所有

指向 pj 的网页有 p1, p2, p3 和 p4. 假设网页 pk 的重要性为 rk. 网页 p1 唯一的指向 pj , 它对 rj 的贡

献是 r1; 网页 p2 有两个指向外部的链接, 其中之一指向 pj , 所以它对 rj 的贡献是 r2/2; 类似地, 网页

p3 对 rj 的贡献是 r3/3, 网页 p4 对 rj 的贡献是 r4/3. 根据网页浏览的随机点击假设, 网页 pj 的重要

性指标由两部分组成, 第一部分来源于从 p1, p2, p3, p4 到 pj 的指向链接, 具有表达式

q ·
(
r1 + r2 ·

1

2
+ r3 ·

1

3
+ r4 ·

1

3

)
,

第二部分来源于从网络上所有其他网页结点到 pj 的无规随机点击, 具有表达式

(1− q)

N∑
k=1

rk · 1

N
.

综合上述得到

rj = (1− q)
N∑

k=1

rk · 1

N
+ q ·

(
r1 + r2 ·

1

2
+ r3 ·

1

3
+ r4 ·

1

3

)
.

在一般情形下, 定义网页的 PageRank 为向量

R = (r1, r2, . . . , rN ),

其中 ri = PageRank(pi) 即为该网页的 PageRank 权重. 则向量 R 满足

R = R · P,
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这里 P 矩阵为

P = (1− q) · 1

N
IN×N + q ·



l11 l12 . . . l1N

l21 l22 . . . l2N
...

...
. . .

...

lN1 lN2 . . . lNN


,

其中如果 L(pi) ̸= 0 则定义 lij = 1/L(pi), 这里指标 j 仅取页面 pi 所指向的页面; 否则取 lij = 0. 注

意到 P 矩阵是一个本原随机矩阵, 即 P 为非负矩阵, 行和为 1, 且 P 矩阵元素均非零, 而向量 R 实

际上是该矩阵的特征值为 1 (模最大特征值) 的左特征向量, 也就是该随机矩阵所对应的 Markov 链的

不变分布. 根据 Perron-Frobenius 定理, R 必存在唯一. 为计算网页排名向量 R, 根据上述解释, 一个

简单的方法是采用线性代数中计算模最大特征值所对应的特征向量的幂法. 即设定初始迭代向量 R0,

通常取为 R0 = (1/N, 1/N, . . . , 1/N), 然后根据

Rn+1 = Rn · P

迭代直到收敛即可.

4.2 功能磁共振成像

人脑是人体最重要的器官之一, 对于人脑功能的探求无疑是非常有意义的事情. 长久以来, 科

学家们就注意到这样的事实: 即人脑的功能反映在大脑皮层是按空间分区的, 在脑内次级结构也是

按空间分隔的. 研究脑功能映射有许多成功的模式, 在众多的模式中最成功的当属功能磁共振成像

(fMRI) [47, 48]. fMRI 对了解人类大脑的工作机制、认知过程、情绪过程等问题都有重要意义. fMRI 是

目前研究临床脑疾病最重要的技术之一, 利用 fMRI 技术, 临床研究人员已经能够获取脑激活、功能

连接、网络属性、能量代谢、生化反应等多方面的信息, 为全面深入了解包括精神分裂症、老年痴呆

症、儿童注意缺陷多动障碍、癫痫、中风、康复、药物成瘾等一系列临床问题的神经生理病理学机制

提供了重要帮助.

fMRI技术是多学科交叉合作的产物,其中成像原理涉及仪器仪表、电子工程、物理学等学科,分析

仪器测量的结果并形成图象主要涉及计算科学和统计学. 目前应用最广泛、成就最显著的脑功能成像

技术称为基于血氧水平 (BOLD)的功能磁共振成像 (fMRI),简记为 BOLD-fMRI.其原理基于 “BOLD

效应” [49], 大意为: 磁共振扫描仪可以直接或间接得到人脑血氧水平变化的信号. 人脑活动不同, 血氧

代谢水平就不同. 当特定脑区被激活时, 相应的局部脑组织血流和代谢增加, BOLD 信号相对增强. 这

些信号就反映了相应脑神经细胞活动的变化, 由此可测量出兴奋区域, 这个兴奋区域就与特定的脑功

能有关, 再通过 BOLD 信号的空间编码形成图象.

4.2.1 基本原理

普通临床用的 MRI 信号几乎都来自组织液中的质子, 图像强度主要取决于质子的密度, 但是水

分子周围局部环境也对它有很大的影响. 质子受到一个射频磁场脉冲的激发后, 它的磁化方向不再与

MRI 磁体的静态磁场方向一致, 需要较长的时间 (大约从零点几秒到几秒) 才能回到原来的方向. 在

这段时间里, 和静态磁场垂直的磁化分量在被扫描的物体周围的导线中产生一个感应信号电压. 如果

水分子的质子在完全恢复之前再次被激励,则产生一个相对较小的信号.恢复率称为纵向弛豫时间 T1,

不同组织中质子的 T1 不同.
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改变射频脉冲的重复时间 (TR), T1 较长和较短的组织间对比会发生显著变化. 为了观察 MRI信

号, 质子磁化方向必须偏离主磁场方向, 在横断面上生成一个沿轴进动的磁化分量. 为使这个信号最

大, 横断面上的磁化向量产生的相角在围绕物体方向保持恒定, 这样才能将每个质子的磁化分量叠加

起来. 然而, 每个质子自旋的磁环境不同使它们以稍微不同的频率进动, 使相角分离, 从而使信号随时

间减小. 信号基本上按指数规律衰减的, 衰减的速度由时间常数 T2 (横向弛豫时间) 决定.

横向净磁场的衰减总是比纵向净磁场的衰减要快. 而且, 由于体内顺磁粒子 (如某些 MRI 对比

剂) 的存在或由于物体本身的空间不均匀性引起物体周围的磁场变化都会使相角进一步分散, 使信号

更快衰减. 这个附加的弛豫时间定义为 T̂2. 总的信号衰减由弛豫时间常数 T ∗
2 所决定, 它们之间的关

系是:
1

T ∗
2

=
1

T2
+

1

T̂2
.

功能磁共振就是利用磁场不均匀性对衰减信号进行测量. 因为横向净磁场的衰减非常快, 所以可以在

非常短的时间内检测到信号, 这就提供了很好的时间分辨率. 通常使用回波技术对衰减信号进行测量,

自旋回波技术用于测量 T2 信号, 梯度回波技术用于测量 T ∗
2 信号.

磁共振现象的数学模型可以用下列 Bloch-Torrey 方程描述:

∂Mx

∂t
= γ(M ×B)x − Mx

T2
+∇ · (D∇Mx),

∂My

∂t
= γ(M ×B)y −

My

T2
+∇ · (D∇My),

∂Mz

∂t
= γ(M ×B)z +

M0 −Mz

T1
+∇ · (D∇Mz),

其中, Mx, My 和 Mz 是磁化强度矢量 M 的三个分量, B 是外加磁场强度矢量, γ 是原子磁旋比, T1

是纵向弛豫时间, T2 是横向弛豫时间, D 是二阶扩散张量, 即一个 3×3 的对称矩阵 (dij). 磁共振成

像的目标, 就是利用测量被测样本发射出的电磁波信号反求 Bloch-Torrey 方程中的各个参数, 如 T1,

T2 等.

4.2.2 数据处理

在 fMRI信号的数据处理中,涉及到时空数据的许多统计推断问题.人脑是三维的,设要研究的某

个局部脑区为 Ω, 把 Ω 划分为 N 个单元, 称为体素, 记为 d ∈ Ω. 在磁共振仪器的扫描过程中, 记体

素 d 在 t1, . . . , tn 时间的信号值为 Yi(d) (i = 1, . . . , n, 至少取数百个). 对于固定的 d, Yi(d) 为一时间

序列, 而 d ∈ Ω 可以是任一设定的体素. 因此数据集Yi(d), i = 1, . . . , n; d ∈ Ω 与时间空间都有关, 是

一种特定的高维时空数据. 而且噪声来源比较多, 如心跳、呼吸、血管收缩、周围环境等等. 文献中

有许许多多关于这类 “成像数据” 的处理方法, 其中有代表性的一本著作是《统计参数图脑功能成像

分析》(见 [50]), 该书详细阐述了脑信号分析的概念和过程, 全面系统地介绍了各种脑成像数据的分析

和处理方法. 这本书所介绍的数据处理方法就是 SPM软件的主要依据, SPM软件主要基于两种方法:

第一种是应用一般线性模型拟合数据,并通过假设检验及减压的 p-值测定脑激活区域;第二种通过应

用随机场理论处理各体素之间的多重比较问题, 整合扫描过程中得到的各个激活区域.

最近, 美国加州大学 Berkeley 分校科学家应用机器学习的方法, 通过 fMRI 信号的稀疏线性

模型 [51], 并融合人视觉对图象的空间、定向、频率和对比度的非线性调谐机制, 成功地实现了 “现

代读心术”: 从被试者的 fMRI 成像, 可以 “看到” 被试者大脑中 “正在思考” 的图象.
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功能磁共振成像的物理过程认识不够, 数据也不完备, 需要模型和数据的互补与融合进行科学计

算并成像, 现在已经有很多相关软件, 已经成为临床脑疾病最重要的技术.

5 结束语

本文着重讨论和分析了可计算建模的内涵,并以典型例子说明了可计算建模在科学与工程计算中

的重要作用. 当前, 许多国家重大需求和重要科学前沿研究中的复杂科学计算问题都不是单一学科的

问题, 解决这些复杂问题一方面需要相关领域专家和数学专家合作, 开展基于相关领域知识和数学方

法的可计算建模研究,另一方面也需要数学专家和相关领域专家合作,针对模型的背景与特点,研究高

效实用的算法和可计算模型所需解决的关键数学问题, 只有这样才能有效解决实际的科学计算问题.

因此, 在科学与工程计算中, 应以可计算建模为纽带, 将算法研究与解决实际问题紧密结合起来,

积极促进两者的融合与发展、数学与其它学科的交叉, 促进数学研究人员与其它领域的专业人员密切

合作,共同进行可计算建模与共性算法的研究,造就一批高水平的科学与工程计算复合型人才,推动科

学与工程计算乃至科学技术的跨越发展.
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Computable modeling

JI PeiWen, JIANG Song & ZHANG PingWen

Abstract Computable modeling is to construct or simplify models using the related information through the

precision of problems, the goal of which is to reduce the computational cost and increase the efficiency, such

that the model could be computable using the computer nowadays. The computable modeling is an important

component of scientific computing. This article is to introduce the concept of computable modeling by some

examples.
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