
2018 年 第 63 卷 第 2 期 : 141∼147

Do mathematically interesting zero-value solutions of the Riemann zeta function all have the form a + bi?
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摘摘摘要要要 本文简要回顾了黎曼假设(Riemann Hypothesis)产生的历史,阐述了黎曼假设是什么,回答了它为什
么重要等问题.
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数学研究最基本的对象是自然数, 我们用N =

{1, 2, 3, . . .}来记自然数构成的集合. 数学中最基本、

最经典的问题, 例如哥德巴赫猜想、费尔马大定理

等都和自然数的结构(分解、合成等)有关; 还有一些

看似与自然数无关的问题, 比如黎曼假设, 往往从

更深刻的角度在揭示着自然数的奥秘, 并对经典问

题的解答提供方法或思路. 黎曼假设能把众多学科

中的问题联系到一起, 揭示问题背后最本质的内涵.
2000年前后, 在千禧问题的征集过程中, 黎曼假设是

唯一一个被所有数学家提名的问题. 在解释什么是

黎曼假设之前, 让我们先回到自然数上.

自然数有加法和乘法两种基本运算, 加法相对

简单, 任何一个自然数都能通过1重复相加若干次得

到; 而对乘法来说, 有一类自然数只能被1和其自身

整除, 例如2, 3, 5, 7等, 它们被称为素数或者质数, 根
据“常识”或数学中的“算术基本定理”, 每个大于1的
自然数可以唯一地(不计次序)分解成有限个素数的

乘积. 这类似于在物理世界中, 万物都由原子构成.
对自然数的乘法而言, 素数就是自然数结构中的

原子.

大约在公元前3世纪, 欧几里得(Euclid)证明了

素数有无穷多个: 设p1, p2, . . . , pn为任意有限多个素

数(可能穷尽了所有素数), 那么对自然数p1 p2 · · · pn +

1作乘法分解可得其任意素因子都和p1, p2, . . . , pn不

一样(这会和素数个数有限的假设矛盾). 该证明

的简洁也是数学所有定理证明的典范. 那么, 素

数究竟有多少呢? 它们在自然数中的分布有无规

律可循? 不难发现, 前100个自然数中共有25个素

数, 比例为25%, 前105个自然数中, 素数所占的比例

为9.592%, 如果继续往下计算, 就会发现素数越来

越稀疏. 我们用π(x)来表示不大于x的素数的个数,
在1800年前后, 青少年时期的高斯(Gauss)对素数进

行了大量的统计研究, 后来他[5] (以及同时期的数学

家Legendre)猜测

π(x) ∼ li(x) ∼ x
log x

(x→ ∞), (1)

其中li表示对数积分li(x) =
∫ x

2
(1/ log t)dt, 等价关

系“∼”是指两者之比极限为1. 公式(1)后来被称为

素数定理, 它的证明和黎曼及黎曼ζ-函数密切相关,
该定理只是有关素数分布研究的开端, 至今我们对
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素数的了解依旧浅显, 下面介绍黎曼ζ-函数和素数

分布的关系.
19世纪是复变函数论发展的黄金时期, 在发现

了黎曼映射定理、建立了黎曼几何、特别是曲面

理论后, 黎曼开始关注数论和复函数的关系. 如果

把每个自然数n和一个复函数n−s(s是复变量)建立对

应后, 两个自然数之积mn对应的函数仍有乘积的形

式(mn)−s = m−sn−s, 这种对应关系在数学中称作“表
示”, 从而可以借用表示后的函数的性质来研究自然

数的乘法结构. 如果把所有自然数对应的函数n−s用

加法组合到一起, 得到级数
∑

n∈N n−s = 1
1s +

1
2s +

1
3s +· · · ,

当s的实部ℜ(s) > 1时(s的虚部记为ℑ(s)), 级数绝对

收敛, 因此它给出的复半平面ℜ(s) > 1上的复函数,
记为ζ(s). 当s是实数时, 欧拉(Euler)研究过该函数,
得到了s为偶数时的求和公式, 例如ζ(2) =

∑
n∈N

1
n2 =

π2

6 , 并且证明了著名的欧拉乘积公式

∞∑
n=1

1
ns
=

∏
p

(
1 − 1

ps

)−1

, (2)

上式右端表示对所有素数p的乘积, 在本文中我

们总用p表示素数. 当s = 1时, 上式左端等于∞,
由此也能得到等式右端是∞, 因此素数个数无穷

多. 但欧拉更进一步观察到, 等式两端取(自然)对
数log, 等式左端还是∞, 而右端是log(1 − 1

p )−1关

于素数p的求和式, log(1 − 1
p )−1的大小几乎和 1

p相

当, 从而可得
∑

p
1
p = ∞. 从微积分课程中我们知

道
∑

n>2
1

n log n = ∞, 而
∑

n>2
1

n log2 n
是收敛的, 如果素数

分布有类似的“均匀”性(例如, 满足高斯猜测(1), 此
时的素数分布会和数列n log n较接近), 在平均意义

下, 相邻素数的间距可类比数列n log n的间距(大约

是log n). 当然这种类比仅仅是“直觉”, 数学中严格

的证明首先由切比雪夫(Чебышёв)给出, 他用几乎

初等的方法分析了 (2n)!
(n!)2 中的素因子, 证明了存在常

数0 < A < 1 < B, 使得

Ax
log x

6 π(x) 6
Bx

log x
(x > 2),

由此推出相邻素数的密度大于 x
Bx

log x
=

log x
B (并且小

于 log x
A ). 切比雪夫首次较精确地给出了素数函

数π(x)的上、下界, 但如何把上面的常数A, B改进

到1, 是经典方法无法企及的.

1859年, 黎曼[15]将函数ζ(s)延拓到全复平面, 成
为亚纯函数. 较简单的第一步是在s = 1附近, 比
较ζ(s)和复函数 1

s−1 , 不难证明ζ(s) − 1
s−1在s = 1时

有极限, 从而可以把它延拓到ℜ(s) > 0的区域

里(另一种将ζ(s)延拓到右半平面的方法是通过等

式(1 − 2
2s )ζ(s) =

∞∑
n=1

(−1)n+1

ns , 其右端对ℜ(s) > 0均收敛).

这样, ζ(s) = (ζ(s) − 1
s−1 ) + 1

s−1就可看成在ℜ(s) > 0中
有定义的复函数(s = 1为一阶极点). 不平凡的是黎

曼发现了ζ(s)满足的“函数方程”:

π−
s
2Γ

( s
2

)
ζ(s) = π−

1−s
2 Γ

(
1 − s

2

)
ζ(1 − s), (3)

其 中Γ(s)为 欧 拉Γ-函 数(ℜ(s) > 0时, Γ(s) =∫ ∞
0

e−xxs−1dx), 表达式(3)关于竖直线ℜ(s) = 1/2是
对称的, 通过这样的对称性, 可以把ζ(s)延拓到全复

平面(ζ(s)本身没有对称性), s = 0和1是Γ( s
2 )ζ(s)仅有

的一阶(也称“单”)极点. 由于Γ-函数在负整数处是极

点, 因此负偶数−2,−4, · · ·均为ζ(s)的零点, 它们被称

为显然零点. 由欧拉乘积公式可知, 当ℜ(s) > 1 时,
ζ(s) , 0, 从而ζ(s)其余的“非显然”零点都落在条形

带0 6 ℜ(s) 6 1中, 它们关于竖直线ℜ(s) = 1/2及实

轴对称, 即ρ为非显然零点当且仅当1 − ρ, ρ和1 − ρ均
为非显然零点, 这里的ρ是指复数ρ的复共轭. 我们

用i记虚数
√
−1, 复数σ + it的复共轭是σ − it. 黎曼发

现ζ-函数的变化是非常复杂的, 通过复函数的围道

积分, 他证明了ζ-函数的零点很多, 在s的虚部t充分

大时, 单位区间[t, t + 1]对应的区域中的零点个数(平
均意义下)接近 1

2π log t
2π . 对零点的实部, 黎曼作了如

下猜测:

猜想 (黎曼假设) 函数ζ(s)的所有非显然零点

均落在复平面的竖直线ℜ(s) = 1
2上.

我们为何如此关注零点? 它们为什么重要?
黎曼还观察到, ζ(s)在竖线ℜ(s) = 1上没有

零点就能得到素数定理的证明, 即素数分布的

渐近公式(1). 1896年, Hadamard[6]和de la Vallée-
Poussin[17]独立地证明了ζ-函数在ℜ(s) = 1上是非

零的, 他们走通了黎曼指引的路, 首次证明了素数定

理. 1949年, Selberg[16]和Erdös[4]虽然给出了素数定

理的“初等”证明(不依赖于黎曼ζ-函数), 但证明无比

复杂, 而用ζ-函数, 素数定理的证明可以变得非常简

洁, 可以参见[13, 19].
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素数定理是近代数学中最重要的结论之一, 仅
这一个应用就足以说明黎曼ζ-函数及其零点分布的

重要, 而故事远没有结束, 或许只是刚刚开始.
对于一个复系数多项式 f (x)而言, f (x) = 0的

解x1, x2, · · · , xn, 加一个首项系数c就决定了 f (x) =
c(x− x1)(x− x2) · · · (x− xn). 类似地, 每个亚纯函数, 除
了一个整函数因子之外, 唯一地由其零点与极点所

决定, 也就是说, 只要我们知道了ζ-函数零点ρ的信

息, 便基本掌握了ζ(s)的全貌. 为消去Γ( s
2 )ζ(s)的极点,

考虑整函数

ξ(s) =
1
2

s(s − 1)π−
s
2Γ

( s
2

)
ζ(s), (4)

它的所有零点恰为ζ-函数的非显然零点. 下文中,
我们总把ζ(s)的非显然零点简称为零点, 并记为ρ.
将ξ(s)关于零点进行因式分解, 得到[6]

ξ(s) = ξ(0)
∏
ρ

′
(
1 − s

ρ

)
. (5)

上式中, 无穷乘积
∏′表示将关于ρ和1 − ρ的项两两配

对后是绝对收敛的, 这一表达式明确了零点的重要

性. 联立(4)、 (5) 两式, 再求自然对数log, 这样乘积

变成了对数相加, 再对等式两边求导数, 整理后可得

等式:

− ζ
′(s)
ζ(s)

=
1

s − 1
−
∑
ρ

′ 1
s − ρ +

(
1
s
+

1
2
Γ′(s/2)
Γ(s/2)

)
− 1

2
log π,

(6)
类似地

∑′
ρ表示将ρ与1 − ρ配对后再按虚部从小到大

进行求和. 等式的左端, 在ℜ(s) > 1时, 通过计算可以

得到如下的Dirichlet级数展开式

− ζ
′(s)
ζ(s)

=

∞∑
n=1

Λ(n)
ns

, (7)

其中Λ(n)为von Mangoldt函数, 它在素数方幂pk (k =
1, 2, · · · )处取值log p, 其他情形为0. 那些较高次的素

数方幂pk(当k > 2时)在自然数中所占的比例是很小

的, 所以Λ(n)可以看作加权后的素数的示性函数. 利
用p 6 x并且不太小时, log p与log x非常接近这一事

实, 不难验证,

ψ(x) :=
∑
n6x

Λ(n) = π(x) log x + O
(

x
log x

)
,

其中的O ( f (x))是数论中常用的记号, 表示可以

用 f (x)的常数倍来控制的项. 由此渐近式ψ(x) ∼ x
(x → ∞)与素数定理的(1)式等价, 这样可把对π(x)的
研究转嫁到ψ(x)上. 正是黎曼的洞察力, 通过(7)式中

函数Λ的“离散Mellin变换”, 将所需的素数信息转化

成了复函数的性质. 这时, 我们在一个紧集[1, x]上,
对(6)、(7) 两式应用Perron公式(即Mellin 逆变换), 将
零点提供的信息转移回自然数上, 便可得到[10]

∑
n6x

Λ(n)+
1
2
Λ(x) = x−

∑
ρ

xρ

ρ
− 1

2
log(1− x−2)− log 2π,

(8)
其中x < N时定义Λ(x) = 0, 有关零点的求和式

在limT→+∞
∑
|ℑ(ρ)|<T的意义下是收敛的.

公式(8)被称为黎曼显式(这是von Mangoldt的版

本[10], 黎曼的原始版本是关于π(x)的等式), 它将素数

与零点完全联系在了一起. 其右端后两项都是相对

很小的, 有关零点的求和项xρ 的大小则由ρ的实部所

决定. 当零点满足我们所希望的一些性质时, 便可以

得到

ψ(x) = x + O
(
xsupρℜ(ρ)+ε

)
(∀ε > 0).

所以零点的实部越小, 上式的余项就越小, 对素数分

布的描述也就越精确. 以下定理是黎曼指出的素数

分布与零点实部之间的关联[15], 他在短短8页的论文

中惜字如金, 许多过程语焉不详, 其他数学家们则花

费了几十年的努力才补全了证明.

定理1 下述命题均等价:
(1) 黎曼假设成立;
(2) 对任意ε > 0, 有ψ(x) = x + O(x

1
2+ε);

(3) 对任意ε > 0, 有π(x) = li(x) + O(x
1
2+ε).

至此, 我们终于看到黎曼假设在说什么, 它指

出素数分布函数π(x)与高斯猜想的分布li(x)应该“十
分”吻合(而li(x)和 x

log x 相差了 x
log2 x

的一个常数倍), 不
仅上面定理中的 1

2是不能改进的, 而且它被任何其

他 1
2和1之间的数代替的话, 黎曼ζ-函数的零点也会

被限制在特定的区域里.
文献[15]是黎曼在数论领域发表的唯一论文, 也

是他一辈子最成熟的思考成果. 不久以后, 黎曼因

长年的贫困和劳累患上肺结核, 其后的大部分时间

都在治病疗养, 1866年7月20日(未满40岁)病逝于意
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大利. 令人惋惜的是, 在他逝世之后, 他的很大一

部分手稿被管家付之一炬, 目前可供查阅的手稿被

收录在哥廷根大学的图书馆中. 人们在手稿中发

现, 黎曼对论文里言之不详的命题进行过严格的论

证, 并且计算了前三个零点的数值, 这些演算和推

导隔了几十年后被整理出来时, 仍比当时数学界的

水平大为超前. 也是因为黎曼超前的思维方式, 刚
开始人们并没有意识到黎曼工作的重要性, 随着时

间的推移, 黎曼在数学领域的影响变得越来越重要.
当今, 在计算机的帮助下, 人们已然验证了离实轴

最近的至少1022个非显然零点, 它们确实位于对称

轴ℜ(s) = 1/2 上[14]. 今天, 人们对黎曼假设的正确

性几乎没有怀疑, 甚至不自觉地在假设它成立的前

提下开展研究, 数以千计的数学定理是在黎曼假设

成立的前提下获得证明, 这也是“黎曼假设”比“黎
曼猜测”出现得更高频的原因. 这里列举其中一

个: 记pn为从小到大排列的第n个素数, 在黎曼假设

下Cramér[3]1936年就证明了相邻素数之间的间距满

足pn+1 − pn = O(
√

pn log pn), 并且几乎所有的相邻素

数满足pn+1 − pn = O(log3 pn); 不借助黎曼假设人们

目前只能证明pn+1− pn = O(p0.525
n )这一较弱的结论[1],

对应的“几乎所有的”结果是pn+1 − pn = O(p0.05
n )[7].

黎曼的研究方法和思想直接启发了现代数学研

究的许多领域, 人们试图在代数、几何等对象上构

造能反映其结构的特征函数, 然后通过该函数的性

质来进一步认识原始结构, 所以黎曼ζ-函数是一大

类重要函数的代表, 其研究结果和方法直接影响着

众多理论的建立和发展. 比如考虑N上的其他拟特

征, 可以得到Dirichlet L-函数, 它们也具有相似的欧

拉乘积以及函数方程. 而有理数域的广义黎曼假设

成立可以得到算术级数(例如数列8n + 1)中的素数分

布满足

π(x; q, a) := {p 6 x : p ≡ a(mod q)}

=
li(x)
φ(q)

+ O
(
x

1
2+ε

)
(∀ε > 0),

其中q > 1, a和q互素, φ(q)是欧拉函数, 表示不大

于q并且与q互素的自然数个数. 更广义的ζ-函数被

称为整体L-函数, 它们能够描述代数(如自守表示)或
者几何对象(如算术簇)的结构. 许多整体L-函数的

该满足的函数方程仍是未解决的问题, 而仅仅是整

体L-函数在某些点的取值, 往往都具有很深刻的数

学内涵.
在研究黎曼假设的过程中人们试图在更宽泛的

哲学层面来解释这一现象, 从而找到一条通往解决

猜测的途径, 下面我们解释一种与正定性有关的等

价命题.
回到(8)式, 它的表达是建立在紧集[1, x]上的. 如

果能用一个式子给出整个(0,+∞)上关于自然数乘法

结构的描述, 就更显完善了. 倘若如此, 式(8)中的若

干项在通常意义下会发散, 但仍可以看作正实数全

体R+上的分布. 记S(R+)为R+上的Schwartz函数(亦称

检验函数或速降函数)全体. 设 f ∈ S(R+), 其Mellin
变换

f̃ (s) =
∫ ∞

0
f (x)xsd∗x

为整函数. 这里d∗x = x−1dx为乘法群R+上的Haar测
度. Weil显式的一种形式为

f̃ (0) + f̃ (1) −
∑
ρ

f̃ (ρ)

=

∞∑
n=1

Λ(n)
(

f (n) + n−1 f (n−1)
)
+ (γ + log π) f (1)

+

∫ ∞

1

(
f (x) + x−1 f (x−1) − 2x−2 f (1)

)
× x2

x2 − 1
d∗x. (9)

上式中关于零点的求和是绝对收敛的. 等式一端

与ζ-函数的零点ρ及0, 1有关, 而另一端与素数的正负

方幂及正实轴上的积分相关, 算术与零点的信息再

一次遥相呼应. 之所以称 f为“检验函数”, 是因为我

们可以选取适当的 f , 通过 f̃在零点ρ的取值来探测算

术上的性质. 当 f取遍所有检验函数时, 就相当于描

述了关于自然数乘法的几乎所有的情况. Weil正定

性[18]是黎曼假设的另一个等价命题(这是Bombieri的
版本[2]):

定理2 (Weil准则) 黎曼假设为真, 当且仅当对

任意的 f ∈ S(R+)均有∑
ρ

f̃ (ρ) f̃ (1 − ρ) > 0. (10)

当ρ的实部为1/2时, ρ与1−ρ是同一个点, 上式中的单

项为| f̃ (ρ)|2, 取值非负. Weil 正定性将黎曼假设等价
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于一个内积的形式, 式(10)的左端也有类似于(9)的、

用素数和 f的积分给出的具体公式.
另外, 在(10)式中考虑一些非Schwartz函数的 f

也意义匪浅. 对于 fn(s) = 1 − (1 − 1/s)n, Li[9] 给

出了另一种正定性刻画. 设n = 1, 2, · · · , 令λn =∑′
ρ(1− (1− 1/ρ)n). 相比Weil正定性, 这些λn 给出的算

术解释更加明确.

定理3 (李准则) 序列λn由函数ξ(s)在s = 1处各

阶导数的性质所决定:

λn =
1

(n − 1)!
dn

dsn

∣∣∣∣∣
s=1

(
sn−1 log ξ(s)

)
.

黎曼假设为真, 当且仅当对所有n > 1, 均有λn > 0.

正所谓一叶知秋, ζ(s)整体的性态通过s = 1这一点

附近的取值完全展现了出来. 在这一点的Laurent
展式为

ζ(s) =
1

s − 1
+

∞∑
k=0

(−1)kγk

k!
(s − 1)k,

其中γk为Stieltjes常数

γk = lim
M→∞

( M∑
m=1

(log m)k

m
− (log M)k+1

k + 1

)
.

特别地, γ0 = γ = 0.577216 · · · 为欧拉常数. 上述

常数λn均为关于γk (k > 0)的组合. 特别地, 我们知

道λ1的值

λ1 =
∑
ρ

′ 1
ρ
= 1 +

γ

2
− 1

2
log 4π = 0.0230957 · · · ,

它是ζ-函数所有零点的倒数和, 从这个常数可以看

出, ζ(s)非显然零点的分布不太稠密, 且离实轴有一

定距离.
黎曼假设成为最重要的数学问题之一, 还有另

一个原因: 它可能代表了世间万物的某种普遍规

律. 前文我们已然提及, 欧拉乘积公式(2)以及函数方

程(3)是ζ-函数的两个核心性质, 正如在科学研究中,
事物总被看成基本单位的组合, 而对称性则是宇宙

的一种普遍性态. 具有相似性质的物理系统不计其

数, 比如李政道-杨振宁圆周定理[8], 就证明了Ising模
型对应的“ζ-函数”零点均位于对称线上. 这一模型可

以描述材料的铁磁性, 而零点意味着相变(事物产生

本质的变化), 即材料在达到怎样的临界温度后会发

生磁化现象. 能否用Ising模型逼近自然数的乘法结

构, 也是数学家们对于证明黎曼假设进行的一种尝

试(见Newman准则[12]).

在黎曼的原始文章中, 考虑的是函数Ξ(z) =
ξ(1/2 + iz), 我们期望它的零点都落在实轴上. 事

实上, 对称性往往与能量有关(能量总是实的). 20世
纪初期, Pólya提出: ζ(s)的零点应当对应于某个无界

自伴算子E的特征值(即物理系统的能级). 如果是这

样, −ζ′/ζ = ⟨E⟩往往代表能量的总体均值(读者可回

顾(6)、(7) 两式), 而显式就可以通过迹公式来描述∑
ρ

f̃ (ρ) = Trace( f (E)).

支持这一观点的论据有许多, 比如Montgomery[11]证

明了在黎曼假设以及配对关联假设下, 标准化后的

零点间距符合(二次)半圆律. 这揭示了ζ-函数零点的

分布模式与一些随机矩阵特征值的统计规律相同,
或者说, 与量子物理学家所预测的重原子的核的能

级是一致的. 当一些物质燃烧时, 它们发出的光通过

三棱镜, 形成多条亮线组成的光谱, 亮线所在的位置

与元素是相互对应的. 对于自然数的乘法结构, 或是

素数而言, 它们的谱恰恰就是ζ-函数的零点. 它们是

否具有 1
2 + it的形式?

希尔伯特(Hilbert)曾把费尔马大定理比喻成一

只会下金蛋的母鸡, 有人把哥德巴赫猜想比喻成

皇冠上的明珠, 那么黎曼假设就是数学王国的半壁

江山.
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Summary for “黎黎黎曼曼曼ζ-函函函数数数的的的零零零点点点都都都有有有 1
2 + it的的的形形形式式式吗吗吗?”
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