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摘要　　证明了下列 Duffing型方程的所有解的有界性:

d
2
x

dt
2 + x

2 n+1
+∑

2 n

j=0
x

j
pj(t)=0 , n ≥1 ,

其中 , p1 , p2 , …, p2n是1周期的有 Lipschi tz连续性的函数 , pn+1 , …, p2n是Zygmund

连续的.这表明 Duffing型方程的解的有界性不必要求 pj(t)的光滑性.
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文献[ 1 ～ 6]研究了 Duffing型方程

d
2
x

dt 2
+g(x)= p(t), p(t +1)=p(t) (0.1)

的解的有界性;文献[ 7]就下列更广的一类方程

d2
x

dt
2 + x

2 n+1
+∑

2 n

j=0
p j(t)x

j
=0 (n ≥1) (0.2)

证明了所有解的有界性 ,其中 p j(t +1)=p j(t), p j ∈C
∞
,并提出如下问题:Duffing型方程解

的有界性是否与 pj(t)的光滑性有关? 文献[ 8]在 a(t), p(t)仅有连续性的条件下证明了方

程 ẍ +x
2n+1 +a(t)x = p(t)的所有解的有界性;文献[ 9]及[ 10]把方程(0.2)中的 p 1 , p 2 ,

…, p2n的光滑性要求降低到C5+ε,这里 ε>0;文献[ 11]进一步把 p1 , p2 , …, p2n的光滑性要求

降到 C2 .在本文中 , 只要求 p1 , p 2 , …, p2n有 Lipschitz或 Zygmund 连续性就证明了方程

(0.2)的解的有界性.这表明 Duffing型方程的解的有界性不必要求 pj(t)的光滑性 ,从而回

答了文献[ 7]提出的问题.具体地说 ,证明了下面的定理:

定理 0.1　假设方程(0.2)中的所有 p j(t)是 1-周期的函数且满足:

(A1)当 0≤j ≤2 n 时 , p j(t)是 Lipschitz连续的且有 Lipschi tz常数 lj ;

(A2)当 n+1 ≤j ≤2n 时 , p j(t)是Zygmund连续的 ,即存在常数 L j ,使得对任何 h>0有

|pj(t +2h)-2p j(t +h)+pj(t)|≤L jh
2 ,

那么 ,方程(0.2)的每一个解 x(t)是有界的 ,即它在(-∞, +∞)上存在且满足:

sup
　

t ∈R

|x(t)|+
d x(t)

d t
<∞.
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1　作用-角变量

如文献[ 7]引进作用-角变量.考虑方程:

d
2
x

dt 2
+x

2 n+1 =0. (1.1)

置
d x
dt =y ,有场

Xh
＊:d x

d t
=
 h＊(x , y)

 y
,

dy

d t
=-

 h＊(x , y)

 x
, (1.2)

这里

h
＊(x , y)=

1
2
y

2 +
1

2n +2
x

2n+2 . (1.3)

熟知 ,(1.2)式的非零解是周期解.设(x 0(t), y0(t))是(1.2)式的初始条件为(x 0(0), y0(0))=

(1 ,0)的解 ,且设 T 0 是其最小正周期.据(1.2)式知 , x 0(t)和 y 0(t)有下列性质:

(i)
d x0(t)

dt =y 0(t),
dy 0(t)

dt =-(x 0(t))
2n+1

;

(ii)y0(t +T 0)=y 0(t), x 0(t +T 0)=x 0(t);

(iii)(n+1)(y 0(t))
2 +(x 0(t))

2 n+2 =1;

(iv)x 0(-t)=x 0(t), y 0(-t)=-y 0(t).

现在作用-角变量通过映射 Χ0 :R
+
×S

1
※R

2
/{0}来定义 ,其中(x , y)=Χ0(λ, θ)由下式

给出:

x = c
α
λ
α
x0(θT 0),

y = c
β
λ
β
y 0(θT 0),

α=
1

n +2 , β =1 -α, c =
1
αT 0

,

(1.4)

这里 λ>0 , θ∈ S
1 .Χ0 是一从R+×S

1到R2/{0}上的辛微分同胚[ 7] .(0.2)式在(x , y)-平

面上的Hamilton函数

h(x , y , t)=
1
2
y

2
+

1
2n +2

x
2n+2

+∑
2n

j=0

1
j +1

p j(t)x
j+1

, (1.5)

因而在辛变换 Χ0 下 ,它变为

H(λ, θ, t)=
1

2 n +1
c

2β ·λ2β +∑
2 n

j=0

1
j +1

pj(t)λ
j+1

n+2(x 0(θT 0))
j+1 . (1.6)

不失一般性 ,在下面的证明中 ,略去常数
1

2 n+1 c
2β
.

2　辛变换

定义 2.1　对一给定的常数 r 和一非负整数m ,称 f(λ, θ, t)∈Fm(r),如果 f ∈C(R+×

T
2
)且 f 关于(λ, θ)是 C

∞
的 ,关于 t 是 C

m
的 ,以及对任何整数 0 ≤k ≤m 和所有非负整数 j

和 l ,有
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sup
(θ, t)∈ T

2

λ≥λ
j , l

(λj-r |(Dj
λ)(D

l
θ)(D

k
t )f(λ, θ, t)|)≤ cj , l ,

这里 λj , l和 cj , l是某些正常数.

据定义 ,容易证明:

引理 2.1　(i)若 r1 <r2 ,则 Fm(r1) Fm(r2);

(ii)若 f ∈ Fm(r),则(D
j
λ)f ∈F m(r-j);

(iii)若 f ∈Fm(r), k≤m ,则(D
k
t)f ∈Fm-k(r);

(iv)若 f 1 ∈Fm(r1), f 2 ∈Fm(r2),则 f 1·f 2 ∈F m(r1 +r2);

(v)若 f ∈Fm(r)满足 f(λ,·,·) ≥cλr ,其中 λ>λ0 ,且 λ0 和 c 是正常数 ,则 1/ f ∈

Fm(-r);

(vi)若 f ∈F m(r), u ∈Fm(r1), v ∈Fm(r2),其中 r1 <1 , r 2 <0 ,且令 f
＊(μ,  , t)∶=

f(μ+u(μ,  , t),  +v(μ,  , t), t),则 f
＊∈Fm(r);

(vii)若 f ∈F m(r1), λ=λ(ρ)∈ Fm(r2),且令 f
＊
(ρ, θ, t)∶=f(λ(ρ), θ, t),则 f

＊
∈

Fm(r1 r2).

对 f ∈Fm(r),用[ f ]表示关于变量 θ的平均:

[ f ](λ, t)∶=∫
1

0
f(λ, θ, t)dθ.

若 λ0 >0 ,则用 Aλ
0
 R+×T

2表示环面

Aλ
0
∶={(λ, θ, t)/λ≥λ0 , (θ, t)∈ T

2}.

　　命题 2.1　记

H =λa +h1(λ, t)+h2(λ, θ, t),

其中 h1 ∈Fm(c), h2 ∈ Fm(b).设 a >1 , b <a , c<a 及 m ≥1 ,则存在一周期依赖于时间 t

的具有如下形式的辛微分同胚

Χ:
λ=μ+u(μ,  , t),

θ= +v(μ,  , t)

(这里 , u ∈Fm(1 -(a-b)), v ∈Fm(-(a-b))),使得对充分大的 μ-<μ0 <μ+有 Aμ
+
 

Χ(Aμ
0
) Aμ

-
.进而 , Χ变 Hamilton函数 H 为

 H =μa + h1(μ, t)+ h 2(μ,  , t)+ h2(μ,  , t),

其中  h1 ∈Fm(c1)(这里 c1 =max{c , b})由下式给出:

 h 1(μ, t)=h1(μ, t)+[ h2](μ, t),

而  h 2 ∈Fm(b-(a-b)),  h2 ∈Fm-1(1 -(a-b)).

证　证法类似于文献[ 7]的命题 1.但须注意关于时间 t 的可微性的损失.置

h0(μ, t)∶=μ
a
+h 1(μ, t), (2.1)

ν=ν(μ, θ, t)∶=
[ h2](μ, t)-h2(μ, θ, t)

 μh0(μ, t)
. (2.2)
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定义一个生成函数

S(μ, θ, t)∶=∫
θ

0
ν(μ, θ, t)dθ. (2.3)

需要的变换 Χ由下式隐函地定义:

λ=μ+
 
 θS(μ, θ, t),

 =θ+
 
 μ

S(μ, θ, t).
(2.4)

用变量(μ, θ, t)而不用(μ,  , t)表示被变换后的Hamilton函数

 H(μ, θ, t)=h 0(μ+ν, t)+h2(μ+ν, θ, t)+ 
 t

S(μ, θ, t). (2.5)

用 Taylor公式和(2.1)及(2.2)式 ,有

 H(μ, θ, t)=μa +h1(μ, t)+[ h2] (μ, t)+R(μ, θ, t), (2.6)

其中

R(μ, θ, t)=
 
 t

S(μ, θ, t)+∫
1

0
(1 -τ) 2

1h0(μ+τν, t)ν2dτ+∫
1

0
 1h2(μ+τν, θ, t)νdτ,

(2.7)

这里 ν=ν(μ, θ, t), 1表示对 h0(·,·)或 h 2(·,·,·)的第 1个变量求导.

余下的证明由下面 2个引理即得.

引理 2.2　设 S 由(2.2)和(2.3)式定义 ,则(2.4)式定义了一个周期依赖时间 t 的辛微分

同胚 Χ,它有如下形式:

λ=μ+u(μ,  , t),

θ= +v(μ,  , t),
(2.8)

其中 , u ∈F m(1-(a-b)), v ∈Fm(-(a-b)).

证　因为 h0 和 h2关于时间 t 是m 次连续可微的函数 ,且因为对所有 t ∈ S
1
和充分大的

μ有 μh 0(μ, t)≥aμa-1/2 ,因此由(2.2)式知 , ν(μ, θ, t)关于时间 t 是 Cm 的函数.进而 ,

S(μ, θ, t)关于时间 t 是 Cm 的函数.进一步的证据类似于文献[ 7]的引理 2.

现在用变量(μ,  , t)来表示被变换后的Hamilton函数  H ,注意到(2.6)和(2.7)式 ,有

 H(μ,  , t)=μa +h1(μ, t)+[ h2](μ, t)+R 1 +R 2 +R 3 , (2.9)

其中

R 1 =
 
 t
S (μ,  +v , t), (2.10)

R 2 =∫
1

0
(1 -τ) 2

1h0(μ+τν, t)u2dτ, (2.11)

R 3 =∫
1

0
 1h2(μ+τν,  +v , t)udτ, (2.12)

这里 u =u(μ,  , t), v =v(μ,  , t), 1 表示对 h0(·,·)或 h 2(·,·,·)的第 1个变量求导.

引理 2.3　(i)R 1 ∈Fm-1(1-(a-b)), (ii)R 2 ∈Fm(b-(a-b)), (iii)R 3 ∈Fm(b-

(a-b)).
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证　注意到 S(μ, θ, t)关于(μ, θ)是C∞且关于 t 是 Cm 以及 v(μ,  , t)关于 t 是 Cm 的 ,

有 R 1(μ,  , t)=
 
 t

S (μ,  +v , t)关于 t 是 Cm-1的.类似地 ,有 R 2(μ,  , t)和 R 3(μ,  ,

t)关于 t 是 Cm 的.进一步的证据同文献[ 7]的引理 3.

置 h 2 =R 2 +R 3和  h2 =R 1 ,利用引理 2.2和 2.3 ,即得命题 2.1的证明.

3　光滑技术

任给 ε>0 ,定义一个核

Δε(t)∶=
Aε 1 -

t
4

ε4

4

, |t|≤ε,

0 , 　　　　　|t|>ε,
(3.1)

其中正常数 Aε由下式决定:

∫
+∞

-∞
Δε(t)d t =1 . (3.2)

设 p j(t)(j =0 ,1 , … ,2n)是方程(0.2)中的 1周期函数.定义

 p j(t , ε)∶=∫
+∞

-∞
Δε(t -s)p j(s)ds. (3.3)

　　引理 3.1　对任意 j ∈{0 , 1 , … ,2n},有关于时间 t 是 1-周期的 C
2
函数  p j(t , ε),且存在

一个独立于ε的常数 cj ,使得  p j(t , ε) ≤cj .

证　从(3.1)和(3.3)式可得

 p j(t , ε)=∫
t+ε

t-ε
Aε 1 -

(t -s)4

ε4

4

p j(s)ds. (3.4)

选择 ξ=s-t作为(3.4)式中的新积分变量 ,有

 p j(t , ε)=∫
ε

-ε
Aε 1 -ξ

4

ε4

4

p j(t +ξ)dξ. (3.5)

记 cj =max
t ∈ S

1
 p j(t) ,据(3.5)式有

| p j(t , ε))|≤∫
ε

-ε
Aε 1 -ξ

4

ε4

4

cjdξ=cj .

因 p j(t)是 1周期的 ,故

 p j(t +1 , ε)=∫
ε

-ε
Aε 1 -

ξ4

ε
4

4

p j(t +1 +ξ)dξ=∫
ε

-ε
Aε 1 -

ξ4

ε
4

4

p j(t +ξ)dξ= p(t , ε),

这表明  p j(t , ε)是 1周期的.据(3.4)式易得  p j(t , ε)关于时间 t 是C2 函数.

引理 3.2　若 p j(t)(j =0 ,1 , …, 2n)满足定理 0.1的假设(A1),则
d
d t
 p j(t , ε) ≤lj , 其

中 lj 是(A1)中那些独立于 ε的 Lipschitz常数.

证　任给 τ>0 ,据(3.5)式有

1
τ
( p j(t +τ, ε)- p j(t , ε)) ≤

1
τ∫

ε

-ε
Aε 1 -

ξ4

ε
4

4

|p j(t +τ+ξ)-p j(t +ξ)|dξ≤

1
τ∫

ε

-ε
Aε 1 -

ξ
4

ε
4

4

ljτdξ= l j , (3.6)
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其中第 2个不等式是据假设(A1)得到的.据引理 3.1知 ,
d
d t
 p j(t , ε)存在.在(3.6)式中令

τ※0 ,得到 d
d t
 p j(t , ε) ≤l j .

引理 3.3　若 p j(t)(j =n +1 , …, 2n)满足定理 0.1 的假设(A2),则对 n+1≤j ≤2n ,有

d
2

d t 2
 p j(t , ε) ≤Lj ,其中 Lj 是(A2)中那些独立于 ε的常数.

证　任给 τ>0 ,据(3.5)式有

1

τ2( p j(t +2τ, ε)-2 p j(t +τ, ε)+ p j(t , ε)) ≤

　　
1

τ2∫
ε

-ε
Aε 1 -

ξ4

ε
4

4

|p j(t +2τ+ξ)-2p j(t +τ+ξ)+p j(t +ξ)|dξ≤

　　
1

τ
2∫

ε

-ε
Aε 1 -

ξ4

ε4

4

L jτ
2
dξ=L j . (3.7)

由引理 3.1知 ,
d2

d t
2 p j(t , ε)存在.在(3.7)式中令 τ※0 ,有

d2

d t 2
 p j(t , ε) ≤L j .

引理 3.4　若 pj(t)(j =0 , 1 , … ,2n)满足假设(A1),且置  p j(t , ε)=pj(t)- p j(t , ε),则

对 0≤j ≤2n ,有  p j(t , ε) /ε≤lj ,其中 l j是(A1)中那些独立于 ε的常数.

证　据(3.1)和(3.2)式有

p j(t)=∫
ε

-ε
Aε 1 -

ξ4

ε
4

4

p j(t)dξ. (3.8)

由(3.5)式有

1
ε
| p j(t , ε)|=

1
ε∫

ε

-ε
Aε 1 -

ξ4

ε
4

4

(p j(t)-p j(t +ξ))dξ≤

1
ε∫

ε

-ε
Aε 1 -

ξ4

ε
4

4

lj|ξ|dξ≤ l j . (3.9)

4　定理的证明

设 pj(t)(j =0 , 1 , … , 2n)满足定理 0.1的假设(A1)和(A2).据(1.6)式 , (0.2)式的

Hamilton函数为

H(λ, θ, t)=λ
2n+2
n+2 +H1(λ, θ, t)+H 2(λ, θ, t)+εH 3(λ, θ, t), (4.1)

其中

H1(λ, θ, t)=∑
2 n

j=n+1

1
j +1

 p j(t , ε)λ
j+1

n+2(x0(θT 0))
j+1 , (4.2)

H2(λ, θ, t)=∑
n

j=0

1
j +1

 p j(t , ε)λ
j+1

n+2(x 0(θT 0))
j+1 , (4.3)

H3(λ, θ, t)=∑
2n

j=0

1
j +1

1
ε
 p j(t , ε)λ

j+1

n+2(x 0(θT 0))
j+1 . (4.4)

　　注 1　在下面的证明中 ,只关心  p j(t , ε)和  p j(t , ε)及有关各阶导数的界而不关心其取值

的大小 ,据第 3节各引理知这些界是独立于 ε的.因而为了方便简记 Hj(λ, θ, t , ε)为 Hj(λ,

308　　 中　　国　　科　　学　　(A　辑) 第 28 卷



θ, t)(j =1 ,2 ,3).

利用第 3节的引理易得

引理 4.1　(i)H 1 ∈F2
2n +1
n+2

, (ii)H 2 ∈F1
n+1
n+2

, (iii)H3 ∈F 0
2 n+1
n +2

.

引理 4.2　设 H 如(4.1)式所示 ,则存在一个周期地依赖于时间 t 的辛微分同胚 Χ＊
1 (t),

对某些大的 μ-<μ0 <μ+ ,有 Aμ
+
 Χ＊

1 (t)(Aμ
0
) Aμ

-
,此时 H 被变为

 H(μ,  , t)=μ
2n+2
n+2 + h1(μ, t)+ H 1(μ,  , t)+ε H 3(μ,  , t), (4.5)

其中  h1 ∈F 0
2 n+1
n +2

,  H1 ∈F 0
1

n+2
,  H 3 ∈F0

2n +1
n+2

.

证　步骤 1　令

h∶=λ
2n+2
n+2 +h 1(λ, t)+h2(λ, θ, t), (4.6)

其中 , h1(λ, t)≡0 , h2(λ, θ, t)∶=H 1(λ, θ, t).显然 , h1 ∈ F2(0).据引理 4.1(i)有:h 2 ∈

F 2
2 n+1
n +2

.现在

H =λ
2 n+2
n+2 +h1(λ, t)+(h2 +H2 +εH 3)(λ, θ, t). (4.7)

在命题 2.1中令 a =
2 n+2
n +2

, b=
2n +1
n+2

, c=0 ,并利用此命题到 h 上 ,得到一个辛微分同胚

Χ1 :

λ=μ+u(μ,  , t),

θ= +v(μ,  , t),
(4.8)

其中 , u ∈F 2
n+2
n+1

, v ∈F 2 -
1

n +2
, 它使得 h 变为

h
＊∶=h(μ+u ,  +v , t)=μ

2n+2
n+2 + h1(μ, t)+( h2 + h2)(μ,  , t), (4.9)

这里  h1 ∈F 2
2 n+1
n +2

,  h2 ∈F 2
2n
n+2

,  h2 ∈F 1
n+1
n+2

.

现在 H 被 Χ1变为  H(μ,  , t)∶=H(μ+u ,  +v , t).据(4.6)～ (4.9)式知  H 有如下

形式:

 H =μ
2n+2
n+2 + h 1(μ, t)+( h 2 + h 2)(μ,  , t)+(H2 +εH 3)(μ+u ,  +v , t).

(4.10)

令

 h(μ,  , t)=μ
2n+2
n+2 + h1(μ, t)+ H2(μ,  , t), (4.11)

 H 2(μ,  , t)= h2(μ,  , t)+H 2(μ+u ,  +v , t), (4.12)

 H 3(μ,  , t)=H 3(μ+u ,  +v , t). (4.13)

据引理 2.1(vi)有  H 2 ∈F 1
1

n+2
和  H 3 ∈F 0

2 n+1
n+2

,故有

 H =μ
2n+2
n+2 + h 1(μ, t)+( h 2 + H2 +ε H 3)(μ,  , t). (4.14)

注意到(4.14)和(4.7)式形式相同 ,且  h2 关于时间 t 仍是 C2 的 ,重复上述步骤 n 次 ,得到一
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个辛微分同胚  Χ1 =Χn Χn-1 … Χ1 ,其中 ,对某些大的 μ-<μ0 <μ+有 Aμ
+
  Χ1(Aμ

0
) 

Aμ
-
.此时 ,Hamilton函数 H 变为

H
＊ =ρ

2n+2
n+2 +h

＊
1 (ρ, t)+( h

＊
2 +H

＊
2 +εH ＊

3 )(ρ, τ, t), (4.15)

其中 , h＊1 ∈F 2
2n+1
n +2

,  h＊2 ∈F 2
n +1
n +2

, H＊
2 ∈F 1

n +1
n +2

, H＊
3 ∈F0

2n +1
n+2

.

步骤 2　为了不引入太多符号 ,改记(4.15)式为

H =λ
2 n+2
n+2 +h1(λ, t)+( h2 +H2 +εH 3)(λ, θ, t), (4.15′)

其中 , h1 ∈F2
2n +1
n+2 ,  h2 ∈F 2

n+1
n+2 , H2 ∈F 1

n+1
n+2 , H3 ∈F 0

2n +1
n+2 .令 h 2 = h2 +

H2 ,则 h 2 ∈F1
n+1
n+2

,而且

H =λ
2n+2
n+2 +h 1(λ, t)+(h2 +εH3)(λ, θ, t). (4.16)

置 h=λ
2n+2
n+2 +h1(λ, t)+h 2(λ, θ, t).用命题 2.1于 h ,得到一个辛微分同胚 Χn+1 , 使得 h

变为

 h =μ
2n+2
n+2 + h1(μ, t)+( h2 + h2)(μ,  , t),

这里 ,  h 1 ∈F1
2n +1
n+2

,  h 2 ∈F1
n

n+2
,  h2 ∈F 0

1
n+2

.注意到  h 2 关于时间 t 仍然是 C1

的.像步骤 1那样 n 次利用命题 2.1 ,得到一个辛微分同胚  Χ2 =Χ2n … Χn+1 .注意到  Χ1

和  Χ2周期地依赖时间 t .令 Χ＊
1 (t)= Χ2  Χ1 .最后 ,在微分同胚 Χ＊

1 (t)作用下 ,被变换后

的Hamilton函数形如(4.5)式.

据引理 4.2 ,(0.2)式的被变换后的Hamilton函数可写为

H =λ
2n+2
n+2 +h1(λ, t)+(h2 +εh3)(λ, θ, t), (4.17)

这里 , h1 ∈F0
2n +1
n+2 , h2 ∈F 0

1
n +2 , h3 ∈F 0

2n +1
n+2 .对应的Hamilton方程是

X H :

dλ
d t

=-
 
 θ

h2 -ε
 
 θ

h3 ,

dθ
d t

=
2n +2
n +2

λ
n

n+2 +
 
 λ

h1 +ε
 
 λ

h 3 .
(4.18)

定义一个微分同胚 Χ
＊
2 :(λ, θ)※(ρ,  )如下:

ρ=
2 n +2
n +2

λ
n

n+2 ,

 =θ,
(4.19)

它变(4.18)式为

dρ

d t
=-

(2 n +2)n
(n +2)

2 λ
-2
n+2  

  
(h2 +εh3)(λ,  , t),

d 
dt

=ρ+
 
 λ

h1(λ, t)+
 
 λ
(h2 +εh3)(λ,  , t),

(4.20)
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这里 , λ∶=λ(ρ)= n+2
2 n+2

n+2
n
ρ
n+2
n 由(4.19)式定义.

利用引理 2.1和 h 1 ∈F0
2n +1
n+2

, h2 ∈F0
1

n+1
, h 3 ∈F0

2n +1
n+2

, 有

f 1(ρ,  , t)∶=-
(2 n +2)n
(n +2)

2 (λ(ρ))
-2
n+2  

  
h2(λ(ρ),  , t)∈ F 0 -

1
n

,

f 2(ρ,  , t)∶=-
(2 n +2)n
(n +2)2 (λ(ρ))

-2
n+2

 
  

h3(λ(ρ),  , t)∈ F 0 2 -
1
n

,

g1(ρ,  , t)∶=
 
 λ

h 1(λ(ρ), t)∈ F 0 1 -
1
n

,

g2(ρ,  , t)∶=
 
 λ

h 2(λ(ρ),  , t)∈ F 0 -1 -
1
n

,

g3(ρ,  , t)∶=
 
 λh 3(λ(ρ),  , t)∈ F 0 1 -

1
n

.

(4.21)

可把(4.20)式写为

dρ

dt
=(f 1 +εf 2)(ρ,  , t),

d 
dt

=ρ+g1(ρ, t)+(g2 +εg3)(ρ,  , t).

(4.22)

设{ρm}是一串满足当 m ※+∞时 ρm ※+∞和 ρm+1 -ρm ≥2的序列.置 f =f 1 +εf 2 , g=

g 2 +εg3 ,且令 ε=ρ-2
m .注意到(4.21)式 ,有

引理 4.3　(0.2)式被变换后可写为

dρ

dt
= f(ρ,  , t),

d 
dt

=ρ+g1(ρ, t)+g(ρ,  , t),

(4.23)

对(ρ,  , t)∈ Aρ
m
 Aρ

m+1
和所有满足 j +l ≤6的非负整数 j 和 l ,以及充分大的 m ,有

|D
j
ρD

l
 f(ρ,  , t)|, |D

j
ρD

l
 g(ρ,  , t)|≤ρ

-1/ n
m , (4.24)

|Dj
ρg1(ρ, t)|≤ρ

1-1
nm . (4.25)

　　注意到(4.24)式 ,易证若 λ∈[ ρm , ρm+1]且 m 充分大 ,则(4.23)式的初值 ρ(0)=λ的解

在 0≤t ≤1上存在;因而(4.23)式的流的时间 1映射存在.在下述引理中将证明此映射靠近

一个扭转映射.

引理 4.4　(4.23)式的流的时间 1映射 Υ1 具有如下形式:

θ1 =θ+r(λ)+ f(λ, θ),

λ1 =λ+ g(λ, θ),
(4.26)

其中 , r(λ)=λ+∫
1

0
g1(λ, s)ds , 且 ρm ≤λ≤ρm+1(对充分大的 m), θ∈ S

1 .进而对每对满足

l +j ≤6的非负整数 j 和 l 有

|Dj
λD

l
θ f(λ, θ)|, |Dj

λD
l
θ g(λ, θ)|≤ρ

-1/ n
m ,
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Dj
λ∫

1

0
g1(λ, s)ds ≤ρ1-

1
nm .

　　证　利用引理 4.3和文献[ 7]中引理 4的证明方法即得.

引理 4.5　映射 Υ1在下列区域内有相交性:

Ψm ∶={(λ, θ)|ρm ≤λ≤ρm+1 , θ∈ S
1
},

即若 C是在Ψm 中的同伦于一个λ=const的拓扑圆 ,那么 Υ1(C)∩C≠ .

证　设 H 是由(1.6)式定义的Hamilton函数且令  Υ
1
是下列方程的流的时间 1映射 ,

X H :﹒λ=-
 
 θ

H , ﹒θ=
 
 λ

H .

令 Χ(t)=Χ＊
2  Χ

＊
1 (t), 其中 , Χ＊

1 (t)由引理 4.2 给出 , Χ＊
2 由(4.19)式定义 .注

意到(1.6)式被 Χ(t)变为(4.23)式 ,有  Υ
1
 Χ(0)=Χ(1) Υ

1
.因 Χ

＊
1 (t)周期地依赖于时间

t且其周期为 1 ,故 Χ(1)=Χ(0),于是  Υ
1
 Χ(0)=Χ(0) Υ

1
,即  Υ

1
和 Υ

1
是拓扑共轭的.

据文献[ 7]的引理 5 ,  Υ1 在(Χ(0))-1 Ψm 上有相交性.因此 Υ1 在 Ψm 上有相交性.

定理 0.1的证　据引理4.4和4.5知 Υ1满足Moser扭转定理[ 4 , 5 , 12]的条件 ,故 Υ1在 Ψm

上至少有一条不变闭曲线 Cm .(4.23)式的在时间 t =0时从此曲线上出发的解在空间(ρ,  ,

t)∈ Ψm ×R中形成一个 1周期的柱面.因(4.23)式是时间 1周期的 ,故相空间是 Ψm ×S
1 .

注意到当 m ※∞时 Ψm 的半径趋于 +∞, 得到:在原始坐标中 ,每对(x , y)∈R
2
必在方程

(0.2)的流(x , ﹒x)的时间 1映射的某不变曲线内.因而从(x , y)出发的方程(0.2)的解必被限

制在上述不变曲线形成的时间周期的柱面内 ,于是它是有界的.
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