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摘要 本文根据高维非线性守恒律方程组的研究历程将这一领域的研究大体分为四个阶段: 局部经

典解、具扇状波结构弱解、具花状波结构弱解、整体解与混合型方程. 本文据此线索回顾与介绍多年

来在该领域所获得的主要成果与进展, 并提出今后所面临的一些未解决的重要问题及困难.
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1 引言

物理学与力学中许多问题的研究都会导致非线性守恒律方程组. 例如, 无粘可压缩流体运动可以

用 Euler 方程组来描述, 该方程组的一般形式为

∂ρ

∂t
+ div(ρv⃗) = 0,

∂(ρv⃗)

∂t
+ div(ρv⃗ ⊗ v⃗) +∇p = 0,

∂(ρE)

∂t
+ div(ρv⃗E + pv⃗) = 0.

(1.1)

很多其他的物理模型也会导致非线性守恒律方程组, 例如磁流体方程组、弹性力学方程组、相对论流

体力学方程组等, 但 Euler 方程组是最基本的. 很多更复杂的物理模型所导致的偏微分方程如 Navier-

Stocks 方程组、Boltzmann 方程组等都与 Euler 方程组有紧密的联系. 所以, 对于以 Euler 方程组为代

表的非线性守恒律方程组的研究一直是偏微分方程理论研究的中心课题之一.

从 20世纪中叶起,由于超音速飞行技术与核技术的发展,将非线性守恒律方程组的研究推到了更

重要的地位. 在超音速飞行过程中飞行器周围的空气会产生冲击波, 气体的压力、密度、速度等物理

量在冲击波区域中发生急剧的变化. 在数学上通常用一个物理量的间断面来描述冲击波,也称为激波.

激波以及其他类型非线性波的频繁出现, 促使人们研究非线性守恒律方程组含间断的解, 也称为广义

解或弱解. 非线性守恒律方程组弱解理论的系统研究, 涉及到解的概念、解的构造以及适定性等一系

列问题的重新考察, 而其广泛的物理背景与重要的应用恰成为这类研究的一个强大推动力. 因此从 20
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世纪中叶以后非线性守恒律方程组理论 (主要是指弱解理论) 的研究就成为数学理论的一个分支, 吸

引着众多数学家和物理学家投入其中 [1].

三维空间中的 Euler方程组 (1.1)是含 5个方程的方程组,其中 ρ, v⃗, p和 E 分别表示密度、速度、

压力与内能. 由于这些物理量间还通过一个状态方程相连接, 从而实质的未知函数个数是 5 个. 在经

典解的范围内, 最后一个方程可以用
∂s

∂t
+ v⃗ · ∇s = 0, (1.2)

其中 s 为热力学函数熵.

容易验证, 方程组 (1.1) 关于 t 是双曲型的. 当考虑定常流即不依赖于时间变量 t 的流动时, 方程

组 (1.1) 化成 
∇(ρv⃗) = 0,

∇(ρv⃗ ⊗ v⃗) +∇p = 0,

∇(ρv⃗E + pv⃗) = 0.

(1.3)

它的类型与流动参数有关. 特别地, 当流动速度为超音速时, (1.3) 为双曲型的; 而当流动速度为亚音

速时, (1.3) 中含有椭圆的因素, 在将流特征分离后可得到椭圆型方程.

由于 Euler 方程组具有多个自变量与多个未知函数, 它的求解十分复杂. 为了简化问题的讨论,

常对所考察的问题添加一些限制. 例如, 若限制于讨论等熵无旋流, 则可以引进速度势, 从而将方程

组 (1.1) 简化为

(ρ(∇ϕ))t +

3∑
j=1

(ϕxjρ(∇ϕ))xj = 0, (1.4)

其中 ϕ 是速度势, 满足 v⃗ = ∇ϕ. (1.4) 是一个二阶拟线性双曲型方程.

假定所考察问题中所有的物理量都与 y, z 无关, 那么 (1.1) 可化为

∂ρ

∂t
+

∂(ρu)

∂x
= 0,

∂(ρu)

∂t
+

∂(p+ ρu2)

∂x
= 0,

∂(ρE)

∂t
+

∂(ρuE + pu)

∂x
= 0.

(1.5)

这是一个具一个时间变量 t 与一个空间变量 x 的方程组, 它比 (1.1) 大大简化. 当所考察问题中所有

的物理量满足其他对称性要求, 例如球对称时, 问题也可化为具一个空间变量的情形, 但此时球心处

所产生的奇性往往会带来很多新的困难, 必须特别注意.

一般来说, 求解方程 (1.5) 的各类问题也十分复杂, 因为它还是含有 3 个方程的具有很强非线性

的偏微分方程组. 由于它在理论上与应用上的重要性, 从 20 世纪中叶以后, 经过数学家们半个世纪的

努力, 已经对一个空间变数的非线性守恒律方程组建立了较系统完整的理论. 其主要内容有:

• 关于弱解的基本概念, 特别是对熵条件的确切理解 [2–4].

• Riemann 问题的求解 [5].

• 局部弱解的存在性 [6, 7].

• BV 整体解的存在性 [8].

• L∞ 整体解的存在性 [9–12].
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• 整体弱解的唯一性与稳定性 [13–15].

关于一个空间变数的非线性守恒律方程组虽然还有很多有意义的问题值得研究,但它的整个理论

框架已经形成. 这是在 20 世纪末令该领域的数学家们十分鼓舞的事情.

但是与非线性守恒律方程组有关的很多问题在三维空间中发生, 且不具有特定的对称性. 于是,

必须直接讨论方程组 (1.1) 的各类定解问题的求解. 而在对含一个空间变量的方程组 (1.5) 的研究取

得长足的进展后, 使研究更一般的方程组 (1.1) 也有了可能. 习惯上, 常将多于一个空间变量的方程

组 (1.1)的各类定解问题称为高维问题.从 20世纪中叶以来也已有很多人对于高维非线性守恒律方程

组进行了一系列的探索与研究, 并取得了相当的研究成果. 但与对一个空间变量的非线性守恒律方程

组的研究成果相比较, 要滞后得多. 例如, 在多个空间变量情形下对最为基本的 Riemann 问题的研究

距获得系统完整的成果尚差得很远, 就更无法谈论一般情形下的整体解的存在性、唯一性等问题. 所

以, 对于高维非线性守恒律方程组的研究, 应当更结合物理问题的需求来考虑, 并有其独特的研究途

径 [16,17]. 本文根据以往对于高维非线性守恒律方程组的研究所获得的成果,将这方面的研究大体分为

四个阶段, 据此回顾多年来在该领域的研究进展, 并有助于了解今后所面临的各类问题及困难 [18].

2 局部经典解

对偏微分方程的研究一般都是从经典解开始的. 对高维非线性守恒律方程组的研究也是如此. 我

们知道, 在双曲型方程 (组) 的研究中, 特征是一个很重要的概念. 对单个空间变量的情形, 偏微分方

程 (组) 的特征是特征线, 沿特征线积分或将偏微分方程组化为积分方程组也是一个重要的方法. 然

而, 对多个空间变量的情形, 特征表现为空间中的特征曲面, 沿特征线积分的方法就不能用了. 且当两

个特征相交时, 其交集也可能会是一个更复杂的流形, 而不象在一个空间变量的情形交集只是一个点,

这就会导致很多分析上的困难. 在实际研究中容易体会到, 对于高维非线性守恒律方程组, 各种问题

的研究中的很多困难都来自特征分布的复杂性.

在经典解的研究中主要用的是能量方法. 由于 (1.1) 是非线性双曲型方程组, 对它来说成立能量

不等式. 于是对于方程组 (1.1) 的 Cauchy 问题, 很快可以建立局部经典解的存在性. 这一事实在 20

世纪中叶前已经知道 [19]. 类似地可以讨初边值问题的解. 当边界为非特征边界时, 只要边界条件的选

取满足 “最大非负子空间” 的要求 [20], 也能得到局部经典解的存在性 [21].

但是, 当边界为特征边界时, 问题就不那么简单. 这是因为在建立高阶能量估计式时, 需要对方程

求微分. 由于边界的出现, 这样的微分运算应该是与边界相切的. 所以, 由此所建立的高阶能量估计式

只含所求的解关于边界的切向导数的估计. 如果边界是非特征, 则解关于边界法向导数可以利用方程

通过解本身及其切向导数表示, 从而解关于边界法向导数也是可估计的. 这样一来, 完整的高阶导数

估计可建立, 相应的存在性也就不难得到了. 然而, 在特征边界的情形, 解关于边界法向导数无法利用

方程的解本身及其切向导数表出, 于是得不到完整的高阶导数估计. 故此时为证明经典解的存在性就

需要有更细致的考虑. 人们发现, 许多应用问题恰好对应于边界为特征的情形. 例如, 讨论在一个固定

区域中运动的流体时, 固壁边界就是特征边界. 又, 运动中的流体的自由表面也是特征边界. 所以, 非

线性守恒律方程组具有特征边界的初边值问题有重要应用且实际上是不可避免的.

为讨论具特征边界区域中的非线性双曲型方程组初边值问题的求解,文献 [22]引入了特定的带权

Sobolev 空间. 该空间的特有性质是在边界法向的一阶正则性增长需要用边界切向的二阶正则性减少

作为补偿. 更确切地说, 若 [0, h]×Ω 是所考虑的时空区域, 以 Dp
qu 表示函数 u 的导数, 其中 p 是在切

向的求导阶数, q 是在边界法向的求导阶数, 以 Hs
t 表示满足 Dp

qu ∈ L2([0, h] × Ω) (p 6 s, q 6 t) 的函
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数构成的 Sobolev 空间. 记

Bp =
∩
d6 p

2

Hp−2d
d ([0, h]× Ω), (2.1)

利用这样的空间来刻画非线性双曲型方程组解的正则性,可以证明它在具特征边界区域中的先验估计,

从而得到相应初边值问题解的存在性 (参见 [22]). 在讨论非线性波运动时, 如果此非线性波的承载曲

面为特征 (如中心波疏散或接触间断面) 时也需要引入类似的空间, 它们被记为 Hp
∗ (参见 [23]) 和 Ẽp

(参见 [24]) 等.

对于非线性双曲组的具特征边界初边值问题的研究, 还可参见 [25–27] 等.

3 扇状波结构: 具高维扰动的类一维问题

非线性双曲型方程的一个特点是不管初始时刻解如何光滑, 都有可能从解的内部发展出奇性来.

在一个空间变量的情形, 这个事实可以用一个很简单的例子说明. 用直观的语言可以这样解释: 在用

双曲型方程刻画非线性波传播现象时, 不同波幅的波动具有不同的波速, 于是大波幅的波动会追上小

波幅的波动从而使连续解最终形成破裂. 然而人们可能会问, 在多个空间变量的情形, 各个不同方向

波动的相互作用是否有可能相互抵消, 从而使间断不再产生呢? Sideris [28] 证明, 对多个空间变量的双

曲型方程组的 Cauchy 问题, 只要初始条件满足不强的约束条件 (例如初始速度的径向分量较大), 就

不可能存在整体光滑解. 所以整体光滑解的出现对于多个空间变量的非线性双曲型方程组来说是十分

罕见的 (与单个空间变量的情形对初始资料的单调性要求相比要更为苛刻, 从而更为罕见). 所以对多

个空间变量的非线性双曲守恒律方程组仅研究经典解是远远不够的.

对于一个空间变量的双曲守恒律方程组, 其基本的非线性波有激波、中心波与接触间断三种. 在

多个空间变量的情形, 由于特征流形不再是简单的曲线, 故解的奇性结构也会更复杂. 然而最基本的

还是激波、中心波与接触间断这三种.

在高维非线性双曲守恒律方程组的各类波结构中最简单的结构是扇状波结构,它是具高维扰动的

类一维结构. 以含两个空间变数的非线性双曲守恒律方程组初值问题为例, 初始资料给定在 t = 0 平

面上, 设初始资料含一条光滑的间断线, 而资料在该曲线两边是光滑到边的, 即资料的各阶导数 (阶数

视不同问题而定) 到此曲线连续. 那么, 当 t > 0 时就可能有激波、中心波与接触间断等非线性波从此

间断线发出. 这些非线性波全体组成了一把打开的扇子. 取一个截面来看, 其形状与一维的情形十分

相似. 但由于初始资料不是常态, 这些非线性波也不会是平面波, 而呈现弯曲的形状. 所以我们称这样

的波结构为扇状波结构. 这一类问题是具高维扰动的类一维问题.由于该类问题中包含着高维的扰动,

所以在处理一个空间变量的双曲守恒律方程组的各类问题时常用的沿特征线积分的方法不再适用. 相

应地在研究方法上必须做全新的处理.

3.1 高维激波

1983年 Majda [29] 研究高维非线性双曲守恒律方程组的间断解取得了突破. 他对于上述的具间断

初始值的 Cauchy 问题证明了只要两侧的初值满足一定的相容性条件, 这个初值问题就存在一个分片

光滑的局部解. 该解含有一个从初始资料间断线上发出的间断面, 解在间断面两侧的值满足 Rankine-

Hugoniot 条件和熵条件. 这个结论可简单地称为含高维激波的局部解的存在性. Majda 所应用的方法
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也是完全新的. 他首次将微局部分析方法应用于讨论经典的非线性问题的研究, 也为微局部分析理论

的发展开辟了新的途径. Majda 关于含 n 个空间变量的 Euler 方程组的结果如下:

定理 3.1 若在初始平面 t = 0 原点的邻域 |x| < R0 中有一条过原点的充分光滑的曲线 Γ, Γ 两

侧区域记为 Ω±, 在其上给定初始资料 u±
0 (x) ∈ Hs+1(Ω±) ∩ {|x| < R0}, s > 2[n2 ] + 7 , 在 Γ 上可以找

到 σ ∈ Hs+1(Γ)使得将 σ 视为激波斜率时, u−
0 , u

+
0 , σ 沿 Γ成立一致稳定的激波条件以及直到 s− 1阶

相容性条件, 则存在常数 c0 > 0 以及充分小的 T > 0, 使得在 0 6 t 6 T, |x| 6 c0R0 中存在含激波的

Hs 解, 激波为 Hs+1 正则, 且与 t = 0 平面相交于 Γ.

以上的叙述与 Majda 原文的叙述略有差异, 这是为了避免引进过多需要逐一说明的符号. 在本文

其它部分引述有关结果时, 也是如此.

下面让我们简述 Majda的证明方法. 他首先将问题视为一个具不定边界的初边值问题.将激波边

界也用一个未知函数 ϕ 来表示, 原初值问题就化成表示流动参量的向量函数 U 与表示激波的标量函

数 ϕ 相耦合的方程组. 对这个方程组的线性化方程组建立一个合适的先验估计, 就成为证明的关键.

由于激波上成立的 Rankine-Hugoniot条件并不满足 Friedrichs在研究正对称方程组时所引入的 “最大

非负子空间” 的要求 [20], 因此仅用局部化的处理以及常规的能量积分法不适用于这个耦合方程组. 微

局部分析就在这里发挥了作用. 利用 Kreiss先前对双曲型方程组初边值问题的细致分析 (实际上也是

一种微局部分析) [30],并注意到 Rankine-Hugoniot条件所导致的耦合方程组对于函数 ϕ来说是微局部

椭圆的, 就可以导出所需要的先验估计. 这个先验估计意味着线性化问题的稳定性. 据此, 以后的工作

就是常规的了.

在文献 [31] 中 Majda 与 Thomann 还讨论了位势流方程 (1.4) 的含激波解.

在 Majda 所证明的结论中, 含激波解的存在时间 T 与激波强度有关, 即与初始资料在 Γ 两侧的

跃度 δ = sup |u+
0 − u−

0 | 有关. 当 δ → 0 时 T → 0. 后来, Metivier [32] 证明了含激波解的存在时间可以

不依赖于初始资料的跃度, 而当 δ → 0 时含激波解趋近于一个含弱间断的解, 也称为含声波解. 这里

的声波是一个特征曲面, 在其上解连续, 但解的导数 (或某高阶导数) 有间断.

3.2 高维中心疏散波

类似于上述取具有间断初始值的 Cauchy 问题, 当初始资料满足另一类连接条件时, 会从初始资

料的间断线处发出一个中心疏散波. 1989 年 Alinhac 研究了这一情形. 中心波是由一族特征面所构成

的, 它们在 t = 0 时会聚于承载初始资料间断的曲线 Γ. Alinhac 对初始资料要求是, 当冻结在 Γ 的每

一点看原问题时, 它可以视为含一个空间变量的方程组的间断初始值问题. 这时若 Γ 两侧的资料恰可

用一个中心疏散波连接, 则称这个条件为中心疏散波连接条件. 对此, Alinhac [24] 证明了:

定理 3.2 若在初始平面 t = 0 原点的邻域 |x| < R0 中有一条过原点的充分光滑的曲线 Γ, 将 Γ

两侧区域记为 Ω±, 在其上给定初始资料 u±
0 (x) ∈ C∞(Ω±) ∩ {|x| < R0}, s0 > n+3

2 , 在 Γ 上 u−
0 , u

+
0 满

足中心波连接条件以及 k 阶相容性条件,其中 k > s0 + d+5,则存在常数 c0 > 0以及充分小的 T > 0,

使得在 0 6 t 6 T, |x| 6 c0R0 中存在含中心疏散波的 Hs 解, 其中 s < k − d . 中心疏散波的边界为特

征曲面, 它是 Hs−1 正则的, 且与 t = 0 平面相交于 Γ.

与固壁边界的初边值问题的情形相似, 在证明上述定理时, 由于中心疏散波区域边界是特征, 法

向正则性要比切向正则性差. 从而需要在类似 (2.1) 所示的空间中寻求解. 但是, 由于边界为特征, 在

讨论含激波解的存在性时所利用的关于刻画边界函数方程的微局部椭圆性已不再存在. 所以在非线

性叠代过程中不可避免地会出现正则性损失. 为弥补这一损失, Alinhac 使用了 Nash-Moser 叠代技巧.
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相应地,表示线性化方程解的稳定性估计也将换成 Nash-Moser叠代法所特别要求的 tame估计.此外,

Alinhac 还对迭代过程中的线性化算子逐次修正以保持中心波边界 (待定边界) 上连接边界条件的成

立, 详见 [24].

3.3 高维接触间断

接触间断是非线性双曲守恒律方程组的第三类主要非线性波. 它又称为涡层 (vortex sheets). 这

类波的特点是它本身既是特征曲面, 又是强间断面. 在多个空间变量的情形, 接触间断又有不稳定

性. 所以,高维非线性双曲守恒律方程组的含接触间断解的研究比前两种情形更为困难. Coulombel和

Secchi [33] 于 2008 年对于两个空间变量等熵流 Euler 方程组证明了含接触间断解的存在性.

定理 3.3 给定含两个空间变量的等熵流方程组∂tρ+∇x · (ρu) = 0,

∂t(ρu) +∇x · (ρu⊗ u) +∇xp = 0.
(3.1)

设已有一个含接触间断的常态解

U =

Ū+ = t(ρ̄, v̄, 0), 若 x2 > 0,

Ū− = t(ρ̄,−v̄, 0), 若 x2 < 0,
(3.2)

满足 “超音速条件”

v̄ >
√
2c(ρ̄). (3.3)

对于 T > 0以及整数 µ > 6,初始资料 (U±
0 , ϕ0)取成 U±

0 = Ū±+ U̇±
0 ,其中 U̇±

0 (x1, x2) ∈ H2µ+3/2(R2
+),

ϕ0(x1) ∈ H2µ+2(R) 具有紧支集, 且满足 2µ+ 1 阶相容性条件. 则存在 δ > 0, 使得只要

∥U̇±
0 ∥H2µ+3/2(R2

+) + ∥ϕ0∥H2µ+2(R) 6 δ,

方程组 (3.1) 在时间区间 [0, T ] 中存在解

U =

U+ = Ū+ + U̇+, 若 x2 > ϕ(t, x1),

U− = Ū− + U̇−, 若 x2 < ϕ(t, x1),
(3.4)

其中 U̇± ∈ Hµ((0, T ) × R2
+), ϕ ∈ Hµ+1((0, T ) × R), 在 x2 = ϕ(t, x1) 两侧 U 满足方程 (3.1), 在

x2 = ϕ(t, x1) 上压力与法向速度连续, 且 (U±, ϕ) 以 (U±
0 , ϕ0) 为初始条件.

定理 3.3 采用了对固定的时间 T 要求初始资料的扰动充分小以保证在给定时间区间 (0, T ) 中解

的存在性, 这实际上等价于对给定有界的扰动要求在充分小的时间区间中解的存在性. 又在文献 [33]

中为了证明的方便, 引入一个辅助函数 Φ, 将 x2 = ϕ(t, x1) 嵌入到曲面族 Φ = const 中, 这对于定理结

论的叙述并无实质的影响.

证明定理 3.3 时遇到的一个新的困难是在含高维激波解的讨论中由原问题所约化出的线性双

曲型方程组的初边值问题中边界上的 Kreiss-Lopatinski 条件不满足, 从而难以找到微局部对称化子.

Coulombel和 Secchi [33] 通过更细致的分析,发现在边界上未知函数向量的法向分量满足弱 Lopatinski

条件, 从而取出非退化部分, 仍可构造微局部对称化子. 当然, Nash-Moser 叠代技巧仍是需要的, 它还

是用于补偿边界为特征所造成的正则性损失, 并保持待定特征边界上连接条件所需之信息.

文献 [34] 讨论了两个空间变量非等熵流 Euler 方程组的含接触间断解的存在性. 文献 [35] 讨论

了磁流体力学方程组的含接触间断解的存在性, 并研究了磁场对接触间断稳定性的影响.

322



中国科学 : 数学 第 43 卷 第 4 期

3.4 各类非线性波的组合

无论是定理 3.1、3.2还是 3.3, 都要求初始资料在间断线上满足相当高阶的相容性条件.如果这些

条件不满足,就有可能从间断线处发出多个非线性波.例如对含两个空间变量的 Euler方程组 (1.1)而

言, 如果只知道初始资料在曲线 Γ 上有第一类间断, 且在两侧都是直到边界光滑的, 那么, Cauchy 问

题的解一般就应含有三个非线性波. 其中两个对应于真正非线性特征, 它们可能是激波或中心疏散波;

一个对应于线性退化特征, 从而是接触间断. 可以证明, 对于将初始条件冻结在 Γ 的一点 O 上所导出

的一维问题, 如果能得到稳定的含三个平坦非线性波的解 (平面激波、平面接触间断或由特征平面组

成的中心疏散波), 且对于冻结问题, 定理 3.3 中的 “超音速条件” (3.3) 满足, 则 (1.1) 的间断初始值问

题在 O 点的邻域中存在具扇状波结构的解, 它包含三个非线性波,分别为一维情形下三个一维非线性

波的高维扰动.

对于二阶拟线性双曲型方程或 2 × 2 非线性守恒律方程组, 若不含线性退化特征, 则接触间断不

会出现. 这时非线性波只可能是激波或中心疏散波. 关于它的具扇状波结构解的讨论可见 [32, 36–38].

此外, 在各类应用问题中也常会遇到具扇状波结构的解. 例如, 文献 [39] 讨论了激波对光滑固壁的反

射问题, 文献 [40] 证明了超音速气流越过三维薄翼时含附体激波局部解的存在性, 它们也属于具高维

扰动的类一维问题的结果.

4 花状波结构: 本性高维问题

许多高维的问题并不能视为一维问题的扰动, 这类问题称为本性高维问题, 它们在各类应用问题

中出现, 也因为其在应用上的重要性而备受人们所重视. 本节将例举几个重要的应用问题.

4.1 锥形体超音速绕流

对一个给定物体的超音速气流绕流问题, 是高维非线性守恒律方程组研究中一个著名的问题. 当

超音速气流越过一个给定物体时,一般在物体前方会产生激波.当该物体具有钝前缘时,在其前方的激

波是脱体的. 而当该物体为具有尖前缘的薄翼或尖头的锥形体时, 这个激波会附在物体的尖前缘. 激

波的出现对于物体周围的流场以及物体的受力状态都会产生很大的影响. 因此, 清晰地了解超音速绕

流问题中在物体周围的气流的流动性态十分重要, 从而甚令人关注. 对于超音速气流越过三维薄翼的

问题, 可以视为一维问题的高维扰动来处理 [40]. 但当超音速气流越过尖头锥形体时, 整个问题就不能

视为一维问题的扰动. Courant 和 Friedrichs 在文献 [1] 中指出, 当超音速气流越过一个顶角小于临界

角的正圆锥时, 可以用解常微分方程的打靶法确定附体激波的位置与激波后的流场. 对于一般的锥型

物体, 为决定物体周围的流场, 就必须依赖于对偏微分方程边值问题的讨论. 这时, 最困难的地方就在

于决定该物体头部周围的流场. 对此, 文献 [41] 对位势流方程的情形进行了讨论.

为了解锥体头部周围的激波结构, 可先讨论定常流的情形, 即不依赖时间 t 的方程. 而且, 采取极

坐标系是有方便之处的. 取位于锥体内部且过锥体顶点的一直线为轴, 以 (z, r = R/z, θ) 为坐标, 其中

(z,R, θ) 为通常的极坐标, 则定常位势流方程可写为

z2a00ϕzz + a11ϕrr + a22ϕθθ + 2za01ϕzr + 2za02ϕzθ + 2a12ϕrθ + a1ϕr + a2ϕθ = 0, (4.1)
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其中

a00 =

(
v3
a

)2

− 1, a11 =
(vr − rv3)

2

a2
− (1 + r2), a22 =

1

r2

(
v2θ
a2

− 1

)
,

a01 =
v3vr
a2

− r

(
v23
a2

− 1

)
, a02 =

v3vθ
a2r

, a12 =
vrvθ
a2r

− vθv3
a2

.

如将锥体的表面用 r = b(z, θ) 表示, 将激波面用 r = s(z, θ) 表示, 则物面与激波上的边界条件分

别为

(b+ zbz)ϕz +
bθ
r2

(
ϕθ

z

)
− (1 + b(b+ zbz))

(
ϕr

z

)
= 0, (4.2)((

ϕr

z

)2

+
1

r2

(
ϕθ

z

)2

+

(
ϕz −

rϕr

z
− q∞

)(
ϕz −

rϕr

z

))
H −

(
ϕz −

rϕr

z
− q∞

)
q∞ρ∞ = 0. (4.3)

在方程 (4.1)中二阶导数前有退化因子,它来源于尖锥顶的奇性. 这个奇性与原本具有的非线性、不定

边界等因素的联合造成新的困难.文献 [41]利用部分速度图变换与区域分解及非线性交替迭代相结合

的方法证明了如下的结论, 其部分想法在文献 [42] 中已用到.

定理 4.1 设锥体的表面由 r = b(z, θ)) 给定, q∞, a∞, p∞ 和 ρ∞ 分别表示来流的速度、音速、压

力与密度, 若以下条件满足:

(1) q∞ > a∞(γp∞
ρ∞

)1/2,

(2) min b(0, θ) 6 b0, 其中 b0 是由 q∞, p∞, ρ∞ 决定的临界值,

(3) ∂k
z b(0, θ) = 0 (1 6 k 6 k1), 以及 ∥b(0, θ)− b0∥Ck2 6 ϵ0 对适当的 ϵ > 0 与整数 k1 和 k2 成立,

则对锥体的超音速绕流问题存在一个弱熵解, 它具有附着于顶点的锥状激波.

在物理空间中观察所考虑问题的图象. 从锥体顶点发出两个锥形面, 含在里面的为原锥体的表面,

包在外面的为激波面. 整体形状如同含两个花瓣的花朵, 故称这样的波结构为花状波结构. 当方程含

多重特征面, 或所涉及到的物面更复杂时, 花状波结构的形态也更丰富.

当头部的含附体激波解获得后, 即可进一步讨论该解及相应激波的发展, 从而在对锥体的适当假

定下得到在全空间中整体解的存在性以及其渐近性态 [43, 44].

4.2 激波反射

高维非线性守恒律方程组研究中另一个著名的问题是激波对斜坡的反射问题.在行进中的激波遇

到一个障碍物时, 会被物体反射. 如果该障碍物的表面是光滑的, 文献 [39] 获得了激波反射问题局部

解的存在性. 当该障碍物的表面非光滑时, 情形就相当复杂. 激波对斜坡的反射问题是由此抽象出来

的一个典型问题. 考虑两个空间变量的情形, 当一个平面激波沿水平方向前进, 遇到一个斜坡时就会

被斜坡反射. 不同角度的斜坡会导致截然不同的反射图象. 设激波前后的流体状态为常态, 斜坡也是

平面斜坡, 又以激波到达斜坡足的时刻为 t = 0 时刻, 则将整个问题在用偏微分方程的边值问题描述

时, 它在伸缩变换 t → αt, x → αx, y → αy 下保持不变. 故问题的解也应在这一变换下不变, 这样的

解称为自模解 (或自相似解). 如果该自模解中含有若干非线性波 (例如表现为一些间断面), 则这些波

随时间增加而不断扩展. 在时空的乘积空间中就可得到花状波结构.

为得到自模解,可以引入变量 ξ = x/t, η = y/t,从而将问题化为以 (ξ, η)为变量的低一维问题.这

样的问题称为拟定常问题, 因为在问题中变量 t 已不明显地出现. 通过变换将问题中的自变量个数减

少一个,自然会带来不少的便利,但其代价是必须考虑问题的整体解.而且,非线性守恒律方程组 (1.1)

是双曲型的,而通过引入自相似坐标所诱导出的新方程 (或方程组)一般是混合型的. 关于这一点我们
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Mach 

图 1 正则反射 图 2 Mach 反射

在第 5 节中将做进一步的说明.

回到平面激波被斜坡反射的问题. 设一个与水平面垂直的平面激波自左向右行进, 在 t = 0 时刻

遇到一个倾角为 θ 的斜坡. 则当 θ 接近于 π
2 时, 反射波从平面激波与斜坡的交点发出, 然后弯曲至水

平面并与水平面垂直相交. 反射激波面构成一个鼓包, 这个鼓包将随时间行进而不断扩大并保持形状

不变. 这样的波结构称为正则反射 (见图 1). 相反, 当斜坡倾角 θ 较小时, 入射平面激波与反射波的交

点就不在斜坡上, 而要通过另一个称为 Mach 杆的激波与斜坡相连接. 此外在激波、反射波与 Mach

杆的三叉交点后面还会有一个附加的接触间断. 这样的反射模式称为 Mach 反射 (见图 2), 而前述的

激波、反射波、Mach 杆加一个接触间断的波结构称为 Mach 结构 [45]. 这样的结构在实验和计算中都

得到了验证, 但是理论上的证明一直是空缺的. 数学家们首先试图在一般 Euler 方程组 (1.1) 的各种

简化模型中证明上述结论. 例如 Keyfitz 等作者 [46, 47] 以不定常跨音速小扰动方程 (UTSD 方程)ut + uux + vy = 0,

uy − vx = 0
(4.4)

为模型证明了激波正则反射问题的解的存在性. 最近, Chen 与 Feldman 等作者 [48,49] 以位势流方

程 (1.4) 为模型证明了激波正则反射问题的解的存在性:

定理 4.2 对于一个给定的一致超音速来流, 可以找到角度 θc 与常数 α > 0, 使得当斜坡倾角

θw ∈ (θc,
π
2 )时,方程 (1.4)具有一个整体自模解, 它具有激波正则反射的波结构; 此解在斜坡上满足固

壁边界条件, 在激波面上满足 Rankine-Hugoniot 条件与熵条件. 这个解是整体 C1,α 正则的, 在激波与

音速线外是 C∞ 的. 此外, 当 θw → π
2 时, 该问题的解趋近于正激波问题的解.

对于 Mach反射问题,至今尚无整体解存在性的结果.从解的局部结构来看,对于定常流与拟定常

流都可以证明这样结构的稳定性. 文献 [50–52] 已证明了如下的结论.

定理 4.3 在 (x, y) 平面上, 若有一个平坦的 Mach 结构, 即从一点发出的入射激波 S1、反射激

波 S3、Mach 杆 S2 以及接触间断 D 均为直线, 波前状态 U0、入射波与反射波间的状态 U1 以及入射

波与 Mach杆间的状态 U2 都是常态,且 U0 为超音速流; 若 Ũ0 与 S̃1 为 U0 与 S1 的非平坦扰动,则只

要 ∥Ũ0 − U0∥C2+α0 < ϵ, 整个 Mach 结构仍保持, 且存在 C > 0, 0 < α < α0, 使扰动后的反射激波 S̃3、

激波杆 S̃2、接触间断 D̃ 满足

∥ϕ̃i(x)− ϕi0x∥C2,α < Cϵ,

其中 ϕ̃i(x), ϕi0x分别为表示曲线 S̃3, S̃2, D̃ 以及 S3, S2, D 的函数. 在相应区域中的流动参量 Ũ1,Ũ2,Ũ3

的扰动满足

∥Ũi − Ui∥C1+α < Cϵ.

325



陈恕行: 高维非线性守恒律方程组

在以上定理中流体扰动的表达方式以及定理的证明可参见有关文献, 这里从略. 需特别说明的是,

在反射激波 S̃3 的流动状态可以是超音速的, 也可以是亚音速的. 据此, 可以将 Mach 结构分成椭圆 -

椭圆型 (E-E 型) 结构与椭圆 - 双曲型 (E-H 型) 结构. 而在后一种结构的稳定性的证明中会涉及到非

线性混合型方程的研究.

4.3 高维 Riemann 问题

在第 1节中已说到,在含一个空间变量的非线性守恒律方程组的研究中, Riemann问题是最基本和

重要的问题,它的特点是初始资料在原点两侧取不同的常状态,从而在伸缩变化下不变.高维 Riemann

问题的初始资料也应该是在伸缩变换下不变的. 以两个空间变量的情形为例, 若初始平面可以分成若

干个角状区域,且初始资料在这些角状区域中为不同的常状态,则这样的初值问题就称为高维 Riemann

问题.

例如,类似于一个空间变量的情形,我们可以提出寻求含变量 t, x, y (不依赖变量 z)的方程组 (1.1)

的 Riemann 问题, 即寻求它满足初始条件

U(0, x, y) = U0i, 若
2(i− 1)

3
π − 1

2
π < θ <

2i

3
π − 1

2
π, (4.5)

的解, 其中 U0i 为常值向量, θ = arctan y/x. 在原点影响区域以外的地方, 这个 Riemann 问题局部地

可视为一个含单个空间变量的方程组的初始值问题,它会产生一些平行的非线性波.于是,在不同方向

上来自无穷远处的各类非线性波会相交或相互干扰, 整体的波结构就会十分复杂. 对这样的问题首先

想到的就是求其自模解. 这个解在时空空间中必定是具有花状波结构的解. 高维 Riemann 问题虽然

早就引起人们的注意 (如文献 [53]), 但目前还没有一个一般的处理办法, 仅在很特殊的情形下能获得

解的存在性.

一个特殊的情形是在楔形区域中气体向真空的扩散.若初始时刻在一个楔形区域中有静止的常态

气体, 在该楔形区域外为真空, 在 t = 0 时抽去区域的边界, 则气体就往真空中扩散 [54]. 这个问题也

被称为水坝坍塌问题 (dam-collapse problem), 在一个楔形的水库中存放的水在水坝突然全部坍塌时,

水流就流向水库外. 因为浅水波方程与向真空扩散的气体所服从的 Euler 方程相似, 故上述两问题

实质相同. 由于一维情形下静止常态气体向真空的扩散可以用单个完整的中心疏散波表示, 所以当楔

型区域的边界被突然抽去时, 我们遇到的只是两个中心疏散波的相互作用, 这就使问题比一般的二维

Riemann 问题大大简化了. 一般的二维 Riemann 问题在求自模解时会遇到部分区域双曲、部分区域

椭圆的混合型方程,而真空区域的出现使得椭圆区域退缩为一点,从而只需考虑一个纯双曲的问题. Li

和 Zheng 在文献 [55] 中证明了这一问题解的存在性, 并对解的性质以及特征分布作了深入的分析. 他

们还由此发展了特征分解方法, 它将是处理拟定常问题的一个有用的工具.

另一个特殊情形是 Chaplygin 气体的二维 Riemann 问题. 状态方程为 p = a − 1
ρ 的气体称为

Chaplygin 气体, 由于该气体特殊的状态方程, 它的中心疏散波退化为零宽度的非线性波, 恰如具备反

向跃度的激波. 文献 [56,57] 对 Chaplygin 气体的 Euller 方程组的二维 Riemann 问题进行了详细的研

究. 此时, 在椭圆区域外诸非线性波的相互作用可以用代数方法全部定出. 于是, 问题进一步就化成一

个退化椭圆方程的 Dirichlet问题.文献 [57]在等熵的条件下给出了 Chaplygin气体 Euler方程组的二

维 Riemann 问题各种情形下非线波的全部结构.

Riemann问题的特点是它的初始资料在各个扇形区域中解取为常值.如果在初始平面上允许某些

区域为禁止流体进入的固体, 并在 t > 0 时保持如此, 则可得到一个初边值问题, 并可考虑它的自模
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解. 这样的初边值问题称为 Riemann 初边值问题.我们发现,很多物理上重要的边值问题也可以视为

Riemann初边值问题来考虑.例如,在 (t, x, y)空间中讨论以 (1.4)描写的流动.若给定 θ0 为在 (0, π/2)

中的一个角度, 给出 (1.4) 的初始资料为

U =


U0 = (u0, 0, ρ0),

π

2
< θ < π,

U1 = (0, 0, ρ1), θ0 < θ <
π

2
,

(4.6)

而 −π < θ < θ0 为流体禁入区域. 又要求状态 U0,U1 可决定一个向右的激波, 则 (1.4) 在区域 (0,∞)

× {θ0 < arctan(y/x) < π} 中的初边值问题就可用以描述运动激波被斜坡反射的问题. 但是, 形式为

(1.4), (4.5) 的初边值问题可包含更丰富的内容. 例如, 若 θ0 为小于零的一个角度, 就导致运动激波绕

一个凸角的问题. 又如, 若在 t = 0 时的状态 U0, U1 可决定一个向右的疏散波, 就得到疏散波被斜坡

反射或疏散波绕射凸角的问题. 这些都是很值得研究的问题.

Elling 和 Liu [58] 研究了一个运动的楔冲击静止气体的问题. 给定一个无限延伸的尖楔, 在 t = 0

时刻它突然以一个恒定的速度冲向静止的常态气体, 则在楔的外方会产生一个激波. 如果楔的运动速

度是超音速, 则在其顶角不超过一个临界值时, 这个激波必定是附体激波. 利用相对运动的观点, 将楔

视为静止,它所占的区域为气体禁入区,而在初始时刻给其周围气体一个速度 (与前面所说的楔的速度

绝对值相同, 方向相反), 即可得到相同的运动与周围的非线性波结构. 故这个问题也可视为 Riemann

初边值问题, 文献 [58] 建立了此 Riemann 初边值问题解的存在性.

5 整体弱解与混合型方程

高维非线性守恒律方程组理论的进一步发展依赖于对混合型方程的深入研究. 首先我们指出, 混

合型方程的出现在高维非线性守恒律方程组的研究中是不可避免的. 以含两个空间变量的位势流方

程 (1.4) 为例, 在自模坐标变量 ξ = x/t, η = y/t 下, 方程 (1.4) 可以写为

(c2 − (ϕξ − ξ)2)ϕξξ − 2(ϕξ − ξ)(ϕη − η)ϕξη + (c2 − (ϕη − η)2)ϕηη = 0, (5.1)

其中 ϕ 是速度势, (ϕξ, ϕη) = (u, v). 容易计算得该方程的判别式为 ∆ = c2(c2 − (u− ξ)2 − (v − η)2), 因

此当 c2 > (u − ξ)2 + (v − η)2 时方程为椭圆型, 而当 c2 < (u − ξ)2 + (v − η)2 时方程为双曲型. 所以,

在离原点很远处方程必为双曲型, (ξ, η) 全平面上, 又总能找到点使在该点 (u, v) = (ξ, η), 从而在这点

附近方程为椭圆型. 于是, 在全平面上方程 (5.1) 为混合型.

对于描述定常流的方程组, 当速度为超音速时该方程组为双曲型, 当速度为亚音速时, 方程组就

含有两个虚特征, 从而可称为双曲 - 椭圆型. 在设法撇去流特征后就得到混合型方程.

在上节中遇到的激波被斜坡反射的问题就会导致混合型方程的边值问题. 幸运的是, 在正则反射

问题中,在双曲区域的流动可以从 Ranline-Hugoniot条件出发用代数方法确定诸流动参量以及音速线

的位置. 于是, 混合型方程的边值问题就简化成了一个退化椭圆型方程的边值问题. 但是, 如果讨论疏

散波被斜坡的反射, 就必须整体地考虑非线性混合型方程的求解. 这时, 变型线的位置是待定的, 且在

变型线附近的双曲区域中特征分布呈现从横截到相切的复杂现象 [59].

下面, 我们再介绍几个重要的物理问题, 从数学的角度对它们讨论时都涉及到定常跨音速流或混

合型方程, 且在变型线附近的性态各具特点 (亦参见 [60]).
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5.1 E-H 型 Mach 反射

如上节中提到的, 在出现 Mach 结构的激波反射问题中, 根据反射激波后气体速度是亚音速还是

超音速可以将 Mach 反射分为 E-E 型与 E-H 型两种, 在 E-H 型 Mach 反射的研究中会碰到混合型方

程. 对于含两个变量的定常流或拟定常流来说, 在 E-H 型的 Mach 结构中接触间断线的位置虽然是未

知的, 却可以通过 Lagrange 变换将它变成坐标线. 在设法撇除流特征后, 用以描述气体运动的方程就

可化为一个二阶非线性混合型方程. 由于接触间断线上流动参量有间断, 所以这个混合型方程的系数

也是有间断的. 在变型线上未知函数满足由 Rankine-Hugoniot 条件所导出的连接条件. 有意思的是,

这个非线性混合型方程的线性化方程恰是 Lavrentiev-Bitsadze 方程

sgn y
∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
= 0. (5.2)

后者最早由 Lavrentiev 与 Bitsadze 引入, 它本是为研究混合型方程而设计的一个模型方程, 现在恰在

实际的物理问题研究中发现了它的应用. 关于定常 E-H 型 Mach 结构的稳定性已在文献 [52] 中得到

了证明.

5.2 de Laval 喷管

de Laval喷管 (见图 3)是工程与实验中用于生成超音速气流的装置.这个喷管两头粗、中间细. 气

流从一端进而从另一端出. 已知亚音速气流在行进中通道变窄会促使速度增加, 而超音速气流则恰好

相反, 它在行进中通道变窄会促使速度降低, 而通道变宽会促使速度增加. 于是, 如果在适当管道形状

的设计以及来流速度的控制下, 在入口处的亚音速流可以在喷管的喉部处气体速度恰好达到音速, 然

后在管道再扩张时转化为超音速流. 在管道中形成的超音速流有可能一直流向出口处而直接喷出, 也

有可能在某些条件下生成一个激波, 在越过此激波后再次变为亚音速流从出口处喷出. 在文献 [1] 中,

Courant和 Friedrichs又作了这样的猜测: 在入口处一定的速度范围内,可以用出口处的压强来控制管

道内的流动. 使得经过喉部的超音速流又会生成一个激波, 在越过激波后变为亚音速流并在到达出口

处流体的压强等于所控制的压强. 此外, 在出口处的压强变化可用来控制流管中激波的位置.

已有很多作者关心于这个问题, 并展开了一系列的研究, 参见 [61–63]. 局限在超音速段来看, 文

献 [64–66] 已经证明, 用出口处的压强确实可以控制超音速段气体所产生的激波位置. 此时, 管道不断

扩张的特点是至关重要的. 但由于在 de Laval 喷管的喉部流动是跨音速的, 故为了整体地了解在 de

Laval 喷管中的流动并最终证明文献 [1] 中的猜测, 必须讨论混合型方程的求解并详细研究解在变型

线附近的性质.

x

图 3 de Laval 喷管
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x

图 4 机翼的跨音速绕流

5.3 机翼的跨音速绕流问题

考察机翼的绕流问题 (见图 4). 当来流是亚音速时,在机翼头部一般不会产生激波.但即使来流是

亚音速的, 由于物体表面的弯曲, 在表面附近流速一般会增加. 于是, 若无穷远处未被扰动的常态气流

速度较小, 则可能在被绕流的物体的整个区域中都是亚音速气流. 相反, 若来自无穷远处的气流速度

较接近于音速, 则在物体表面就有可能出现超音速的区域. 从而在物体的整个外部区域中的流动是跨

音速的 [67]. 对于前一种情形,描述流动的方程是椭圆型的,其解的存在性、唯一性等问题已被解决. 对

于后一种情形, 需要用混合型方程来描述流动, 问题就复杂得多. Morawetz [68, 69] 进行了深入的研究

后指出, 在机翼的两个侧面出现超音速区域时, 整体光滑的流动是不稳定的, 从而实际上不可能出现.

一个猜测是, 在超音速区域的后方可能还会出现一个激波, 气体越过这个激波后重新回到亚音速状态.

这种情况似与 de Laval 喷管的情形有些相似. 但是, 由于在本问题中未知的音速线还将与与未知的激

波相交, 因而其讨论更为困难.

基于流动的细致结构的复杂性, Morawetz [70] 建议先不讨论音速线与激波的位置, 而在 L∞ 空间

中寻求弱解, 这时补偿紧的方法将发挥其作用. 文献 [71] 从粘性消失法出发对此作了尝试, 在关于近

似解的流速与流向角的一致有界的假设条件下得到了熵解的存在性.

5.4 钝头超音速绕流问题

在超音速气流绕流问题中, 当障碍物是钝头体时在障碍物前方生成的激波是脱体激波 (见图 5).

设来流是均匀的超音速气流 (相当于物体以特定的超音速在静止的气体中运动).由于在正前方来流与

激波面接近于垂直, 故激波后必定为亚音速流. 另一方面, 由于实际被绕流的物体都是有限的, 所以在

离物体较远处,激波与来流的夹角就很小,从而越过激波气流受到影响不大,故仍保留为超音速.于是,

在激波与物体表面之间的整个区域中存在一个跨音速气流, 它需要用混合型方程来刻画. 此外, 在这

个问题中脱体激波与音速线的位置都未知,它们只能在求解的过程中得知. 于是,在这一问题中集中了

非线性、不定边界、方程类型的转换、整体求解等诸困难因素的综合. 对于这样的问题, 尽管在应用上

x

图 5 钝头超音速绕流
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十分重要, 但至今只有计算与实验的结果. 理论上关于解的存在性等结果尚是空白的.

6 结语

总之, 高维非线性守恒律方程组的研究, 虽已取得了很大的进展, 就整体来说尚不成熟. 其局部经

典解的理论已经建立,而在弱解理论的研究中,关于局部解的理论与非线性波的结构的成果距完备尚相

差很远. 虽然关于具扇状波结构的解的研究已渐趋完整,但对于具花状波结构的解的研究才刚刚开始.

进一步的研究强烈地依赖于对非线性混合型方程的了解, 这可能是最困难也是最被期望取得突破的

难题.
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Multidimensional nonlinear systems of conservation laws

CHEN ShuXing

Abstract In this paper, we review the history and progress of the study in the field of multidimensional

nonlinear systems of conservation laws. The course of the study can be described as local classical solutions,

solutions with fan-shaped wave structure, solutions with flower-shaped wave structure, global solutions and mixed

type equations. According to this line, we introduce main results obtained in recent decades, and present some

open problems and difficulties.
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