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完全保持能且守恒的可压缩流体时
一空差

分格式和协调的分解算法

曾庆 存 张 学 洪
( 中国科学院大气物理研究所)

摘 要

本文通过坐标变换法或变量变换法对原始方程进行 了变换
,

最终设计出一 些完

全保持总能量守恒和总质量守恒等整体性质的时
一空差分格式

,

从而完全解决了计算

稳定性问题
.

文中还提 出了一种协调的分解算法
,

其中只需逐个求解一维空间非定常问题
,

就

可以构造出完全保证计算稳定性且使用非常经济的追赶公式求解
,

使计算量大大减

少
,

便于在 日常工作中应用
.

用差分法或者谱展开法来求各种数学物理方程的近似解时
,

计算稳定性和计算准确性是

两大基本问题
.

但只有当具有计算稳定性时才能谈得上计算的准确 度问题
,

所以
,

计算稳定性

问题显得非常突出
.

一般说来
,

如果原来适定的数学物理方程的整体性质
,

在计算格式中仍然成立
,

则才有计

算稳定性
.

在理想流体动力学方程中
,

有能量守恒等这些整体性质
,

已被广泛地用来设计计算

格式
`

可以证明 : 能量守恒 (严格地说是平方守恒 )是保证计算稳定性的充分性条件
.

但对可

压缩流体
’

(例如正压和斜压大气原始方程 ) 来说
,

目前 国内外已发表的格式都只能保证瞬时能

量守恒
,

一当再沿时间作差分时
,

都不能保证具有完全的能量守恒
.

因而计算稳定性问题没有

完全解决
.

曾庆存和季仲贞等
〔卜31
指出

,

对于一维平流方程 (或称激波方程 )和二维不可压流体

的涡度方程的格式
,

只要不具有完全能量守恒或能量衰减的性质
,

都可以找到一些计算不稳定

的特解
,

即使具有瞬时能量守恒性质的 iL vll 格式和 A r ak a w a
格式也不例外 (如果时间方向用

中央差分的话 )
.

由此看来
,

设计完全保持能量守恒的时
一空差分格式是非常重要和很值得研

究的问题
.

事实上
,

只要充分分析原物理问题的能量守恒方程的推导过程
,

我们是可以找到设

计这种格式的途径的
【们 .

在这基础上
,

我们得到了对任何初始场都能严格保持能量守恒的时一

空差分格式
,

从而完全解决了计算稳定性问题
.

一
、

坐 标 变 换 法

先从正压大气原始方程说起 :

本文 1 9 8 0 年 1 2 月 1 1 日收到
.
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其中符号均为一般常用的
.

为简单起见
,

设边界为 x ~ o , L l 和 y ~ 0 , 乙: ,

并设在边界上有

j
、 、2连

月ù、护
`

fI
t、

刚壁条件
.

这时 ( l) 一 ( 3 ) 式具有能量守恒和质量守恒
:

享 {
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在 ( 4) 式中
,

被积函数有一个因子 币(
二 , y ,

)t
,

它使按常法来设计差分格式时
,

不能保证

有完全的能量守恒
.

曾庆存
1)
在 1 9 6斗年曾提出坐标变换法来克服这个困难

,

并由此设计了一

种保证完全能量守恒的格式
.

今先对该法作一介绍
,

设新坐标为 :

、 .了、产`U如Z
廿

r、了̀、夸~ 杏(
x , y , t

)
, 刃 ~ 刃(
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.
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己(夸
, 刀) _ 二 / 、 ,

二 , 丁一一一一了 一 甲 / 连牲
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Z、2.、

夸( o , 夕, , ) ~ o ,

, (
x , 0 , t ) ~ o ,

萝( L l ,

夕
, t

) ~ l
,

, (
x , L : , ,

) ~ l ,

则 ( 4 ) 式变为 :

李 (
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(经生竺
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(注意
: 因 币为正

,

故由 ( 7 ) 式可知
,
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.

不难验证它们满足 ( 7 )和 ( 8) 式
.

在新坐标系中
,

( l) 一 ( 3 ) 式变为
:

豁
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豁
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爵
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l) 曾庆存
:
计算稳定性问题

, 1 96 4 (中国科学院地球物理研究所的学术报告 )
.
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今用有限差分法
.

设空间步长为 (跨
, 8砂

,

时间步长为 舀̀ ; 歹, 一 i跨
,

衍 一 i勃
,

` 一
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…
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, l
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J
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关于 刀 方向的差分和 ( 17 )
,

( 1 5) 式有相同的形式
.

( i = I )
.

于是差分格式可取作

幽 +
”

a ,

但
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仿照文献 L4 ,

5] 亦可将此格式称为灵活性差分格式
,

其中 吸
,

凡
, 1 等为灵活性常数

,

可交替
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取某一个不为零
,

而其余为零
.

由此可得到分解算法
.

又
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其中带星号的量为该量沿时间和空间的某种线性组合或平均值
,

而 U * , V * , 。气
:
气 y *

则可

由 ( 12 )一 ( 15 ) 式
,

按相应的数值求积公式和差分法求得
,

其中被积函数取为相应的带星号的

值
.

不管 u * , V * , G 二 , G , ,
E 3 ,

E ;
取任何时刻的值

,

皆可由 ( 19 ) 式和刚壁条件导出总能量守

恒 :
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其中
。 ; ~ l ,

当 i 笋 0 , I ; s ; ~ l / 2 ,

当 i ~ 0 , I ; 。 s 与此相似
.

顺便指出
:
在计算中 u * ,

V气 价
* ,

广
,

尹 等以取为前一时刻的值 (或前些时刻的平均

值 )更方便 ; 但考虑到动能和位能的相互转换过程
,

在 `
二 , G y , E 3和 E 4

中
,

币* *

以取 历再加

上空间平均为宜
.

这种格式要计算 aE
, E ;

以及 U * , V * , x *
等

,

增加了计算量
.

但平流项保持原来的简单

形式
,

而且当用分解算法时
,

和地转适应过程相对应的方程可用显式差分求解
,

这些却带来不

少方便之处
.

二
、

变 量 变 换法

如果仍取原来的自变量 (
r , y , ,

)
,

但 因变量用

u 二 了下
“ , v 二 了下

。 ,

价
,

( 2 1)

则 (匀 式不变
,
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从而亦可以消去因子 价
,

且 ( 2 2 ) 式中被积函数为三函数的平方和
,

这点尤为方便
.

当使用 ( 2 1) 式时
,
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其中 必 二了万
.

相应的差分格式是
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其中带星号的量可以取任意时刻的值
,

而有
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2
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( 2 6 )

格式 ( 2 4 )式不仅保持质量守恒和能量守恒
,

而且计算量可能不增加
.

虽然左端与
“ * , , *

有关的量虽然看起来比较复杂
,

但以下两节我们将说明
,

这时可以方便地使用沿
x , y 交替分

解的算法
,

反而有可能减小计算量
.

另外
,

虽然 内
,

试和 丙
,

成诸项中包含有非平流过程
,

但由

于是隐式格式
,

只要解法得当
,

仍可取得优于单纯平流过程的时间步长
.

三
、

协调的分解算法

以下以求解 ( 2 4 ) 式为例
,

提出一些协调的分解算法
.

1
.

取 al ~ 试 ~ 内 ~ 姚 ~ 0
,

&
’

一 占t/ M
,

按下列差分方程计算适应过程经过M个 8t’ 所
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一几
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其中 中* 由初值或每一小时间步的初值给出
.

2
.

其次取 尸
、 ~ 风 ~ 了 ~ 0

,

用由 ( 27 ) 式算得的 M &
,

时刻的 U , V 作初值
,

并由这 M个

小时间步的
“ , t, ,

币计算 *u
,

尹
,

按下列公式计算一步主要由平流过程引起的变化

1

~ 一 a l 一
2
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十乙舀+
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l
如此循环下去

,

由于 ( 2 7 ) 和 ( 2 5) 式都完全保持能量守恒
,

故总的结果仍然完全保持能量

守恒
.

类似的分解算法我们已经大规模的试验过叩
,

即使作长时间的计算
,

按分解算法算得的
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结果和按原格式计算的结果也相差非常小
,

而计算量可以减为原来的 15/
.

还可将 ( 2 7) 和 ( 2 5) 式分别再分解为一维空间的问题
,

并用追赶法求解隐式差分 格 式
.

这样可以更省时间
,

而且 由此所得的分解法每一步仍保持能量守恒
,

因而也是计算稳定的
.

这

种做法还可以进一步完善化
.

因为在一般情况下
,

风场和气压场处于准地转平衡
,

故 ( 2 7 ) 式

每个方程的右端每一项都是大量
,

但两项之和却是小量
.

因此若不作适当处理
,

直接将二维问

题分解为一维问题来求解
,

将会出现预报场在时间上的大起大落现象
,

这是很不方便的
,

有时

也会引起很大的麻烦
.

如果经过适 当处理使右端每一项均为小量
,

则将二维问题分解为一维

问题来求解就不会 引起任何麻烦了
.
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,
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为已知函数
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,
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,

且

v
, ,

(
· +
豁) _ v

,

(
” +
豁)

, 。
, ,

(
” +
影) 一 F

,

(
· +

黝
,

( 3 3 )

}二
、

止
叮

v 二 (
。 +轰[,

, +

斋 ])

( 3 4 )

。 .
么 〔币

, , ,

+ 。
,

(
” +
盖[。

’ +

锐 ]) ]
,

J y

凡一仰一 功
` ” ~ 一夕

: 占l

Zm
,

m
, ,

[中
* F 一 (

。 + 六[ , , +

粉 ]) ( 3 5 )

+ 。 * F
, ·

(
· +六〔。

’十

斋 ]) ]

仅 一 0
, l ,

…
, 二” 一 1 )



第11 期 曾庆存等 :完全保持能量守恒的可压缩流休时一空差分格式和协调的分解算法6 1 1 3

一 U
’

“叶
罕

,
一

,

会
: v

,

叶̀
令

’ 十 。
, ,

`
” `

竿 ,〕

一 V
` ’

卜
`

罕
,

一
: ,
会

〔v
·

(叶罕 ,+ v
, ,

介
`

嘿 , l ( 3 6 )

(。
`

~ o
,

l
,

2 ,

…
,

。 )
.

ó
协

令沁
沁UV

..1r刀̀...,、

若 U’ “ ’ ,

V’ 甸 不为小量
,

则 ( 2 7 ) 式右端就不是小量
,

从而作不作上面的进一步分解都会

有较大的变化
,

所以上述进一步分解是可取的
.

( 34 )一 ( 3 6 ) 式每一小步都保持能量守恒
,

并且易于推得

艺 艺
e ` s , 8二 a , { [ v :梦+ 。 :手+ 币: } ]`

· + ` , 一 [ v :圣+ F :梦+ 功: } ]
( , ,

} 一 0
.

其次
,

亡等则满足下列方程

一”
·

餐
+ 二

fuP + , ,f( 一 f0) 泛
,

一
、 。 ·

梦一 j06 一
( , 一 ,0) 。

一
,

:

平
一 足

平
·

它又可再分解为两步
: 第一步取

时
,

口
,

夕
,

毋不随时间改变
,

而取

~ o
,

第二步取 口1
~ 夕

2
~ 下 ~ 0

,

厂 笋 0
.

当取
`

笋 。时
,

则有和 ( 3 6 ) 式相类似的公式
,

从而有

亡(” + ` , 一 右(” ’ ~ 7 (`一 ,。 ,
警

L“ (·“ ) + 户` ” ”

“ `· + 1 )一 “ (· )

一
y

`

( , 一 `。 ,
警

〔。 (· ` ” + 。 (· ” ,

( 3 7二

( 3 8 )

下
夕

~ 0

( 3 , )

场( . + 1 ) 一 毋
`” ,

~ o

或者

右(
· +

群兴
二

) 一 亡 (
。 +

黔 一

价 (
· +

粤兴 )一 价卜
+

影) 一

, ,f( 一 l0) c([ “
罕 )+ 砂

十

sl) 卫
,

2

,
’

( r 一 、 ) [亡(叶
罕 ) + 。 卜+

影) l丝 ( 3 9 )

毋
` , + ` ’

矛
` , ,

(。
’

一 。 , l , 2
,

…
, , )

.

亡
,

价
,

毋满足
I J

艺 艺
。 ,。 , , x , , { [口子, +

i = 0 了= 0

最后
,

在经过一个时间步长 价

v (” + , ) ~ 亡(” + ` ) + v
, (” + , ) 、

中 , + 矛于, ]
`” + , , 一 [亡子, + 价于, + 毋子

, ]`
” ’

} 一 0
.

之后
,

就得到 ( 2 7) 式的解为
:

( 40 )

F ` ” + , , ~ 价` ” + ` , + V“
” + , , ,

价`” + , ) ~ 毋
`” + ` 、 + 价“

” + , ,
.

( 斗l )

由此得到的解虽不能严格地保持能量守恒
,

但由于 ( 3 7 ) 和 ( 41 )式
,

即使令
,

, co

由 u汁+1 )
,

v冲
十 ”

,

币冲
十 u 组成的场其能量是有限值

.

仍可得到

下面来分析 ( 2 5) 式
.

实际上 ( 2 8 ) 式右端每一项以及其总和都有同一的量级
,

直接再沿坐标作分解
.

用 (牡 ) 式中的 (U
”

+l)
,

俨“ 1)
作为 ( 2 5) 式的初值

,

改记作

因而可以

亡
’ 弋, ) 和
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、、了、J
J 、/ ,J魂j刀,刀竹斗连

二
护

`
、/、̀了气
、

夕叫
,

取分解过程如下 :

户一 户
` ( ff )

占t

F (” + , , 一 户

占 t

则有

i f占
, u *

( 户 + 户
` ( ” ) )

.
,

a
二

( 户 + 户
` ( ” )

) 1
~ 一“ 一 !

一
十 “

-

—
l

,

4 L 刀二 舀x J
-

_
_ ,

1 f a
, t, *

(户+ F (· + , ’
)

. _

, 。 ,

( 户+ F `。 + , ,
) 1

一 一 。 — l

一
,
一 F

—
l ,

4 L 舀y 占y J

I J

艺 E
。 ` s ,a 二 a ,

[ F圣}
。 + ` , 一 r 于l

, , ] 一 。 ,

i = O 了= 0

其中 F 分别为 u 或 v
.

为了取得更好的结果
,

下一步可将 ( 3 3 )一 ( 3 5 ) 式以及 ( 42 )一 ( 4 3 ) 式的过程颠倒过来
,

如

此交替下去
.

上述分解算法 ( ( 3 3 )一 ( 4 4 ) 式 )可称为协调的分解算法
.

它保证计算稳定性
,

而且克服不

协调的困难
.

应该指出
,

MaP q y K 的方法 ` 7] 应用到可压缩流体中去是不能保证能量守恒的
,

而

且当沿空间坐标再分解时
,

显然又有可能出现不协调的困难
.

四
、

先叙述求解 ( 42 )一 ( 4 3 ) 式的追赶法
.

追 赶 法

以 ( 42 ) 式为例
,

并将 F 改记为 尸+1
,

这时有

/了.、
、

脚一
价一欲8t一欲4 F ,+ ` + 坐

“ 六, + 。产

2

F渭 一

_

* . *

二止岁三
F曰 - 旦

王丝兰竺 + “ *

鱼五二、
,

吞男 吞工 /

4 F扩
,
十

4 F犷
+ l 一

u
犷F r+

,
= 4 F盆

。
六

: F心 ~ 4 F犷

u

护F r ( i ~ l , 2 ,

…
, I 一 1 )

,

+ 坐
。
六

; F --ll
.

衍价一欲Bt一衍

a t 。 产+ u 允1

占x Z

占I

a l
~ 一 一

占才

“
六

: ,

占t

占x

“
六

1
+ “ 产

2

c 。 一

窦
“
犷

’

一 4 ; : 一 。`

(垫竺二
+ 。 *

旦迎望、 ( ,

\ 占工 百劣 /

~ 1 , 2 ,

…
,

I 一 1 )

~ 4 F兮一

~ 4 F犷+

鬓
“
:

,

瓮
。
六

1
·

于是 F犷
,

可按如下追赶公式求解
:

{
“

吧
一 ` ;

’

{
’ , 一 “ F房 ’

,

论翼
,

百,’.’?水
)

.

r夕
书 ,

~
z ,

( i ~ I 一 l
,

I 一 2 ,

2 0 ~ 如

…
, 1 , o )

,

( 4 5 )

( 4 6 )

( 4 7 )
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而
s, , l ,
是按另一组追赶公式计算的

:

甸 ~ 4
,

I` ~
;超: a ; ,

,i ~ 4 一 乙台一 .l

追赶公式 ( 4 7 )
,

( 4 5) 稳定的条件是

l 、 } ( l
,

: 厂, c ,

! 簇 1 ( i ~ l , 2 ,

…
, I 一 1 )

.

( 4 8 )

(斗9 )

这可以归结为
:

、 ,矛、 ,矛、 J夕
nUI,ù

受少一、夕受了了.
、 J
了、了、

a ,
l + }

c `
,提 4 ,

c ,一、
! + !

a +̀ 、
} ( 4 ( i ~ l , 2 ,

…
, I 一 l )

.

_ _ _ _ _

l * l

卿
* . ;

老掌
: `“ “

利用 ( 4 6 ) 式可得到 ( 5 0) 式成立的一个充分条件

叮
*

竺 毛 .2

占劣

这表明
,

包含非平流过程的 ( 42 ) 式
,

其时间步长 8t 可以达到单纯平流过程显式格式时间

步长的两倍
.

若直接求解 ( 2 8 ) 式
,

则可以用矩阵追赶法
.

为确定起见
,

取 F 一 u ,

此时由刚壁条件有

v 。 , 一 v ; , ~ o ( i 一 0
,

l ,

…
,

J )
,

坐丛
互二巡兰产一

“ , ` , ”
’

占x Z \ i ~ l
,

2
,

二
’

占t , 六+ 1 + ~ 1

~ 1

,

J
,

I 一 1

,

了一 1

2 ,

…
, I 一 l ,

/

l
、
几

嵘一

,

九
一 、

( i ~ 2 ,

…
, I 一 1 )

,翻一仰,
P涪J一、 曰

件一 价

/ .
_

* T了 .

(业毛
-

牛
\ O X

+ 。 * 生竺
占劣

.

占
, t, * U

.

土
_

, 占
,

v
.

\
, 「

—
. F

—
,

咨 y 吞 y /

I 一 l ) ;

( 5 3 )

( 5 4 )

( 5 5 )

仰&一即4U

0
,

l ,

…
,

J : i ~ 1 , 2 ,
·

ù一兰ù一三ù
l件|L产J.lol’’ee陈
卫

|心

、.卜.J

,

T
`、产

g , , ( 9
1了 ,

g
: i

,

…
,

g ,一 1 1

U , , ( U+fj
, , U+il

` ,

…
,

)
T ,

U r
护~ O , 1 ,

…
,

;J

则 ( 2 5) 式可表示成如下的向量方程组
:

{
” 。 U 。 +

` 。 U l
一 g。 ,

}
“ , U ! 一 , +

’

氏 U
·

+ “ U `+ , 一 g ,

L刁 z U z一、 十 百 z U .]一 9 2
.

其中
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一 Pl j一 l

一 P名 i一 l
0

0一 P J一 Z r一 1

C l

~一 A l l +
,

I ~ 0
, l ,

…
,

J 一 l

一 P z一 1 矛一 1

(夕~ 1 , 2 ,

…
,

J ) ( 5 6 )

O

O 一“ , 一 , , 4 “ , 一 , ’

一 dl 一州 4
)

( ,

一
’ 一 `’

`

,

了̀̀.......飞、、
J

了矛了,.......、、

ùóABr

lwe
. .工、 ........ee胜`

wel

容易对 ( 5为式构造出矩阵追赶公式
,

而且由 ( 5 6 ) 式可以看出
,

追赶过程只涉及很简单的

矩阵的求逆
.

可以证明
,

( 5 5 ) 式的追赶公式的稳定性条件是
:

,̀B:
’ A ,

,̀` 合
( , 一 , ,

},。 : 1· , ! ,、 合
( , 一 。 ,

,
,

一
, ,

,

l,A,一 B厂’
“ ` 告

“ 一 0 , , ,

一
, 一 , ,

,

z ,

…
,

J 一 l )
,

1

I}c s一 I B厂
,

11 ( 百 ( I 一 l , 2 ,
’

“ ,

J )
,

( 5 7 )

其中 }1
·

11是任何一种矩阵范数
.

( 5 7 ) 式成立的一个充分条件是 :

倪笋 ’ · ” ,
鬓

` 1 ,

嗯
·

,
·

“ ,
髯

、 l ,
( 5 8 )

它仍比显式格式的稳定性判据放宽了一倍
.

( 3钓 和 ( 3 5 ) 式可以经过矩阵的块分解之后
,

再用追赶法求解
.

为讨论方便起见
,

考虑如

下的隐式差分方程组

旦坦 一 一护 鱼五
,

占t 占x

d ` 二 必产

占广币 占
,

小* 厅
吕二二二

-
. -二从

一占X
( 5 9 )

御一衍
记 ( 6 0 )

{
。 ,

一 4 v : 一 2。 ,。 ,

(弩 )
`

{
。

,

一 4价:
一

。

嘿笋)
」

( i ~ l
,

2 ,

…
, z 一 l )

,

( 6 1 )

( i ~ o
,

1 ,

…
, I )

,

{
U = ( U r

+ , , U罗+ , ,

…
, U心 )

T ,

价 兰 ( 币言
+ , ,

币r+ ` ,

…
,

功r
+ ’

)
T ,

g “ ( 9 1 , 9 2 ,

…
, g卜1

)
T ,

人二 (人
。 , h , ,

…
, 人,

)
T ,

( 6 2 )
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于是可将 ( 5 9 )式 写成矩阵形式
,

(丫
`

段)(军)
一

(互)
,

( 6 3 )

其中 I , 和 1 2

分别为 I一 1和 I 十 1阶单位矩阵
,

c 和 D 分别为 (I + 1 ) x ( I一 1 ) 和 ( I 一 l) X

(, + l) 的长方阵

、、、leeleeweeeeeee于11/

2叭

z p 妈

一

{
一 dl

.

0
。 ”

·

吸

0

一口 z一 3 0

一 口 1一 2

汀 I一 1

0

一 2丙
一 i

一叮 1 0 口 -

0
一几 O 口 2

( 6斗)

0 一伪一 2 0

一丙
一 1

丙
一 2

0 伪
一 l

利用块三角分解易得
:

I -

生 c

4

( 6 5 )

、 `

、 .于/DW4Io/

!
\

几

、、 .fl,z/
口

0几
/矛r口̀..、、、
、

一一

、

1
2

苦

D4zI4lIc
产

l
、、

其中
试一2

一
八曰武一2

十4

此一40 4 十
_ 巫

4

口 l

斗

0 4 +
口圣+ 口;

4

_ 兰
4

( 6 6 )

_ 也
4

4 + 匹三垫鱼

。〕一:

4

0 4 下些
2

O _ 吐
:

2

4 十
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于是( 63)式可分块求解
:

{
_

_
.,

1 ~

评 中 ~ h 一 一 C g ,

斗

( 6 7 )

U 一 下 ( g 一 D 价.)

由于甲 是准三对角矩阵
,

故 币仍可用追赶法求解
.

注意到W具有列和行的对角线优势
,

容易证

明追赶过程是无条件稳定的
,

这使得我们可以较为 自由地选取适应过程的时间步长
.

不难估计
,

用追赶法求解 ( 42 )一 ( 43 ) 式和 ( 3 4 )一 ( 3劝 式的计算量
,

都只同最简单的迭代

方法相 当 (用矩阵追赶法解 ( 2 8 ) 式的计算量可能要大些 )
,
但时间步长可以不同程度地放大

,

因而在实用上是经济的
.

所有上面各节的方法
,

都可直接推广到斜压大气中去
.

我们用本文的方法作过许多数值

试验
,

结果表明
:
计算精度和计算速度都是很满意的

,

我们将另文发表
.
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