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摘要 本文对描述多孔介质一般非 Darcy 流的非线性方程, 提出一类数值求解的块中心有限差分算

法. 该格式保持局部质量守恒, 并能够同时获得速度和压力近似解. 在一般非均匀矩形网格上, 本文证

明了速度和压力近似在离散 l2 模意义下的二阶误差估计. 采用该格式进行的数值实验表明, 收敛阶与

理论分析一致.
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1 引言

多孔介质中的 Darcy 流在很多领域有着广泛的应用, 如油气运移和地下水污染问题. Darcy 定律

µK−1u = −∇Φ = −∇(p− ρgh)

描述了 Darcy速度与压力 Φ = p− ρgh的梯度之间的线性关系,其中 µ、ρ、g 和 h分别代表黏度系数、

流体密度、重力加速度和油藏深度, K 是渗透率张量. 上述关系由 Darcy 在 1856 年通过低速度和小

孔隙度渗透实验而得到, 参见文献 [1]. Darcy 定律的理论推导可参见文献 [2, 3].

但 Darcy定律并不能总成立,如高速多孔介质渗流. 1901年, Forchheimer通过引入一个二阶项得

到上述方程的修正方程, 用来描述速度与压力梯度之间的非线性关系, 该方程称为 Forchheimer 方程

(或者 Darcy-Forchheimer 方程):

(µK−1 + βρ|u|)u = −∇Φ,

Forchheimer定律的理论推导过程可参见文献 [4]. Darcy-Forchheimer方程可以用来描述多孔介质高速

流体的运动, 但不能描述所有的非 Darcy 流动. 于是, 一般形式的非 Darcy 流被引入, 参见文献 [5–7],

µK−1

(
kmr +

(1− kmr)µτ̂

µτ̂ + βρ|u|

)−1

u = −∇Φ,
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或者等价形式为

µK−1

(
1 +

(1− kmr)βρ|u|
µτ̂ + kmrρβ|u|

)
u = −∇Φ, (1.1)

其中 kmr 是最小渗透率, 与 Darcy 渗透率有关, τ̂ 为特征长度, 参数的意义可以参见文献 [7]. Darcy-

Forchheimer模型可以认为是 (1.1)在 kmr = 0时的特殊形式, Darcy模型可以认为是 (1.1)在 kmr = 1

时的特殊形式.

Girault和Wheeler [8] 给出了求解 Darcy-Forchheimer方程的混合元法,他们用分片常函数逼近速

度,用 Crouzeix-Raviart非协调元逼近压力. 其构造出的混合元逼近为原始混合元 [9]. 他们证明了所构

造的混合元格式的速度在 L2 模意义下是一阶收敛的,压力在 H1 模意义下是一阶收敛的. 文献 [10]用

该格式进行了数值实验. Park [11] 给出了与时间相关的 Darcy-Forchheimer 模型的混合有限元方法.

近年来, 文献 [12] 提出并分析了稳态 Darcy-Forchheimer 方程的混合有限元逼近. 其混合形式和

混合元是常见的对偶混合方程和混合元, 如文献 [13] 中的 R-T (Raviart-Thomas) 元和文献 [14] 中

的 B-D-M (Brezzi-Douglas-Marini) 元等. 同时还给出了解的存在唯一性和误差估计最优的收敛阶. 文

献 [15] 提出了混相驱油问题的混合元估计.

块中心有限差分法可看作在适当的求积公式下的最低阶 Raviart-Thomas 混合有限元法, 参见文

献 [16]. 对于扩散系数为对角矩阵的线性椭圆问题, 利用块中心有限差分法得到的速度和压力, 在非

均匀矩形网格上是二阶收敛的. 文献 [17,18] 给出了张量扩散系数的线性椭圆问题的中心有限差分法.

块中心有限差分法的应用能使我们将鞍点问题转化为对称正定问题, 这种思想还被用于多点流量法,

参见文献 [19,20].

文献 [21] 提出了 Forchheimer 数为常数的非线性 Darcy-Forchheimer 方程的块中心有限差分法.

本文考虑变系数的一般非 Darcy 问题的块中心有限差分法, 它是文献 [21] 中方法的推广. 因为在不同

方向上的速度分量的逼近值在不同节点处定义, 所以, 问题的关键是, 如何给出非线性参数

µK−1

(
1 +

(1− kmr)βρ|u|
µτ̂ + kmrρβ|u|

)
的合适逼近. 为了保证二阶精度收敛, 也为了保证离散非线性算子的单调性, 我们通过积分平均构造

一个近似值 (见 (3.8) 和 (3.9)). 我们证明该格式在非均匀矩形网格上, 速度和压力在离散 l2 模意义下

是二阶精度收敛的. 对于给定的格式, 我们给出一些数值算例来说明分析的正确性.

本文的结构如下: 第 2 节给出一些记号; 第 3 节给出块中心有限差分格式; 第 4 节给出格式的

误差分析; 第 5 节给出用该格式计算的数值算例, 数值结果表明, 计算得到的误差收敛阶与理论推导

一致.

本文用带或不带下标的 C 表示一个一般性正常数, 在不同处可取不同的值.

2 问题和记号

本节给出待解决问题的模型和一些记号.

多孔介质中一般形式的非 Darcy 流模型如下 (参见文献 [5–7]):
µK−1

(
1 +

(1− kmr)βρ|u|
µτ̂ + kmrρβ|u|

)
u+∇p = ρg∇h, x ∈ Ω,

∇ · u = f, x ∈ Ω,

u · n = fN , x ∈ ∂Ω,

(2.1)
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相容性条件为 ∫
Ω

f dx =

∫
∂Ω

fNds, (2.2)

其中 p 表示压力, u 表示流体速度. 为简单起见, 我们在二维区域 Ω = (0, 1)× (0, 1) 上求解. n 表示 Ω

边界上的单位法向量, | · | 表示 Euclid 范数, 即 |u|2 = u · u. ρ、µ 和 β 是标量函数, 分别表示流体

的密度、黏度和动态黏滞度, β 也称为 Forchheimer 数, τ̂ 为特征长度. f(x) ∈ L2(Ω) 也是一个标量

函数, 为方程组的源汇项. ∇h(x) ∈ (L2(Ω))d 是一个向量函数, 表示深度函数 h(x) ∈ H1(Ω) 的梯度.

fN (x) ∈ L2(∂Ω) 是一个标量函数, 表示 Neumann 边界条件或是流体从边界流出的量. kmr 表示最小

渗透率, 与 Darcy 渗透率有关. 关于参数更多的信息可参见文献 [7]. K 是渗透率张量, 为了简化问题,

我们假设 K = kI, 其中 k 是正数, I 代表单位矩阵.

不失一般性, 我们假设 ∇h(x) = 0 和 fN = 0. 为了简单起见, 记

a0 =
µ

k
, a1 =

kmrρβ

µτ̂
, a2 =

(1− kmr)βρ

kτ̂
, a(w) = a0 +

a2w

1 + a1w
. (2.3)

根据定义, 我们知道 a0 > 0 和 ai > 0 (i = 1, 2) 是有界的. 当 kmr = 1 时, 该问题为线性 Darcy 问题,

本文不考虑这种特殊情形. 我们考虑 0 6 kmr < 1 和 a2 > 0 的情形. 假设存在正常数 ā 和 C̄ 使得

ā 6 a0 6 C̄, ā 6 a2 6 C̄. (2.4)

利用上面的假设和记号, 问题 (2.1) 和相容性条件 (2.2) 可以写成

(
a0 +

a2|u|
1 + a1|u|

)
u+∇p = 0, 在 Ω = (0, 1)× (0, 1) 内,

∇ · u = f, 在 Ω 内,

u · n = 0, 在 ∂Ω 上,

(2.5)

∫
Ω

fdxdy = 0. (2.6)

我们将用块中心有限差分法解上面变系数问题.参见文献 [16,21]中的剖分形式和记号,用 δx× δy

来剖分区域 Ω = (0, 1)× (0, 1):

δx : 0 = x 1
2
< x 3

2
< · · · < xNx− 1

2
< xNx+

1
2
= 1,

δy : 0 = y 1
2
< y 3

2
< · · · < yNy− 1

2
< yNy+

1
2
= 1.

对于任意 i = 1, . . . , Nx 和 j = 1, . . . , Ny, 定义

xi =
xi− 1

2
+ xi+ 1

2

2
, yj =

yj− 1
2
+ yj+ 1

2

2
,

hi = xi+ 1
2
− xi− 1

2
, h = max

i
hi,

hi+ 1
2
=

hi+1 + hi

2
= xi+1 − xi,

τj = yj+ 1
2
− yj− 1

2
, τ = max

j
τj ,

τj+ 1
2
=

τj+1 + τj
2

= yj+1 − yj ,

Ωi,j = (xi− 1
2
, xi+ 1

2
)× (yj− 1

2
, yj+ 1

2
),
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Ωi+ 1
2 ,j

= (xi, xi+1)× (yj− 1
2
, yj+ 1

2
),

Ωi,j+ 1
2
= (xi− 1

2
, xi+ 1

2
)× (yj , yj+1).

这里采用不等距网格使结果更具有一般性, 同时由于实际多孔介质存在断层和复杂结构, 不等距网格

也十分必要. 我们假设剖分是拟一致正规的, 即存在与剖分无关的常数 C0 使得

ρi,j = min
Ωi,j

{hi, τj} > C0 max{h, τ}. (2.7)

为了构造格式, 我们将 Ωi,j 剖分成 4 个小矩形区域:

ΩL,T
i,j = (xi− 1

2
, xi)× (yj , yj+ 1

2
), ΩR,T

i,j = (xi, xi+ 1
2
)× (yj , yj+ 1

2
),

ΩL,B
i,j = (xi− 1

2
, xi)× (yj− 1

2
, yj), ΩR,B

i,j = (xi, xi+ 1
2
)× (yj− 1

2
, yj),

其中上标 “L”、“R”、“T” 和 “B” 分别表示 “Left”、“Right”、“Top” 和 “Bottom”. 图 1 是子区域分割

的一个简单说明, cl,m = (xl, ym). 于是, 显然得到
Ωi,j = ΩL,T

i,j ∪ ΩR,T
i,j ∪ ΩL,B

i,j ∪ ΩR,B
i,j ,

Ωi+ 1
2 ,j

= ΩR,T
i,j ∪ ΩR,B

i,j ∪ ΩL,T
i+1,j ∪ ΩL,B

i+1,j ,

Ωi,j+ 1
2
= ΩL,T

i,j ∪ ΩR,T
i,j ∪ ΩL,B

i,j+1 ∪ ΩR,B
i,j+1.

(2.8)

对于函数 θ(x, y), 令 θl,m = θ(xl, ym), 其中 l 可以取值 i 和 i + 1
2 , m 可以取值 j 和 j + 1

2 , i 和 j

均为非负整数. 对于离散函数在离散点处的值, 定义为

[dxθ]i+ 1
2 ,j

=
θi+1,j − θi,j

hi+ 1
2

, [Dxθ]i,j =
θi+ 1

2 ,j
− θi− 1

2 ,j

hi
,

[dyθ]i,j+ 1
2
=

θi,j+1 − θi,j
τj+ 1

2

, [Dyθ]i,j =
θi,j+ 1

2
− θi,j− 1

2

τj
.

同时, 定义离散内积和离散 l2 模为

(θ, ξ)M = (θ, ξ)Mx,My =

Nx∑
i=1

Ny∑
j=1

hiτjθi,jξi,j ,

(θ, ξ)x = (θ, ξ)Tx,My =

Nx∑
i=2

Ny∑
j=1

hi− 1
2
τjθi− 1

2 ,j
ξi− 1

2 ,j
,

1

2

Ω
i,j +

Ω
i,j
→

 

Ω
i,j 

L,T
Ω

i,j 

R,T

1

2

c
i,j +

1

2

c
i,j −

c
i,j 

1

2

c
i +  ,j 

1

2

Ω
i+  ,j 

•

••

•

Ω
i,j 

L,B
Ω

i,j 

R,B

1

2

c
i −  ,j 

←

图 1 网格划分
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(θ, ξ)y = (θ, ξ)Mx,Ty =

Nx∑
i=1

Ny∑
j=2

hiτj− 1
2
θi,j− 1

2
ξi,j− 1

2
,

∥θ∥2M = (θ, θ)Mx,My , ∥θ∥2x = (θ, θ)x, ∥θ∥2y = (θ, θ)y.

3 块中心有限差分算法

本节给出问题 (2.5) 和 (2.6) 的块中心有限差分解法.

定义

Fi,j =
1

|Ωi,j |

∫
Ωi,j

fdx =
1

|Ωi,j |

∫ y
j+1

2

y
j− 1

2

∫ x
i+1

2

x
i− 1

2

fdxdy. (3.1)

那么 fi,j 是 Fi,j 的一个二阶逼近, 即

fi,j = Fi,j +O(h2 + τ2). (3.2)

为了定义格式, 我们做些准备. 对于一个离散函数 {qi,j}, 定义 Ω 上一个分片常函数, 满足

Πhq(x, y) = qi,j , (x, y) ∈ Ωi,j . (3.3)

对于一组离散函数 {V x
i+ 1

2 ,j
} 和 {V y

i,j+ 1
2

}, 定义差值 Π2V 如下:

Π2V = (ΠxV
x,ΠyV

y), (3.4)

其中 ΠxV
x(x, y) = V x

i+ 1
2 ,j

, (x, y) ∈ Ωi+ 1
2 ,j

,

ΠyV
y(x, y) = V y

i,j+ 1
2

, (x, y) ∈ Ωi,j+ 1
2
.

用 |(U, V )| 标记 (U, V ) 的范数函数, 根据 Ωi,j 的划分, 对于 l = 1, 2, 定义

Ihal =



al,i+ 1
4 ,j+

1
4
, 在 ΩR,T

i,j 上,

al,i+ 1
4 ,j−

1
4
, 在 ΩR,B

i,j 上,

al,i− 1
4 ,j+

1
4
, 在 ΩL,T

i,j 上,

al,i− 1
4 ,j−

1
4
, 在 ΩL,B

i,j 上.

l = 1, 2. (3.5)

用参数 a1、a2 和一组离散函数 Vx、Vy, 定义两个平均算子 Qx 和 Qy:

[Qx(a1, a2, V )]i+ 1
2 ,j

=
1

|Ωi+ 1
2 ,j

|

∫
Ω

i+1
2
,j

Iha1|(ΠxV
x,ΠyV

y)|
1 + Iha2|(ΠxV x,ΠyV y)|

dxdy, (3.6)

[Qy(a1, a2, V )]i,j+ 1
2
=

1

|Ωi,j+ 1
2
|

∫
Ω

i,j+1
2

Iha1|(ΠxV
x,ΠyV

y)|
1 + Iha2|(ΠxV x,ΠyV y)|

dxdy. (3.7)

直接计算得到

[Qx(a1, a2, V )]i+ 1
2 ,j
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=
1

4hi+ 1
2

{
hi

[ a2,i+ 1
4 ,j+

1
4
|(V x

i+ 1
2 ,j

, V y

i,j+ 1
2

)|

1 + a1,i+ 1
4 ,j+

1
4
|(V x

i+ 1
2 ,j

, V y

i,j+ 1
2

)|
+

a2,i+ 1
4 ,j−

1
4
|(V x

i+ 1
2 ,j

, V y

i,j− 1
2

)|

1 + a1,i+ 1
4 ,j−

1
4
|(V x

i+ 1
2 ,j

, V y

i,j− 1
2

)|

]

+ hi+1

[ a2,i+ 3
4 ,j+

1
4
|(V x

i+ 1
2 ,j

, V y

i+1,j+ 1
2

)|

1 + a1,i+ 3
4 ,j−

1
4
|(V x

i+ 1
2 ,j

, V y

i+1,j− 1
2

)|
+

a2,i+ 3
4 ,j−

1
4
|(V x

i+ 1
2 ,j

, V y

i+1,j− 1
2

)|

1 + a1,i+ 3
4 ,j−

1
4
|(V x

i+ 1
2 ,j

, V y

i+1,j− 1
2

)|

]}
≡ 1

4hi+ 1
2

{hi[Q1 +Q2] + hi+1[Q3 +Q4]}, (3.8)

[Qy(a1, a2, V )]i,j+ 1
2

=
1

4τj+ 1
2

{
τj

[ a2,i+ 1
4 ,j+

1
4
|(V x

i+ 1
2 ,j

, V y

i,j+ 1
2

)|

1 + a1,i+ 1
4 ,j+

1
4
|(V x

i+ 1
2 ,j

, V y

i,j+ 1
2

)|
+

a2,i− 1
4 ,j+

1
4
|(V x

i− 1
2 ,j

, V y

i,j+ 1
2

)|

1 + a1,i− 1
4 ,j+

1
4
|(V x

i− 1
2 ,j

, V y

i,j+ 1
2

)|

]

+ τj+1

[ a2,i+ 1
4 ,j+

3
4
|(V x

i+ 1
2 ,j+1

, V y

i,j+ 1
2

)|

1 + a1,i+ 1
4 ,j+

3
4
|(V x

i+ 1
2 ,j+1

, V y

i,j+ 1
2

)|
+

a2,i− 1
4 ,j+

3
4
|(V x

i− 1
2 ,j+1

, V y

i,j+ 1
2

)|

1 + a1,i− 1
4 ,j+

3
4
|(V x

i− 1
2 ,j+1

, V y

i,j+ 1
2

)|

]}
. (3.9)

定义速度 u = (ux, uy), 用 {Ux
i+ 1

2 ,j
}、{Uy

i,j+ 1
2

} 和 {Pi,j} 分别表示 {ux(xi+ 1
2 ,j

)}、{uy(xi,j+ 1
2
)} 和

{p(xi,j)} 的块中心有限差分逼近值. 我们给出如下格式:

格式 求离散函数 {Ux
i+ 1

2 ,j
}、{Uy

i,j+ 1
2

} 和 {Pi,j} 使得

[DxU
x]i,j + [DyU

y]i,j = fi,j , 1 6 i 6 Nx, 1 6 j 6 Ny, (3.10)

(a0 + [Qx(a1, a2, U)])i+ 1
2 ,j

Ux
i+ 1

2 ,j
= −[dxP ]i+ 1

2 ,j
, 1 6 i 6 Nx − 1, 1 6 j 6 Ny, (3.11)

(a0 + [Qy(a1, a2, U)])i,j+ 1
2
Uy

i,j+ 1
2

= −[dyP ]i,j+ 1
2
, 1 6 i 6 Nx, 1 6 j 6 Ny − 1, (3.12)Ux

i+ 1
2 ,j

= 0, i = 0, Nx, 1 6 j 6 Ny,

Uy

i,j+ 1
2

= 0, 1 6 i 6 Nx, j = 0, Ny,
(3.13)

p(x1,1) = P1,1 = 0, (3.14)

其中 (3.13)为边界条件.压力 p和它的逼近值 P 在相差一个常数的意义下是唯一的,为了确定出它们

唯一的形式, 我们假设它们在点 (x1, y1) 有相同的值零, 即条件 (3.14).

注 3.1 定义 A(U, V ) 和 B(U, q) 如下:

A(U, V ) =
∑
ij

hi+ 1
2
τj(a0,i+ 1

2 ,j
+ [Qx(a1, a2, U)]i+ 1

2 ,j
)Ux

i+ 1
2 ,j

V x
i+ 1

2 ,j

+
∑
ij

hiτj+ 1
2
(a0,i,j+ 1

2
+ [Qy(a1, a2, U)]i,j+ 1

2
)Uy

i,j+ 1
2

V y

i,j+ 1
2

,

B(U, q) =
∑
ij

hiτj([DxU
x]i,j + [DyU

y]i,j)qi,j .

直接计算可知, 由 (3.10)–(3.12) 组成的格式等价于如下形式. 对任给的 {V x
i+ 1

2 ,j
}、{V y

i,j+ 1
2

} 和 {qi,j},
求 {Ux

i+ 1
2 ,j

}、{Uy

i,j+ 1
2

} 和 {Pi,j} 满足
A(U, V ) +B(V, P ) = 0,

B(U, q) =
∑
ij

hiτjfi,jqi,j .
(3.15)

类似强非线性椭圆问题混合元算法, 用不动点定理可以证明, 当剖分步长充分小时, 上述问题的解存

在唯一, 参见文献 [22, 第 2 节].
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4 格式的误差估计

本节将证明, 如果解析解足够光滑, 则格式的解 (Ux, Uy, P ) 是 (ux, uy, p) 的二阶逼近. 为此目的,

先给出一些引理.

由方程 (2.5) 可以得到速度 u = (ux, uy) 与压力梯度 ∇p = ( ∂p∂x ,
∂p
∂y ) 之间的关系:(

a0 +
a2|u|

1 + a1|u|

)
u = −∇p. (4.1)

下面的引理 4.1 给出了 u 和 p 的一组插值, 其构造可参见文献 [16] 附录中的插值构造.

引理 4.1 如果 u 和 p 足够光滑且满足 (4.1), 则存在 {P̃i,j}、{Ũx
i+ 1

2 ,j
} 和 {Ũy

i,j+ 1
2

} 满足
(
a0 +

a2|u|
1 + a1|u|

)
i+ 1

2 ,j

Ũx
i+ 1

2 ,j
= −[dxP̃ ]i+ 1

2 ,j
,(

a0 +
a2|u|

1 + a1|u|

)
i,j+ 1

2

Ũy

i,j+ 1
2

= −[dyP̃ ]i,j+ 1
2
,

(4.2)

并且有如下的逼近: 
|pi,j − P̃i,j | = O(h2 + τ2),

|ux
i+ 1

2 ,j
− Ũx

i+ 1
2 ,j

| = O(h2 + τ2),

|uy

i,j+ 1
2

− Ũy

i,j+ 1
2

| = O(h2 + τ2).

(4.3)

进一步可以构造 u 和 p 的另一组插值, 在误差估计时用到.

引理 4.2 如果 p 和 u 足够光滑且满足 (4.1), 则存在 { ˜̃Pi,j}、{ ˜̃Ux
i+ 1

2 ,j
} 和 { ˜̃Uy

i,j+ 1
2

} 满足(a0 +Qx(a1, a2, u))i+ 1
2 ,j

˜̃Ux
i+ 1

2 ,j
= −[dx

˜̃P ]i+ 1
2 ,j

,

(a0 +Qx(a1, a2, u))i,j+ 1
2

˜̃Uy

i,j+ 1
2

= −[dy
˜̃P ]i,j+ 1

2
,

(4.4)

并且有如下的逼近: 
|pi,j − ˜̃Pi,j | = O(h2 + τ2),

|ux
i+ 1

2 ,j
− ˜̃Ux

i+ 1
2 ,j

| = O(h2 + τ2),

|uy

i,j+ 1
2

− ˜̃Uy

i,j+ 1
2

| = O(h2 + τ2).

(4.5)

证明 由方程 (4.2) 得到

(a0 +Qx(a1, a2, u))i+ 1
2 ,j

Ũx
i+ 1

2 ,j

= −[dxP̃ ]i+ 1
2 ,j

+

(
Qx(a1, a2, u)−

a2|u|
1 + a1|u|

)
i+ 1

2 ,j

ux
i+ 1

2 ,j
+O(h2 + τ2),

(a0 +Qy(a1, a2, u))i,j+ 1
2
Ũy

i,j+ 1
2

= −[dyP̃ ]i,j+ 1
2
+

(
Qy(a1, a2, u)−

a2|u|
1 + a1|u|

)
i,j+ 1

2

uy

i,j+ 1
2

+O(h2 + τ2).

(4.6)

我们首先估计 (Qx(a1, a2, u)− a2|u|
1+a1|u| ). 当 al ∈ C2(Ω) (l = 1, 2) 时, 我们有

al,i+ 1
4 ,j+

1
4
= al,i+ 1

2 ,j
−

∂al,i+ 1
2 ,j

∂x

hi

4
+

∂al,i+ 1
2 ,j

∂y

τj
4

+O(h2
i + τ2j ). (4.7)
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类似于文献 [21, 引理 4.2] 的证明, 我们有

|(ux
i+ 1

2 ,j
, uy

i,j+ 1
2

)| = |ui+ 1
2 ,j

| −
(
uy

|u|
∂uy

∂x

)
i+ 1

2 ,j

hi

2
+

(
uy

|u|
∂uy

∂y

)
i+ 1

2 ,j

τj
2

+O(h2 + τ2). (4.8)

注意到 (3.8) 中 Q1 的定义, 通过一些简单的计算可以得出

Q1 =
a2|ui+ 1

2 ,j
|

1 + a1|ui,j+ 1
2
|
+

(
a2|u|2

(1 + a1|u|)2
∂a1
∂x

− |u|
1 + a1|u|

∂a2
∂x

)
i+ 1

2 ,j

hi

4

−
(

a2|u|2

(1 + a1|u|)2
∂a1
∂y

− |u|
1 + a1|u|

∂a2
∂y

)
i+ 1

2 ,j

τj
4

+

((
a1a2|u|

(1 + a1|u|)2
− a2

1 + a1|u|

)
uy

|u|
∂uy

∂x

)
i+ 1

2 ,j

hi

2

−
((

a1a2|u|
(1 + a1|u|)2

− a2
1 + a1|u|

)
uy

|u|
∂uy

∂y

)
i+ 1

2 ,j

τj
2

+O(h2 + τ2). (4.9)

对 (3.8) 中的 Q2 类似地处理, 由 xi+ 1
2
− xi =

hi

2 , 我们得到 Q1 和 Q2 的平均值:

1

2
(Q1 +Q2) =

a2|ui+ 1
2 ,j

|
1 + a1|ui+ 1

2 ,j
|
−
(

|u|
1 + a1|u|

∂a2
∂x

− a2|u|2

(1 + a1|u|)2
∂a1
∂x

)
i,j

hi

4

−
((

a2
1 + a1|u|

− a1a2|u|
(1 + a1|u|)2

)
uy

|u|
∂uy

∂x

)
i,j

hi

2
+O(h2 + τ2)

=
a2|ui+ 1

2 ,j
|

1 + a1|ui+ 1
2 ,j

|
−
(

|u|
1 + a1|u|

∂a2
∂x

− a2|u|2

(1 + a1|u|)2
∂a1
∂x

)
i,j

hi

4

−
(

a2
(1 + a1|u|)2

uy

|u|
∂uy

∂x

)
i,j

hi

2
+O(h2 + τ2). (4.10)

同样地, 我们得到

1

2
(Q3 +Q4) =

a2|ui+ 1
2 ,j

|
1 + a1|ui+ 1

2 ,j
|
+

(
|u|

1 + a1|u|
∂a2
∂x

− a2|u|2

(1 + a1|u|)2
∂a1
∂x

)
i+1,j

hi+1

4

+

(
a2

(1 + a1|u|)2
uy

|u|
∂uy

∂x

)
i+1,j

hi+1

2
+O(h2 + τ2). (4.11)

因为 ux
i+ 1

2 ,j
− ux

i,j = O(h), ux
i+ 1

2 ,j
− ux

i+1,j = O(h), 我们得到下面的估计:(
Qx(a1, a2, u)−

a2|u|
1 + a1|u|

)
i+ 1

2 ,j

ux
i+ 1

2 ,j

=

(
1

4hi+ 1
2

(hi[Q1 +Q2] + hi+1[Q3 +Q4])−
a2|u|

1 + a1|u|

)
i+ 1

2 ,j

ux
i,j+ 1

2

=
1

hi+ 1
2

{(
|u|ux

1 + a1|u|
∂a2
∂x

− a2|u|2ux

(1 + a1|u|)2
∂a1
∂x

)
i+1,j

h2
i+1

8

+

(
a2

(1 + a1|u|)2
uxuy

|u|
∂uy

∂x

)
i+1,j

h2
i+1

4
−
(

|u|ux

1 + a1|u|
∂a2
∂x

− a2|u|2ux

(1 + a1|u|)2
∂a1
∂x

)
i,j

h2
i

8

−
(

a2
(1 + a1|u|)2

uxuy

|u|
∂uy

∂x

)
i,j

h2
i

4

}
+O(h2 + τ2). (4.12)
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类似地,(
Qy(a1, a2, u)−

a2|u|
1 + a1|u|

)
i,j+ 1

2

uy

i,j+ 1
2

=
1

τj+ 1
2

{(
|u|ux

1 + a1|u|
∂a2
∂y

− a2|u|2ux

(1 + a1|u|)2
∂a1
∂y

)
i,j+1

τ2j+1

8
+

(
a2

(1 + a1|u|)2
uxuy

|u|
∂uy

∂y

)
i,j+1

τ2j+1

4

−
(

|u|ux

1 + a1|u|
∂a2
∂y

− a2|u|2ux

(1 + a1|u|)2
∂a1
∂y

)
i,j

τ2j
8

−
(

a2
(1 + a1|u|)2

uxuy

|u|
∂uy

∂y

)
i,j

τ2j
4

}
+O(h2+ τ2). (4.13)

定义

˜̃Pi,j = P̃i,j −
(

|u|ux

1 + a1|u|
∂a2
∂x

− a2|u|2ux

(1 + a1|u|)2
∂a1
∂x

)
i,j

h2
i

8
−

(
a2

(1 + a1|u|)2
uxuy

|u|
∂uy

∂x

)
i,j

h2
i

4

−
(

|u|ux

1 + a1|u|
∂a2
∂y

− a2|u|2ux

(1 + a1|u|)2
∂a1
∂y

)
i,j

τ2j
8

−
(

a2
(1 + a1|u|)2

uxuy

|u|
∂uy

∂y

)
i,j

τ2j
4
. (4.14)

由 (4.3), 我们得到
˜̃Pi,j − pi,j = O(h2 + τ2).

由 (4.6)、(4.12) 和 (4.13), 我们有下列形式:
(
a0 +

a2[Qxu]

1 + a1[Qxu]

)
i+ 1

2 ,j

[Ũx
i+ 1

2 ,j
+O(h2 + τ2)] = −[dx

˜̃P ]i+ 1
2 ,j

,(
a0 +

a2[Qxu]

1 + a1[Qxu]

)
i,j+ 1

2

[Ũy

i,j+ 1
2

+O(h2 + τ2)] = −[dy
˜̃P ]i,j+ 1

2
.

(4.15)

分别定义 [Ũx
i+ 1

2 ,j
+O(h2 + τ2)] 和 [Ũy

i,j+ 1
2

+O(h2 + τ2)] 为 ˜̃Ux
i+ 1

2 ,j
和 ˜̃Uy

i,j+ 1
2

, 我们得到 (4.4) 和误差估

计 (4.5). 这里为简单计, 我们没有给出 O(h2 + τ2) 的精确的表达式. 证毕.

对于离散函数, 定义内积形式为

â(Π2U ,Π2V ) ≡
∑
ij

∫
Ω

i+1
2
,j

a0,i+ 1
2 ,j

ΠxU
xΠxV

xdxdy +
∑
ij

∫
Ω

i,j+1
2

a0,i,j+ 1
2
ΠyU

yΠyV
ydxdy

= (a0ΠxU
x,ΠxV

x)x + (a0ΠyU
y,ΠyV

y)y, (4.16)

b̂(Π2W ; Π2U ,Π2V ) ≡
∑
ij

∫
Ω

i+1
2
,j

[Qx(a1, a2,W )]i+ 1
2 ,j

ΠxU
xΠxV

xdxdy

+
∑
ij

∫
Ω

i,j+1
2

[Qy(a1, a2,W )]i,j+ 1
2
ΠyU

yΠyV
ydxdy. (4.17)

引理 4.3 令 V = (V x, V y), W = (W x,W y), h ∈ Rd, g(V ) = a2|V |
1+a1|V |V 是向量值函数, 即

g : Rd → Rd.

(1) 存在与 V、h 和 τ 皆无关的正常数 C1 和一个非负常数 C2 满足

min{C1(|x|+ |x+ h|), C2}|h|2 6 (g(x+ h)− g(x),h); (4.18)

(2) 假设 D ⊂ Ω 是 Ω 的一个子区域, 我们有∫
D

(
a2|V |

1 + a1|V |
V − a2|W |

1 + a1|W |
W ,V −W

)
dx >

∫
D

min{C1(|V |+ |W |), C2}|V −W |2dx; (4.19)
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(3) 假设 a2 在 Ω 上 Lipschitz 连续, 当剖分步长 h 和 τ 足够小时, 下式成立:

b̂(Π2V ; Π2V ,Π2(V −W ))− b̂(Π2W ; Π2W ,Π2(V −W ))

> (min{C1(|Π2V |+ |Π2W |), C2}Π2(V −W ),Π2(V −W )). (4.20)

证明 (1) 先证 (4.18). 根据定义, 有

(g(V + h)− g(V ),h) =
a2(|V + h|(V + h)− |V |V ,h)

(1 + a1|V + h|)(1 + a1|V |)
+

a1a2|V ||V + h|
(1 + a1|V + h|)(1 + a1|V |)

|h|2. (4.21)

从文献 [21] 的结果知, 存在一个与 h 和 τ 无关的正常数 C11 满足

C11(|V |+ |V + h|)|h|2 6 (|V + h|(V + h)− |V |V ,h). (4.22)

因此,

(g(V + h)− g(V ),h) > a2C11(|V + h|+ |V |) + a1a2|V ||V + h|
(1 + a1|V + h|)(1 + a1|V |)

|h|2. (4.23)

为了证明引理, 我们要证明下面的函数有下界:

f(ξ, η) =
a2C11(ξ + η) + a1a2ξη

(1 + a1ξ)(1 + a1η)
, (ξ, η) ∈ D, (4.24)

其中 D = {(ξ, η) : ξ > 0, η > 0}. 为了这个目的, 我们将区域 D 分成三部分:

D1 = {(ξ, η) : ξ > 1, η > 1},

D2 = {(ξ, η) : 0 6 ξ 6 1, 0 6 η 6 1},

D3 = {(ξ, η) : 0 6 ξ 6 1, η > 1} ∪ {(ξ, η) : ξ > 1, 0 6 η 6 1}.

当 (ξ, η) ∈ D1, ξ > 1, η > 1 时,

f(ξ, η) > a1a2ξη

(1 + a1)ξ(1 + a1)η
=

a1a2
(1 + a1)2

, (ξ, η) ∈ D1. (4.25)

当 (ξ, η) ∈ D2, 0 6 ξ 6 1, 0 6 η 6 1 时,

f(ξ, η) > a2C11(ξ + η)

(1 + a1)(1 + a1)
, (ξ, η) ∈ D2. (4.26)

当 0 6 ξ 6 1, η > 1 时,

f(ξ, η) =
a2C11(ξ + η) + a1a2ξη

(1 + a1ξ)(1 + a1η)
> a2C11η

(1 + a1)(1 + a1)η
=

a2C11

(1 + a1)2
.

类似地处理 ξ > 1, 0 6 η 6 1 的情形. 最后, 我们有

f(ξ, η) =
a2C11(ξ + η) + a1a2ξη

(1 + a1ξ)(1 + a1η)
> a2C11

(1 + a1)2
, (ξ, η) ∈ D3. (4.27)

令

C1 =
a2C11

(1 + a1)2
, C2 = min

{
a1a2

(1 + a1)2
,

a2C11

(1 + a1)2

}
,
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联立 (4.25)–(4.27) 得到

f(ξ, η) > min{C1(ξ + η), C2}, ξ > 0, η > 0. (4.28)

注意到 (2.4), 联立 (4.28) 和 (4.23) 即可完成 (4.18) 的证明.

(2) 利用 (4.18) 可直接得到 (4.19).

(3) 下面证明 (4.20). 因为 Ωi+ 1
2 ,j

= ΩR,T
i,j ∪ ΩR,B

i,j ∪ ΩL,T
i+1,j ∪ ΩL,B

i+1,j , Ωi,j+ 1
2
= ΩL,T

i,j ∪ ΩR,T
i,j ∪ ΩL,B

i,j+1

∪ΩR,B
i,j+1, 由 b̂ 的定义, 有

b̂(Π2V ; Π2V ,Π2W ) =
∑
ij

∫
ΩR,T

i,j

(
a2,i+1/4,j+1/4|Π2V |

1 + a1,i+1/4,j+1/4|Π2V |
Π2V ,Π2W

)
dxdy

+
∑
ij

∫
ΩR,B

i,j

(
a2,i+1/4,j−1/4|Π2V |

1 + a1,i+1/4,j−1/4|Π2V |
Π2V ,Π2W

)
dxdy

+
∑
ij

∫
ΩL,T

i,j

(
a2,i−1/4,j+1/4|Π2V |

1 + a1,i−1/4,j+1/4|Π2V |
Π2V ,Π2W

)
dxdy

+
∑
ij

∫
ΩL,B

i,j

(
a2,i−1/4,j−1/4|Π2V |

1 + a1,i−1/4,j−1/4|Π2V |
Π2V ,Π2W

)
dxdy, (4.29)

所以有

b̂(Π2V ; Π2V ,Π2(V −W ))− b̂(Π2W ; Π2W ,Π2(V −W )) =
4∑

l=1

Il, (4.30)

其中 Il (l = 1, 2, 3, 4) 从 (4.29) 相应的项中得到. 例如, I1 是由 b̂(Π2V ; Π2V ,Π2(V −W )) 的第一项减

去 b̂(Π2W ; Π2W ,Π2(V −W )) 的第一项,

I1 =
∑
ij

∫
ΩR,T

i,j

{(
a2,i+1/4,j+1/4|Π2V |

1 + a1,i+1/4,j+1/4|Π2V |
Π2V ,Π2(V −W )

)

−
(

a2,i+1/4,j+1/4|Π2W |
1 + a1,i+1/4,j+1/4|Π2W |

Π2W ,Π2(V −W )

)}
dxdy.

利用 (4.18), 我们有

I1 >
∑
ij

∫
ΩR,T

i,j

min{C1(|Π2V |+ |Π2W |), C2}|Π2V −Π2W |2dxdy. (4.31)

类似地, 我们可估计出 Il (l = 2, 3, 4). 把 Il (l = 1, 2, 3, 4) 加起来, 即得到此证明.

注 4.1 (3.8) 和 (3.9) 中的 Qx 和 Qy 的定义, 保证了 (4.20) 成立. 这个性质对于误差估计很

重要.

引理 4.4 如果 p 和 u 足够光滑且满足 (4.1), 那么存在 P̂i,j、Ûx
i+ 1

2 ,j
和 Ûy

i,j+ 1
2

满足(a0 +Qx(a1, a2, Û))i+ 1
2 ,j

Ûx
i+ 1

2 ,j
= −[dxP̂ ]i+ 1

2 ,j
,

(a0 +Qy(a1, a2, Û))i,j+ 1
2
Ûy

i,j+ 1
2

= −[dyP̂ ]i,j+ 1
2
,

(4.32)

并且有如下的逼近: |pi,j − P̂i,j | = O(h2 + τ2),

∥Π2(u− Û)∥ = O(h2 + τ2).
(4.33)
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证明 令 P̂i,j =
˜̃Pi,j , 定义 Ûx

i+ 1
2 ,j
和 Ûy

i,j+ 1
2

如下:

(a0 +Qx(a1, a2, Û))i+ 1
2 ,j

Ûx
i+ 1

2 ,j
= (a0 +Qx(a1, a2,u))i+ 1

2 ,j
˜̃Ux
i+ 1

2 ,j
,

(a0 +Qy(a1, a2, Û))i,j+ 1
2
Ûy

i,j+ 1
2

= (a0 +Qy(a1, a2,u))i,j+ 1
2

˜̃Uy

i,j+ 1
2

.
(4.34)

从引理 4.2 知, (4.32) 和 (4.33) 的第一式成立.

由 Qx、Π2 和 Ûx
i+ 1

2 ,j
的定义, 对于任一离散函数 {V x

i+ 1
2 ,j

}, 有

∫
Ω

i+1
2
,j

(
a0 +

a2|Π2Û |
1 + a1|Π2Û |

)
i+ 1

2 ,j

ΠxÛ
xΠxV

xdxdy

=

∫
Ω

i+1
2
,j

(
a0 +

a2|Π2u|
1 + a1|Π2u|

)
i+ 1

2 ,j

Πx
˜̃UxΠxV

xdxdy. (4.35)

类似地, 对于任一离散函数 {V y

i,j+ 1
2

}, 有

∫
Ω

i,j+1
2

(
a0 +

a2|Π2Û |
1 + a1|Π2Û |

)
i,j+ 1

2

ΠyÛ
yΠyV

ydxdy

=

∫
Ω

i,j+1
2

(
a0 +

a2|Π2u|
1 + a1|Π2u|

)
i,j+ 1

2

Πy
˜̃UyΠyV

ydxdy. (4.36)

对于所有的 Ωi+ 1
2 ,j
和 Ωi,j+ 1

2
, 将方程 (4.35) 和 (4.36) 加起来, 有

â(Π2Û ,Π2V ) + b̂(Π2Û ; Π2Û ,Π2V ) = â(Π2
˜̃U ,Π2V ) + b̂(Π2u; Π2

˜̃U ,Π2V ). (4.37)

将 â(Π2
˜̃U ,Π2V ) 移到左边, 并且 (4.37) 两边同时减去 b̂(Π2

˜̃U ; Π2
˜̃U ,Π2V ), 得到

â(Π2(Û − ˜̃U),Π2V ) + b̂(Π2Û ; Π2Û ,Π2V )− b̂(Π2
˜̃U ; Π2

˜̃U ,Π2V )

= b̂(Π2u; Π2
˜̃U ,Π2V )− b̂(Π2

˜̃U ; Π2
˜̃U ,Π2V ).

令 Π2V = Π2(Û − ˜̃U) = (Πx(Û
x − ˜̃Ux),Πy(Û

y − ˜̃Uy)), 利用 (4.19), 有

ā∥Π2V ∥2 = ā∥Π2(Û − ˜̃U)∥2

6 â(Π2V ,Π2V ) + b̂(Π2Û ; Π2Û ,Π2V )− b̂(Π2
˜̃U ; Π2

˜̃U ,Π2V )

= b̂(Π2u; Π2
˜̃U ,Π2V )− b̂(Π2

˜̃U ; Π2
˜̃U ,Π2V )

6 C(h2 + τ2)∥Π2(Û − ˜̃U)∥. (4.38)

因此,

∥Π2(Û − ˜̃U)∥ 6 C(h2 + τ2). (4.39)

联立 u− ˜̃U 的误差逼近结果, 即可完成引理证明.

注 4.2 有了 Û − û和 P̂ −p的估计,就可以将估计 U −u和 P −p转化为估计 U − Û 和 P − P̂ .

再结合后面定义的 U1D 又可以将估计 U − Û 转化为估计 U1D − Û .
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现在给出误差估计.

定理 4.1 设原问题 (2.1)的解 u和 p足够光滑, Ux、Uy 和 P 是差分格式 (3.10)–(3.14)的解. 当 h

和 τ 充分小时, 存在一个与 h 和 τ 无关的正常数 C 使得

∥ux − Ux∥x + ∥uy − Uy∥y + ∥p− P∥M 6 C(h2 + τ2). (4.40)

证明 (1) 先证明 (4.40) 中关于 Ux 和 Uy 的估计.

定义 U1Dx
i+ 1

2 ,j
、P 1Dx

i,j 、U1Dy

i,j+ 1
2

和 P 1Dy
i,j 分别为 ux

i+ 1
2 ,j
、pi,j、uy

i,j+ 1
2

和 pi,j 的一维有限差分逼近,

满足 
(a0 +Qx(a1, a2,U

1D))i+ 1
2 ,j

U1Dx
i+ 1

2 ,j
= −[dxP

1Dx]i+ 1
2 ,j

,

[DxU
1Dx]i,j =

1

|Ωi,j |

∫
Ωi,j

(
f − ∂uy

∂y

)
dxdy, U1Dx

1
2 ,j

= 0,
(4.41)


(a0 +Qy(a1, a2,U

1D))i,j+ 1
2
U1Dy

i,j+ 1
2

= −[dyP
1Dy]i,j+ 1

2
,

[DyU
1Dy]i,j =

1

|Ωi,j |

∫
Ωi,j

(
f − ∂ux

∂x

)
dxdy, U1Dy

i, 12
= 0.

(4.42)

由于 ∫ 1

0

(
f − ∂uy

∂y

)
dx =

∫ 1

0

∂ux

∂x
dx = ux(1, y)− ux(0, y) = 0,

我们得到 ∑
i

hi
1

|Ωi,j |

∫
Ωi,j

(
f − ∂uy

∂y

)
dxdy =

1

τj

∫ y
j+1

2

y
j− 1

2

∫ 1

0

(
f − ∂uy

∂y

)
dxdy = 0. (4.43)

从方程组 (4.41),我们知道 U1Dx 是有定义的. 类似地,我们可以证明 U1Dy 也是有定义的. 因此,包含

P 1Dx 和 P 1Dy 的方程变成线性的, 于是, P 1Dx 和 P 1Dy 也是有定义的.

类似文献 [16, 21] 中一维问题的误差估计技巧, 对于 ux − U1Dx 的估计只用到 (4.41) 的第二个方

程, 对于 uy − U1Dy 的估计只用到 (4.42) 的第二个方程, 我们可以得到

∥ux − U1Dx∥x 6 C(h2 + τ2), ∥uy − U1Dy∥y 6 C(h2 + τ2). (4.44)

有了 ux −U1Dx 和 uy −U1Dy 的估计, 我们可以将 ux −Ux 和 uy −Uy 的估计转化为估计 Ux −U1Dx

和 Uy − U1Dy.

下面只要估计 Ux − U1Dx 和 Uy − U1Dy 即可. 首先推导它们满足的方程.

根据条件 (4.43) 和 U1Dy

i,j+ 1
2

的定义, 有

U1Dx
Nx+

1
2 ,j

= 0, U1Dy

i,Ny+
1
2

= 0.

结合 (4.41) 和 (4.42), 有(U1Dx − U) 1
2 ,j

= (U1Dx − U)Nx+
1
2 ,j

= 0, j = 1, 2, . . . , Ny,

(U1Dy − U)i, 12 = (U1Dy − U)i,Ny+
1
2
= 0, i = 1, 2, . . . , Nx.

(4.45)

由方程组 (3.10)、(4.41) 和 (4.42) 我们得到, 对于任意的 (xi, yj) ∈ Ω, 下式成立:

[Dx(U
x − U1Dx) +Dy(U

y − U1Dy)]i,j = 0. (4.46)

527



芮洪兴等: 多孔介质一般非 Darcy 流问题的块中心有限差分算法

由 â(·, ·) 和 b̂(·, ·) 的定义, 可得

â(Π2(U
1D −U),Π2(U

1D −U)) + b̂(Π2U
1D; Π2U

1D,Π2(U
1D −U))− b̂(Π2U ; Π2U ,Π2(U

1D −U))

=
∑
i,j

∫
Ω

i+1
2
,j

{(a0 +Qx(a1, a2,U
1D))i+ 1

2 ,j
U1Dx
i+ 1

2 ,j
(U1D − U)xi+ 1

2 ,j

− (a0 +Qx(a1, a2,U))i+ 1
2 ,j

Ux
i+ 1

2 ,j
(U1D − U)xi+ 1

2 ,j
}dxdy

+
∑
i,j

∫
Ω

i,j+1
2

{(a0 +Qy(a1, a2,U
1D))i,j+ 1

2
U1Dy

i,j+ 1
2

(U1D − U)y
i,j+ 1

2

− (a0 +Qy(a1, a2,U))i,j+ 1
2
Uy

i,j+ 1
2

(U1D − U)y
i,j+ 1

2

}dxdy

= (−dxP
1Dx + dxP,U

1Dx − Ux)x + (−dyP
1Dy + dyP,U

1Dy − Uy)y

= (P 1Dx − P,Dx(U
1Dx − Ux))M + (P 1Dy − P,Dy(U

1Dy − Uy))M . (4.47)

由 (4.19)、假设 (2.4) 和 Schwarz 不等式得到

ā∥Π2(U
1D −U)∥2 = ā(∥U1Dx − Ux∥2x + ∥U1Dy − Uy∥2y)

6 â(Π2(U
1D −U),Π2(U

1D −U)) + b̂(Π2U
1D; Π2U

1D,Π2(U
1D −U))

− b̂(Π2U ; Π2U ,Π2(U
1D −U))

= (P 1Dx − P,Dx(U
1Dx − Ux))M + (P 1Dy − P,Dy(U

1Dy − Uy))M . (4.48)

由 (4.41)、(4.42)、(4.46) 和 (4.16) 的定义, 有

(P 1Dx − P,Dx[U
1Dx − Ux])M + (P 1Dy − P,Dy[U

1Dy − Uy])M

= (P 1Dx − P̂ ,Dx[U
1Dx − Ux])M − (P 1Dy − P̂ ,Dy[U

1Dy − Uy])M

= −(dxP
1Dx − dxP̂ , U1Dx − Ux)M + (dyP

1Dy − dyP̂ , U1Dy − Uy)M

= ((a0 +Qx(a1, a2,U
1D))U1Dx − (a0 +Qx(a1, a2, Û))Ûx, U1Dx − Ux)x

+ ((a0 +Qy(a1, a2,U
1D))U1Dy − (a0 +Qy(a1, a2, Û))Ûy, U1Dy − Uy)y

= â(Π2(U
1D − Û),Π2(U

1D −U))

+ b̂(Π2U
1D; Π2U

1D,Π2(U
1D −U))− b̂(Π2Û ; Π2Û ,Π2(U

1D −U)). (4.49)

联立 (4.48) 和 (4.49), 得到如下估计:

∥Π2(U
1D −U)∥2 6 C∥Π2(U

1D − Û)∥2

= C(∥U1Dx − ux + ux − Ûx∥2x + ∥U1Dy − uy + uy − Ûy∥2y)

6 C(∥U1Dx − ux∥2x + ∥ux − Ûx∥2x + ∥U1Dy − uy∥2y + ∥uy − Ûy∥2y)

= C(∥U1Dx − ux∥2x + ∥U1Dy − uy∥2y + ∥Π2(u− Û)∥2). (4.50)

再联立 (4.44) 可得到

∥Ux − ux∥2x + ∥Uy − uy∥2y = ∥Π2(u−U)∥2 6 2∥Π2(U
1D − u)∥2 + 2∥Π2(U

1D −U)∥2

6 C(∥U1Dx − ux∥2x + ∥U1Dy − uy∥2y + ∥Π2(u− Û)∥2)
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6 C(h2 + τ2)2. (4.51)

故得到 (4.40) 中关于 Ux 和 Uy 的估计.

(2) 下面给出压力的误差估计.

对于离散函数 Pij − P̂ij (1 6 i 6 Nx, 1 6 j 6 Ny) 定义分片常数函数 P (x, y)− P̂ (x, y) 如下:

P (x, y)− P̂ (x, y) = Pij − P̂ij , (x, y) ∈ Ωi,j , 1 6 i 6 Nx, 1 6 j 6 Ny.

设 W 是如下辅助问题的解: ∇ ·W = P − P̂ , 在 Ω 内,

W · n = 0, 在 ∂Ω 上.
(4.52)

由于速度的离散 l2 范数是二阶收敛的, 利用逆估计可以得到 |Ux
i+ 1

2 ,j
| 和 |Uy

i,j+ 1
2

| 无穷范数有界.

利用文献 [16, 定理 4.2] 中介绍的对偶技巧, 可以证明对于上一节格式定义的离散解 P、Ux 和 Uy 及

引理 4.4 中定义的离散压力插值, 存在一个与 h 和 τ 无关的正常数 C 满足

∥P − P̂∥2M 6 C(∥Ux − Ûx∥2x + ∥Uy − Ûy∥2y). (4.53)

联立 (4.40) 和引理 4.4 中 Π2(u− Û) 的估计, 我们得到

∥P − P̂∥2M 6 C(∥Ux − Ûx∥2x + ∥Uy − Ûy∥2y) 6 C(h2 + τ2)2. (4.54)

再结合 (4.33) 中 p− P̂ 的估计, 即可得到 (4.40) 中关于 P 的估计. 定理证毕.

5 数值实验

本节给出块中心有限差分格式的数值算例. 为简单计, 求解区域选择为单位正方形区域 Ω = [0, 1]

×[0, 1].

我们举两个例子,利用格式求解、验证该格式的收敛阶. 我们用方程 (2.5)代替方程 (2.1),设定 a1

和 a2 是常量或变量. 我们利用给定的解析解, 计算得到方程右端和边界条件.

初始网格选为 10 × 10 的非均匀网格, 然后依次将网格细分 4 次, 每一次都是先对上一层网格的

每个单元在每个方向上进行等距剖分, 然后进行适当扰动来形成非等距网格. 这样形成的网格在任何

局部区域都不是等距网格. 我们用 x 方向和 y 方向上的最大最小步长比 hmax/hmin 和 τmax/τmin 表示

网格剖分非均匀的程度.

例 5.1 边界条件为齐次 Neumann 边界条件, 压力和速度的解析解表示为p(x, y) = arctan(x+ y − 1), u(x, y) =

(
− y

1 + x+ y
,

x

1 + x+ y

)T

,

a1 = 0.4, a2 = 0.8.

数值计算结果在表 1 和图 2 中, 其中

Eu,l2 = (∥ux − Ux∥2x + ∥uy − Uy∥2y)
1
2 , Ep,l2 = ∥p− P∥2M .
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表 1 例 5.1 的计算误差和收敛阶

Nx ×Ny Eu,l2 收敛阶 Ep,l2 收敛阶 hmax
hmin

τmax
τmin

10× 10 1.787E−1 - 1.403E−2 - 1.74 2.00

20× 20 4.493E−2 1.98 3.579E−3 1.97 1.88 1.86

40× 40 1.142E−2 1.98 9.236E−4 1.96 1.80 1.99

80× 80 2.880E−3 1.98 1.429E−4 1.98 2.00 2.18

160× 160 7.229E−4 1.99 5.885E−5 1.98 2.15 2.18

 5.1

 

 

10−1

10−5

10−4

10−3

103

10−2

102101

||c − c
h
||

0,2

||p − p
h
||

0,2

图 2 例 5.1 的收敛阶

例 5.2 边界条件为齐次 Neumann 边界条件, 压力和速度的解析解表示为

p(x, y) = arctan(x+ y − 1), u(x, y) =

(
− y

1 + x+ y
,

x

1 + x+ y

)T

,

a1 = 0.3 + 0.2x, a2 = 0.6 + 0.4x.

数值计算结果在表 2 和图 3 中.

表 2 例 5.2 的计算误差和收敛阶

Nx ×Ny Eu,l2 收敛阶 Ep,l2 收敛阶 hmax
hmin

τmax
τmin

10× 10 1.384E−1 - 1.328E−2 - 1.63 2.04

20× 20 3.584E−2 1.95 3.330E−3 1.99 2.01 1.68

40× 40 9.528E−3 1.91 8.854E−4 1.98 1.73 1.71

80× 80 2.504E−3 1.93 1.342E−4 1.98 1.93 2.21

160× 160 5.471E−4 1.93 5.474E−5 1.96 2.10 2.21
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 5.2

10−1

10−5

10−4

10−3

103

10−2

102101

||c − c
h
||

0,2

||p − p
h
||

0,2

图 3 例 5.2 的收敛阶

从表 1 和 2 及图 1 和 2 可以看出, 压力和速度的块中心有限差分逼近在离散 l2 模意义下是二阶

收敛的. 这些结果与定理 4.5 中的误差估计结果一致.

致谢 作者对匿名评审专家的悉心阅读和帮助性建议表示感谢, 这些建议使本文质量有了很大提高.
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A block-centered finite difference method for general non-Darcy

flow in porous media

RUI HongXing & ZHAO DanHui

Abstract A block-centered finite difference scheme is introduced to solve the nonlinear equation of non-Darcy

model, in which it can maintain local mass conservation and the velocity and pressure can be approximated simul-

taneously. The second-order error estimates in discrete l2 norm for both pressure and velocity are established on

a nonuniform rectangular grid. Numerical experiments using the scheme show the consistency of the convergence

rates of our method with the theoretical analysis.

Keywords general non-Darcy flow, nonlinear, block-centered finite difference, second-order error esti-

mates, local mass conservation
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