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摘要  利用线性化Fokker-Planck方程模拟了激光等离子体中的离子声波, 重点研究了离子声波
过程中的离子热流. 通过将线性化 Fokker-Planck方程转化为本征值问题, 求解得到离子声波的
本征模和扰动分布函数, 进而计算出 ZTe/Ti和 iikλ 对离子热导的影响, 这里 Z, Te/Ti, k, iiλ 分别

表示离子的有效电荷数、电子与离子的温度之比、离子声波的波数和离子的平均自由程. 在碰
撞极限下 0,iikλ →  数值计算给出的离子热导与 Braginskii 的结果一致 . 当 iikλ 较大时 , 
Braginskii 理论不再成立, 离子热流出现受限的现象. 在朗道阻尼可以忽略的情况下, 离子热导
随 iikλ 的演化能够非常好地用公式进行拟合, 并给出了拟合参数与 ZTe/Ti的关系. 
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在激光等离子体物理的研究中 , 输运和等离子

体中的波都是重要的研究对象 . 由于在激光等离子
体的部分区域, 参数分布非常陡峭, 经典的热输运理
论不成立, 热流呈现非局域性. 考察离子声波中的热
输运是研究非局域热输运和非局域热流模型的有力

工具 . Bell[1]最早利用线性Fokker-Planck(FP)方程解
析研究了离子声波中的电子热流 , 发现只有当离子
声波的波长远远大于电子平均自由程时 , 电子的热
流才是经典的 pitzer-HärmS [2]热流 , 当离子声波的波
长相对于电子的自由程减小时 , 经典的热流不再适
用, 而发生热流受限的现象. 后来Epperlein[3]利用FP
模拟观察到了相同的现象 , 并细致讨论了电子碰撞
对离子声波中电子热流的影响. Tracy等人[4]在计算熵

波时也发现, 当 enk t iiλ 较大时, 离子的热流将小于经
典的离子热流 , enk iit和 λ 分别是熵波的波数和离子
的平均自由程.   

热流可以通过  Fokker-Planck 方程来求解 [2,5,6], 
但是一般计算比较复杂. Bell在研究离子声波中电子
热流时, 也提出了利用卷积处理热流的思想, 即热流
不再仅与局域的参数分布有关, 而是非局域的. 非局
域卷积核描述是抛开繁杂的Fokker-Planck计算 , 简

洁地描述非局域热流的途径, 更具有实用价值. 基于
Bell的思想, 后来的研究者陆续提出了许多有关电子
热流的非局域卷积模型[7~10], 其中的一些经典的模型, 
如Luciani-Mora-Virmont (LMV)模型、Epperlein-Short 
(E-S)模型、Batshchev模型的积分核都有一般的形式
[8~10]: 
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流模型的卷积核, qe和 qSH分别为电子的非局域热流

和经典的 Spitzer-Härm热流, 在流体理论成立的情况
下, 

( , )G x x′

0,ekλ →  ( , )G x x′ 退化为δ 函数, 非局域热流也
即为经典的热流. eλ 是有效非局域长度, 对于 LMV

模型和 E-S 模型, / ( 1) /Z Z= + 9π / 2,e eiλ λ  eiλ =  
2 4 ln )Ze3 /(4 2πe eT n Λ 是电子-离子平均自由程, α和β

为两个拟合因子.  
在激光等离子体物理中, 内爆发生时, 离子的平
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均自由程很大, 离子的热流也变得十分重要. 本文利
用线性Fokker-Planck方程模拟离子声波 , 重点研究
离子声波中离子的热流以及离子热流卷积核的表达

形式 . 将线性Fokker-Planck方程转化为本征值方程
来求解, 模拟考察了ZTe/Ti和 iikλ 对离子热导的影响. 
在碰撞极限下 0,iikλ →  计算的热导系数能够精确给
出离子热导的经典值. 当 iikλ 较大时, 发现经典的热
导系数不再成立, 离子热流出现受限的现象. 在朗道
阻尼可以忽略的情况下, 发现离子热导随 iikλ 的演化
能够非常好地利用公式予以拟合 , 并给出了拟合参
数随ZTe/Ti的变化关系 . 对于ZTe/Ti=10, 我们计算发
现, 在碰撞极限到无碰撞极限的整个区间, 非局域公
式整体上不能给出较好的拟合. 在弱碰撞区间, 朗道
阻尼起主要作用 , 计算的离子热导与已有的理论结
果相符, 热导与 1/k成正比[11], 这也与考虑了静电场
修正的计算结果一致[7].  

1  计算方程和模型 
考虑描述电子、离子的Fokker-Planck方程, 假设

系统沿着Z方程存在小的静电扰动, 扰动的分布函数

和扰动电场为 Fα
i( )
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 当然这里假 1 0/f fα α << 1,  

1 0/α αϕ ϕ <<1, 式中 是

背景粒子的麦克斯韦速度分布函数, 
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是粒子的热速度, nα是背景α 类粒子的数密度. 电子
和离子的线性化Fokker-Planck方程组可表达为[4] 
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我们已经假设了电子无碰撞 , 即电子满足线性化的
Vlasov 方程. 由电子满足的方程(3b)我们可以得到电

子的扰动密度( ): 1
en

 

01
1 1

0
1

d d
( )

1 ( /

i
e e z

e z
e

e
e e

kv fe
n f

T kv

en
Z kv

T kv

φ
ω

ωφ ω

= =
−

⎡ ⎤⎛ ⎞
= +⎢ ⎥⎜ ⎟

⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

∫ ∫v v

) ,
 

(4)

 

其中 ( / )eZ kvω 是等离子体色散函数 [12], 对于离子声
波 , 频率较低 , 一般有 / kω <<  这样我们可以得
到极限情况下

,ev
/ ekv 0ω → 扰动电势的解: 
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利用准中性近似  则方程(3)封闭可解 , 
其中 和 为离子碰撞项. 对扰动分布

函数做Legendre展开
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可以得到关于 Legendre展开系数的方程链 . 将
Legendre展开在L阶斩断后, 利用有限差分或者矩展
开的方法 [4,13], 方程(3)可以化成本征值方程来求解 . 
我们这里使用了Tracy的方法, 利用有限差分数值求
解[4,14]. 从物理上说, 本征解中只有三个虚部最小的
解是我们感兴趣的, 即阻尼率最小的三个解, 分别对
应着一支零频的熵波和两支反平行传播的离子声波, 
即一对阻尼率相同、实部相反的解 .iaiaω ω γ= ± −  一
旦本征值确定下来, 相应的本征矢也就随之确定. 本
征矢对应着扰动的分布函数 , 利用它我们可以计算
各种感兴趣的扰动宏观量.  

2  计算结果与讨论 
对于波数为k的扰动 , 利用上述的线性Fokker- 

Planck方程求解, 我们可以得到离子声波的本征频率
和扰动分布函数 , 进而我们可以计算出相应的扰动
密度ρ1、扰动速度u1、扰动温度T1 以及离子热流q1. 为
了闭合广义流体力学方程, 需要定义热导系数, 这里
采用Chang-Callen给出的热流与热导系数的关系[15]:  

1 0 1 0 ,T ii iq i n v kT n T u1κ λ κ ′= − +  

其中κ是我们关注的热导系数. 在碰撞极限下它是我
们熟悉的Braginskii离子热导系数, κ = 3.95[6]; 离子-
离子碰撞的平均自由程为 
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这样我们可以求出在不同的扰动波数(k)、不同的碰撞
参数( iikλ )下离子声波中的离子热导系数. 

电子非局域热流理论认为 , 电子热流的傅里叶
分量仍然正比于温度梯度的傅里叶分量: 

,k kq ik Tκ= −  
qk是热流的傅里叶分量, κ(k)是热导系数, 一般它是 k
的函数, 只有在碰撞极限下, κ 才独立于波数 k 退化
到经典的热导系数κSH. 为了得到一般情况下的热传
导系数, 需要借助于 Fokker-Planck 模拟来计算不同
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波数下 , 扰动热流与扰动温度的比值 . 从方程(1)我
们可以看出, 对于不同波长下的热导系数, 几种经典
的非局域热导模型可表达为 

 SH/ 1/[1 ( )ek ],βκ κ α λ= +  (5) 
λe是有效非局域长度 . 对方程(5)作傅里叶逆变换可
以得到电子非局域热流的积分核. 参数α  =32, β = 2
是经典的LMV模型 [8], α = 50, β = 1 是Epperlein- 
Short(E-S)模型[9].  

考虑离子在不同波长下的热导系数, 我们将电子
的非局域热流理论应用在离子热流的描述上, 我们假
设离子的热流也可以用方程(5)相同的形式来描述:  

 
Br

1 .
1 ( )iik β

κ
κ α λ

=
+
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图 1和 2分别给出了 ZTe/Ti=22, 80时, FP模拟的  
 

 
图 1  ZTe/Ti=22, FP计算的离子热导系数与相应的非局域

模型公式的拟合 
 

 
图 2  ZTe/Ti=80, FP计算的离子热导系数与相应的非局域

模型公式的拟合 

热导系数与公式(6)的拟合曲线 . 拟合中 ZTe/Ti=22: 
α = 34, β = 1.83; ZTe/Ti=80: α = 67, β = 2.08. 从图中
我们可以看出 , 在碰撞极限下 , 计算的热导与
Braginskii 的结果一致, 当碰撞变弱时( iikλ 增大), 计
算的热导系数减小, Braginskii热导系数不再成立. 由
图中我们也可以看出, 非局域公式(6)能够很好地拟
合离子热导随 iikλ 的变化. 

在ZTe/Ti相对较小的时候, 图 3 给出了ZTe/Ti=10, 
FP计算的离子热导系数与非局域模型公式(6)在碰撞
和弱碰撞区间的拟合曲线 . 此时非局域公式不再能
够整体上拟合离子的热导系数 , 但是在强碰撞区间
和弱碰撞区间分别能够较好地拟合, 在 iikλ ~1 附近, 
两种拟合都有一定的偏差. 在弱碰撞区, 我们的拟合
结果是1/(1 75 )iikλ+ . 理论上, 在 1iikλ >> 时, 此时朗
道阻尼起主要作用, 由Vlasov方程计算的热导正比于
1/k[11], 这与我们在弱碰撞下的计算结果和拟合公式是
一致的. 在 1iikλ << 时, 主要是离子碰撞起主导作用, 
强碰撞区间也能很好地拟合. 而在 iikλ ~1附近, 碰撞效
应和朗道阻尼同时作用, 都不能忽略, 非局域公式给出
的拟合偏差较大 . 在图  1 和  2 中 , ZTe/Ti较大时 , 即

/ ikv 1ω >> , 离子朗道阻尼 可以

忽略, 公式(6)能够很好地拟合离子的热流.  

2|ikvexp( / 2)| /ω∝ −

 

 
图 3  ZTe/Ti=10, FP计算的离子热导系数与非局域模型公

式在碰撞和弱碰撞区间的拟合 

 
在电子的非局域拟合公式中, 拟合参数α, β取值

是定值, 不依赖等离子体的其他参数. 对离子的热导
的拟合 , 我们发现参数α, β不再是定值 , 而是随
ZTe/Ti变化的量. 在考虑参数 ZTe/Ti较大(≥22)的情况
下, 对不同的 ZTe/Ti的离子热导进行拟合, 我们给出
了拟合参数 α, β随 ZTe/Ti的变化关系:  
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图  4 分别给出了参数α和β 随 ZTe/Ti的变化以及(7)
和(8)式的曲线图. (7)和(8)式结合非局域公式(6)可以
让我们计算在不同碰撞强度 iikλ 、不同 ZTe/Ti时的离
子热导 , 这样我们可以用流体力学方程来描述不同
碰撞强度下的离子非局域热流. 

3  结论 
本文利用线性化 Fokker-Planck 方程求解离子声

波, 重点研究了离子声波过程中的离子热流. 通过将
线性化 Fokker-Planck 方程化为本征值问题, 可以得
到对应于离子声波的本征扰动分布函数 , 进而计算
出 e iZT T 和 iikλ 对离子热导的影响 , 在碰撞极限下

0,iikλ →  数值计算给出的离子热导与 Braginskii 的
结果一致. 当 iikλ 较大时, Braginskii 理论不再成立, 
离子热流出现受限的现象 . 在朗道阻尼可以忽略的
情况下, 离子热导系数随 iikλ 的演化能够非常好地利
用(6)式进行拟合, 并给出了拟合参数 α和 β与 ZTe/Ti
的关系 . 离子的非局域公式可以让我们利用流体方
程来考察离子的非局域热流 , 以及非局域热流对其
他物理过程的影响. 图 4  参数 α, β随 ZTe/Ti的变化与拟合图 
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Fokker-Planck simulation of ion energy transport in 
ion acoustic waves 

ZHAO Bin & ZHENG Jian 
CAS Key Laboratory of Basic Plasma Physics, Department of Modern Physics, University of Science and Technology of China, 
Hefei 230026, China 

Ion acoustic wave is computed by solving linearized Fokker-Planck equation as an eigenvalue 
problem. Ion energy transport in ion acoustic wave is studied as a function of kλii and Te/Ti. It is found 
computed ion conductivity can give an exact agreement with Braginskii value of 3.95 in collisional 
limit kλii→0. When kλii increases, ion conductivity decreases and Braginskii theory breaks down, 
which indicates that the ion heat flux becomes nonlocal. When Landau damping is negligible, ion 
conductivity as a function of kλii is well fitted by nonlocal formulas, and the fitting parameter as a 
function of Te/Ti is found and presented. Thus the ion nonlocal heat formulas are developed, which 
can provide an efficient and practical implementation in fluid description. 

Fokker-Planck, ion acoustic wave, ion conductivity, laser-produced plasma 
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