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摘要    文中提出并论述数字图像纹理细节的分数阶微分检测及其分

数阶微分滤波器实现. 首先, 分别从信息论和动力学两个角度深刻阐

述了分数阶微积分的几何意义和物理意义. 然后, 提出并论述了分数

阶驻点、分数阶平衡系数、分数阶稳定系数、分数阶灰度共生矩阵的

概念与理论, 并详细论述了分数阶灰度共生矩阵对图像纹理细节特征

的检测. 然后, 论述了在 x 轴负、x 轴正、y 轴负、y 轴正、左下对角线、

左上对角线、右下对角线、右上对角线 8 个方向上的数字图像任意分

数阶 n×n 的分数阶微分掩模的构造及其数值运算规则. 最后, 在此基

础上, 提出并论述了数字图像分数阶微分滤波器的理论与构造. 仿真

实验分别从定性和定量两方面证实了, 对于纹理细节信息丰富的图像

信号而言, 分数阶微分具有非线性增强图像复杂纹理细节特征的独特

优势与良好效果. 
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近 300年以来, 分数阶微积分已成为数学分析的一个重要分支, 但对于国内外众多数学家

乃至工程技术界的物理学家而言它还鲜为人知. 一般而言, Euclid 测度下的分数阶微积分, 是
将整数阶微积分的整数步长推广到分数步长的结果, 数学上要求必须使用 Euclid 测度; 同时, 
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由于物理过程中的随机变量为粒子随机运动的位移, 所以, 在 Euclid 测度意义下, 原则上可以

应用分数阶微积分来处理与分析物理状态与过程. 目前, Euclid 测度下的分数阶微积分已经被

用于扩散过程、粘弹性理论和随机分形动力学的研究. 但其绝大多数应用还仅仅停留在处理物

理变化过程中的暂态, 而对系统的演化过程很少涉及. 如何将分数阶微积分应用于现代信号

分析与处理, 特别是数字图像处理之中, 在国际上还是一个研究甚少的新兴学科分支[1~10]. 正
如历史上许多基于分数阶的数学方法(如分数阶 Fourier 变换、分数阶子波包变换等)在它们刚

被引入到现代信号处理这一领域之初, 许多学者对它秉持一种观望甚至怀疑的态度一样, 分
数阶微积分在现代信号分析与处理中的应用也同样需要人们在思维上跨越从整数阶到分数

阶、从整数维到分数维、从整数型量纲到分数型量纲、从 Euclid 测度观到分形测度观的门槛. 人
们对这种崭新数学方法的研究热情也常常首先需要一两个比较理想的应用突破来激发. 正是

基于这种原始的热望, 本文针对这个前沿课题的冰山一角进行了尝试性地探索和研究. 绝大

多数的分形结构是事物演化过程(如分形生长)和演化的最终产物(如断口等). 数字图像中的邻

域内像素与像素之间的灰度值具有高度自相似性; 图像信号中高度自相似的分形信息通常是

以复杂的纹理细节特征来表现的[1~4,11]. 各类函数的分数阶 v阶微积分具有 2个明显的特征: 其
中一大部分函数类, 它们的 v 阶微积分是幂函数; 另一部分函数的 v 阶微积分或者是某种函

数与幂函数的迭加, 或者是某种函数与幂函数的乘积[1,5~8,12]. 这种规律性是否预示着某种自然

界的变化规律呢? 科学研究已经证实许多分数阶、分数维的数学方法是目前人类对许多自然

现象的最佳描述. 于是很自然地想到, 能否利用分数阶微分处理来增强二维乃至 n 维图像信号

中具有分形信息的复杂纹理细节特征呢? 与整数阶微分不同, 直流或低频信号的分数阶微分

值一般不为 0; 对信号进行分数阶微分处理既非线性地加强了信号的高频分量, 又在一定程度

上非线性地加强了信号的中频分量, 同时还极大地非线性保留了信号的低频和直流分量[1~5]. 因
此, 图像分数阶微分具有特殊的特殊 Mach 现象; 其拮抗特性具有特殊的生物视觉感受野模   
型[1,2], 数字图像的分数阶微分掩模特性有别于其整数阶微分掩模特性[1~3]. 基于发明专利[4], 
本文提出并论述了分数阶微积分的几何意义、物理意义以及图像纹理细节特征的分数阶微分

检测方法; 阐述了数字图像分数阶微分掩模及其数值运算规则; 进而根据数字图像分数阶微

分的性质以及数字图像处理、数字电路、串行数字视频码流的输入特点, 提出并论述了一种实

时、非线性增强数字图像复杂纹理细节特征的数字图像处理电路装置的新方案, 即数字图像的

分数阶微分滤波器[4].  

1  理论推导和分析 

1.1  分数阶微积分的几何意义和物理意义 

众所周知, 函数一阶导数的几何意义是曲线的斜率; 其整数阶积分则是规整几何图形的

Euclid 测度. 函数一阶和二阶导数的物理意义分别是速度和加速度; 函数一阶导数的动力学物

理意义则是流. 那么函数分数阶微积分的几何意义和物理意义是什么? 这是分数阶微积分应

用研究必须首先回答的问题.  
分形数学理论中产生了测度观的转变, 分形几何否定了Newton-Lebnitz导数的存在性. 以
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Hausdorff 测度为基础的分形理论, 虽然历经了 80 余年的研究至今仍然还是一种很不完善的数

学理论, Hausdorff 测度下的微积分数学理论的构造至今尚未能完成. 目前分数阶微积分常用

的 Grümwald-Letnikov 定义是在 Euclid 测度下定义的分数阶微积分, 是将整数阶微积分的整数

步长推广到分数步长的结果, 在数学上要求必须使用Euclid测度. 分数阶微积分的G-L定义将

微积分阶次从整数 m ∈Z (Z 表示整数)阶推广到实数(包括分数, 甚至可推广到复数)v 阶. 因 
此, 原则上在 Euclid 测度下定义的分数阶微积分可被应用于处理与分析在 Euclid 测度意义下

的物理状态与过程.  
,v∀ ∈R  令其整数部分为 [ ],v  若信号 ( ) [ , ]s t a t∈ ( , ,  )a t a t< ∈ ∈R R 存在m+1阶连续导数; 

当 v>0 时, m 至少取[v], 则分数阶(v 阶)导数的 G-L 定义为[12] 

 

1
( )

00 0

1

0

( ) lim ( ) lim ( )

( ) ( )lim ,
( ) ( 1)

n
vG v v

a t h hh r
nh t a

v

n

n r

v
s t s t h s t rh

r

t a
r v r t an s t

v r n

−
−

→→ =
= −

−

−

→∞ =

−⎡ ⎤
−⎢ ⎥

⎣ ⎦

⎧ ⎫−⎛ ⎞⎪ ⎪⎜ ⎟ Γ − −⎪ ⎪⎛ ⎞⎝ ⎠ −⎨ ⎬⎜ ⎟Γ − Γ + ⎝ ⎠⎪ ⎪
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑

∑

� �

�

D

 (1) 

其中, 

( )( 1) ( 1) .
!

v v v v r
r r

−⎡ ⎤ − − + − + −
=⎢ ⎥

⎣ ⎦

"  

为使 ( ) ( )v
hs t− 达到非零极限, 须当 0h → 时 n → ∞ , 故令 ( ) / ,h t a n= −  于是 [ ]( ) / .n t a h= −  分

数阶微积分的量纲数 [ ( )] 1G v
a t s t v= −D , 等于分数, 为有理数. 这一点不同于整数阶微积分的量

纲数等于 0 或负整数.  

对于任意平方可积的能量型信号 2( ) ( )s t L∈ R 而言, 可以推导其 v 阶分数阶微分的 Fourier

变换为[5,13]  
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由(3)式知, 从信息论的观点看, 信号分数阶微积分的物理意义是对信号的广义调幅调相, 即
分数阶调幅调相. 信号分数阶微积分的结果是原信号的振幅随其数字频率呈分数阶幂指数变

化, 其相位是其数字频率的广义 Hilbert 变换[1,5].  
由(1)式知, 信号 ( )s t 的 v 阶差分为 
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可见, v 阶差分(分数阶差分)是差分的一般形式, 是广义差分. 整数阶差分表达式可被镶嵌在 
(4)式中, 整数阶差分是分数阶差分的差分阶次取整的特例. 函数分数阶导数的几何意义是其

函数曲线的广义斜率, 即分数阶斜率; 其分数阶积分则是规整几何图形的广义 Euclid 测度, 即
分数阶 Euclid 测度.  

从动力学的观点看, 分数阶导数是广义导数, 是广义流与广义速度的数学概括. 由此可以

推论, 分数阶导数物理意义是分数阶流或分数阶速度. 广义加速度包含于广义速度之中. [0,1]阶
的分数阶速度是广义速度, 是零阶位移矢量与一阶速度矢量之间的分数阶时间连续内插, 是
对距离变化快慢和方向的分数阶连续度量, 是对瞬时平衡状态的低阶([0,1]阶)度量. [0,1]阶速

度的存在亦说明, 零阶位移和一阶速度之间存在分数阶的连续内插, 其区别不是绝对的. 物理

运动并非只存在离散和连续 2 种形式, 而普遍存在离散和连续之间的运动状态. 自然界存在不

指向最速下降方向的梯度矢量. 这是从平直时空观向弯曲时空观的转变; 一阶以上的分数阶

速度是广义加速度, 是 m 阶加速度矢量和 m+1 阶加速度矢量之间的分数阶时间连续内插, 是
对速度变化快慢和方向的分数阶连续度量, 是对瞬时平衡状态的高阶(>1 阶)度量. 于是, 传统

的流(速度)和加速度是分数阶流和分数阶速度的特例 . 不失普遍性 , 以正态 Gauss 信号

 

2 / 2( ) 1/ 2 e , ,tt tφ −= π −∞ < < ∞ 为例进行分析, 其各分数阶导数的数值实现[5]如图 1 所示.  

 

图 1  正态 Gauss 信号各分数阶微分 

v=0.00 表示既不做微分也不做积分运算, 即原始信号本身. 由图 1 知, 分数阶微积分算子

具有有界性,即 ( )| ( ) | | ( ) | ;v vs t s t= < ∞D  具有连续性, 即 1 2
1 2 1 2lim ( ) ( ),   , .v v

v v s t s t v v→ = ∈RD D  换言

之, 分数阶微积分值是其相邻阶次分数阶微积分值的连续内插; 具有实值性, 即 ( )vs t ∈D R� 
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具有 [0] 0,v ≡D  对于所有的 v 均成立. 其中, [0]表示为幅值恒零的特殊单位阶跃信号. 但对于

幅值非零的单位阶跃信号而言, 其分数阶微积分值一般不为 0.  

如上所述, 分数阶导数 ( ) ( )v tφ 是分数阶梯度矢量, 仅当 v 取整数时, 它才指向最速下降方

向. 分数阶导数 ( ) ( )v tφ 是对 )(tφ 曲线上各点的瞬时平衡状态的分数阶度量. 0)()1( =tφ 对应着

)(tφ 曲线上的一阶驻点, 是该曲线上的一阶瞬时平衡点(可能为稳定平衡点, 亦可能为非稳定

平衡点). 可见, 一阶导数在本质上并不是对曲线或曲面上某点瞬时稳定状态的一阶度量, 而
是对该点瞬时平衡状态的一阶度量. 该点的瞬时稳定状态还有赖于其所在曲线或曲面的凸凹

性, 是其所在曲线或曲面凸凹性和该点瞬时平衡状态共同作用的结果; 推而广之, ( ) ( ) 0v tφ =

对应着 ( )tφ 曲线上的广义驻点(分数阶驻点), 是该曲线上的 v 阶瞬时平衡点(分数阶平衡点). 

由此可以推论, 分数阶导数的物理本质并不是对曲线或曲面上某点瞬时稳定状态的分数阶度

量, 而是对该点瞬时平衡状态的分数阶度量. 该点的瞬时稳定状态还有赖于其所在曲线或曲

面的凸凹性, 是其所在曲线或曲面凸凹性和该点瞬时平衡状态共同作用的结果. 于是, 一阶驻

点(极大值或极小值点)和二阶驻点(当该点的 3 阶导数不为 0 时, 即为拐点)是分数阶驻点的特

例. 由图 1 知, 一阶驻点所对应的分数阶(本处特指 v 取 )1,0[ 阶)微分值一般不为 0, 分数阶驻

点和一阶驻点一般不重复. 类似地, 二维曲面上一阶驻点(局部极值点和全局最值点)的一阶微

分为 0, 但其分数阶微分一般不为 0. 于是自然想到, 可将分数阶微分应用到二维曲面乃至 n
维曲面上构造学习训练算法. 基于分数阶梯度的学习训练算法能够很容易跳出局部极值点, 
有利于克服基于一阶梯度的传统学习训练算法(如自适应信号处理、自适应控制、神经网络训

练等)易于陷入局部极值点的缺点.  
由图 1 知, 由于分数阶微积分具有连续性, 若时间 t (自变量)按 0  ∞ → → − ∞ 变化时, 则

( ) ( ) 0v tφ = 所对应的阶次 v 按 0 1→ → ∞ 进行变化 . 分数阶导数在信号 ( )tφ 的上升缘段

( ( ,0))t ∈ −∞ 考察了信号的高阶( (1, )∞ 阶)分数阶驻点; 在信号 ( )tφ 的下降缘段 ( [0, ))t ∈ ∞ 考察了

信号的低阶([0,1]阶)分数阶驻点. 归纳知, 对于向上凸的信号而言, 
0

(1) ( ) 0t ttφ = = 对应着 ( )tφ 曲

线上的一阶驻点 0 0( , ( ));t tφ  当 0t t≥ 时, ( ) ( ) 0v tφ = 所对应的阶次 v 按1 0→ 进行变化; 当 0t t<

时, ( ) ( ) 0v tφ = 所对应的阶次 v按1 → ∞ 进行变化. 从而在信号整个定义域内构成了一个以时间

t 为自变量, 以分数阶驻点所对应的分数阶导数阶次 v 为变量, 分数阶次 v 从 1 0∞ → → 的分数

阶导数阶次完整族谱系列. 该分数阶导数阶次完整簇谱系列一阶为分水岭. 若考察信号 ( )tφ 的

上升缘段的低阶([0,1]阶)分数阶驻点, 只需将信号 ( )tφ 先做关于其一阶驻点与一阶导数过零点

连线的偶对称变换, 然后再做[0,1]阶分数阶导数即可. 显然, 关于其一阶驻点与一阶导数过零点

连线偶对称的信号, 其曲线上偶对称点的[0,1]阶分数阶驻点是偶对称的. 可以证明, 对向下凸的

信号而言, 其结论恰好关于一阶对换. 由图 1 亦知, 信号 ( )tφ 的高阶(>1 阶)分数阶导数的曲线会

≥2 次穿越零值线, 对应 ( )tφ 曲线上≥2 个高阶(>1 阶)分数阶驻点(高阶(>1 阶) 瞬时平衡点). 在

数学上, 偶对称信号的分数阶导数(阶次取整数时除外)一般是不对称信号, 一般不能保持微分

前后的对称不变性. 因此, 信号 ( )tφ 的高阶(>1 阶)分数阶导数所对应的≥2 个高阶(>1 阶)分数
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阶驻点是不对称的. 换言之, 偶对称曲线上的偶对称点所对应的高阶(>1 阶)瞬时平衡状态是不

相同的(这一性质与整数阶微分具有显著的区别). 与此同时, 信号 ( )tφ 的低阶([0,1]阶)分数阶导

数的曲线是单峰突降的, 拖着长长负尾巴, 只能一次穿越零值线, 只能对应 ( )tφ 曲线上唯一一个

低阶([0,1]阶)分数阶驻点(低阶([0,1]阶)瞬时平衡点). 信号 ( )tφ 的低阶([0,1]阶)分数阶导数曲线、

高阶(>1 阶)分数阶导数曲线以及零值线三者可能出现共同的交点. 信号 ( )tφ 的低阶([0,1]阶)分数

阶驻点与其高阶(>1 阶)分数阶驻点可能是同一点. 可以推论, 分数阶微积分 ( ) ( )v tφ 所对应的分

数阶次 v 的物理本质是对瞬时平衡状态的一种分数阶刻画, 是分数阶平衡系数.  

1.2  图像纹理细节特征的分数阶微分检测 

图像纹理细节特征一般表现为领域内像素之间灰度值的相对变化. 这种相对变化又反映

为图像灰度值纵向投影和横向投影的包络曲线上各点的瞬时平衡状态的相对变化. 包络曲线

上各点的灰度值大小是瞬时幅值(瞬时灰度值位移的模值), 是其瞬时平衡状态的零阶度量; 包
络曲线上相应各点的分数阶导数是其瞬时平衡状态的分数阶度量. 工程实践中除了需考察其

瞬时幅值外, 还需考察灰度值的相对变化快慢和方向(瞬时平衡状态的低阶([0,1]阶)分数阶度

量). 正态 Gauss 信号的[0,1]阶分数阶导数的过零点族如图 2 所示.  

 

图 2  正态 Gauss 信号[0,1]阶导数的过零点族 

由图 2 知, 在信号 ( )tφ 的下降缘段( [0, )t ∈ ∞ ), 点 0A 处 (1) ( ) 0tφ = , 对应于信号 ( )tφ 的 A 点. 

点 0B 处 (0.75) ( ) 0tφ = , 对应于 ( )tφ 的 B 点. 点 0C 处 (0.5) ( ) 0tφ = , 对应于 ( )tφ 的 C 点. 点 0D 处

(0.25) ( ) 0tφ = , 对应于 ( )tφ 的 D 点. 这里 ( )tφ 曲线是向上凸的, 点 A 是非稳定平衡点, 当有极小

的力作用于物体, 物体就会从点 A 向下非均匀加速滑落. 当物体分别置于 ( )tφ 曲线上 B, C, D

点时, 物体会以不同的初始瞬时加速度向下滑落. 物体从 ( )tφ 曲线的 A, B, C, D 点向下滑, 由
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于势能的不同, 到达 ( )tφ 曲线最低点时, 物体将具有不同的动能 W, .A B C DW W W W> > >  由图

2 亦知, 信号 ( )tφ 的二阶驻点 E 点与其 v≈0.38 阶分数阶驻点相重合.  

那么怎样度量 ( )tφ 曲线上 A, B, C, D 各点的稳定状态呢? 如上所述, 分数阶导数的物理本

质并不是对曲线或曲面上某点瞬时稳定状态的分数阶度量, 而是对该点瞬时平衡状态的分数

阶度量. 该点的瞬时稳定状态还有赖于其所在曲线或曲面的凸凹性, 是其所在曲线或曲面凸

凹性和该点瞬时平衡状态共同作用的结果. 分数阶微积分 ( ) ( )v tφ 所对应的分数阶次 v的物理本

质是对瞬时平衡状态的一种分数阶刻画, 是分数阶平衡系数. 若我们将稳定状态定义为单位

“1”值, 将非稳定状态定义为“0”值, 若函数 ( )tφ 的凸凹性用η表示, 

 
1, ,

1, .
η

⎧
= ⎨

−⎩

向上凸

向下凹
 (5) 

则可定义 ( )tφ 曲线上各点的分数阶稳定系数[1,2]为  

 
1 , 1,

, 1.
v

v
η

ρ
η

− =⎧
= ⎨ = −⎩

 (6) 

其中, v 是当 0)()( =tvφ 时所对应的分数阶微分阶次. 如前所述, [0,1],v ∈  故分数阶稳定系数

[0,1].ρ ∈  某点的分数阶稳定性系数 ρ 值越逼近于单位“1”值, 说明该点越趋于稳定状态; 其

ρ 值越逼近于“0”值, 说明该点越趋于非稳定状态. 由此可以推论, 分数阶稳定系数是对曲线

或曲面上某点的瞬时稳定状态的分数阶度量. 如上所述, 若求解信号 ( )tφ 的上升缘段的低阶

([0,1]阶)分数阶驻点所对应的阶次 v, 只需将信号 ( )tφ 先做关于其一阶驻点与一阶导数过零点

连线的偶对称变换, 然后再做[0,1]阶分数阶导数即可. 显然, 关于其一阶驻点与一阶导数过零

点连线偶对称的信号, 其曲线上的偶对称点的分数阶稳定系数相等. 图 2 中 A, B, C, D 点的稳

定系数 0,Aρ = 0.25,Bρ = 0.5,Cρ =  0.75.Dρ =  图 2 中信号的稳定系数随时间 t 的变化函数

( )tρ 曲线如图 3 所示.  

 
图 3  正态 Gauss 信号的ρ(t) 
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由图 3 可知, 点 A, B, C, D 的稳定状态依次升高, 这与物理实际情况相吻合.  
怎样借助分数阶稳定系数ρ来检测图像纹理细节特征呢? 图像 s(x, y)灰度值在[0, 255]范围

内变化, s(x, y)灰度值恒为非负. 二维数字图像 s(x, y)灰度值纵向(x 方向)投影和横向(y 方向)投
影的包络曲线对应稳定系数函数分别为 ( )yρ 和 ( ).xρ  不失普遍性, 以 ( )xρ 为例进行研究. 若

s(x, y)的灰度值横向(y 方向)投影特例及其 ( )xρ 如图 4 所示.  

 
图 4  s(x, y)在 y 方向上的灰度值投影及其ρ (x) 

(a) y 方向上的灰度值投影; (b) ρ (x). 

由图 4 知, 首先, 在 x 正方向上, 若 ( )xρ 处于 0 1→ 的上升缘段, 则图像 s(x, y)的横向(y 方

向)灰度值投影包络曲线由极大峰值变为极小谷值, 邻域内像素由亮变暗; 反之, 若 ( )xρ 曲线

处于1 0→ 的下降缘段, 则其灰度值投影包络曲线由极小谷值变为极大峰值, 邻域内像素由暗

变亮. 第二, ( )xρ 在 E、G、H 和 J 段对应的 ( )xρ 的振荡频率较大, 对应着 s(x, y)的横向(y 方

向)灰度值投影包络曲线上密集变化的波纹. 其中, ( )xρ 的振荡频率在 E、G 和 H 段最大, 在 J

段次之. 说明 s(x, y)在 E、G 和 H 段上的灰度值变化最为频繁, 呈现密集的图像纹理细节; 在 J
段上的图像纹理细节相对较为稀疏. 同时, s(x, y)在 E、G和 J段对应的灰度值波动幅度较小, 呈
现小的波纹, 在 H 段对应的灰度值波动幅度较大, 呈现大的振荡. 说明在 E、G 和 J 段图像纹

理细节的明暗对比不高, 在 H 段图像纹理细节的明暗对比相对较高. 第三, ( )xρ 在 F 和 I 段进

行低频振荡, 对应着 s(x, y)的横向(y 方向)灰度值投影包络曲线上跨度较宽、变化较缓的波动. 
说明 s(x, y)在 F 段呈现灰度值变化较缓的图像平滑过渡的轮廓, 在 I 段呈现跨度较宽的图像边

缘. 第四, s(x, y)的横向(y 方向)灰度值投影包络曲线在 E 段的平均幅值最大, 接近于 255, 在 G
和 H 段的平均幅值次之, 在 J 段的平均幅值最小, 接近于 0. 说明 s(x, y)在 E 段的纹理细节是

处于白色平滑背景中, 在 G 和 H 段的纹理细节是处于灰色平滑过渡背景中, 在 J 段的纹理细

节处于黑色平滑背景中.  
于是我们可定义基于分数阶微积分的分数阶灰度共生矩阵来对图像纹理特征进行检测. 

它具有 4 个参数: 角度矩、灰度值投影幅值、灰度值投影幅值差和分数阶稳定系数频率. 一般, 
角度矩取 0°(y 方向上投影)、45°、90°(x 方向上投影)和 135°四种值. 分数阶灰度共生矩阵的每

一种参数又分为 4 种测试值, 共有 12 种分数阶灰度共生矩阵纹理参数测试值. 最后将同一纹
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理参数 4 种角度的不同测试值进行平均, 再对所有邻域求其平均值. 因此, 分数阶灰度共生矩

阵反映了图像纹理细节特征关于方向、相邻间隔、变化幅度、变化频率和所处图像背景的综

合信息.  

1.3  数字图像分数阶微分掩模及其数值运算规则 

在 Euclid 测度下各种分数阶微分定义都应该满足如下 3 点性质: 1) 在平坦段(图像灰度值

不变的区域)的分数阶微分值是由对应奇异跳变处的极大值渐趋于 0(Riemann-Liouville 定义除

外). 而平坦段的任意整数阶微分必为  0. 这是分数阶微分相对于整数阶微分的显著区别之一. 
2) 在灰度阶梯或斜坡的起始点处的分数阶微分值非  0, 起到了加强高频信息的作用. 3) 沿斜

坡的分数阶微分值非  0, 亦非常数. 而沿斜坡的整数阶微分值为常数. 数字图像的分数阶微分

能够非线性增强数字图像的复杂纹理细节特征[1,2].  
根据(1)式, 若一元信号 s(t)的持续期为 [ , ],t a t∈  将信号持续期[a, t]按单位等分间隔 1h =

进行等分 , 所以 [ ] [ ]
1

( ) /  .
h

n t a h t a
=

= − = −  可以推导出一元信号 ( )s t 分数阶微分的差值表达   

为[1,3] 

 

d ( ) ( )( 1)( ) ( ) ( 1) ( 2)
2d

( )( 1)( 2) ( 1)    ( 3) ( 1).
6 ( 1)! ( )

v

v
s t v vs t v s t s t
t

v v v n vs t s t n
n v

− − +
≈ + − − + −

− − + − + Γ − −
+ − + + − +

− Γ −
"

 
(7)

 

由于计算机或数字滤波器处理的是数字量, 其值有限; 图像信号灰度的最大变化量是有

限的; 数字图像灰度变化发生的最短距离是在两相邻像素之间, 因此二维数字图像在 x 和 y 轴

方向上的持续时间(图像矩阵的规模)只可能以像素为单位进行度量, s(x, y)的最小等分间隔只

可能是 1.h =  若二维数字图像信号中 x和 y的持续期分别为 1 2[ , ]x x x∈ 和 1 2[ , ],y y y∈  则最大等

分数分别为 [ ] [ ]
1

2 1 2 1( ) /
h

xn x x h x x
=

= − = − 和 [ ] [ ]
1

2 1 2 1( ) / ;
h

yn y y h y y
=

= − = −  对于数字图像而言 , 

即使分数阶微分掩模的尺度大到等于数字图像本生的尺度( min( , )x yN n n= ), 也只可能是对其

分数阶微分解析值的最大逼近, 而永远不可能等于其分数阶微分的解析值. 针对如何构造

n n×  ( )n N≤ 的数字图像分数阶微分掩模, 我们定义 ( , )s x y 在 x 和 y 坐标轴负方向上分数阶

偏微分的后向差分近似表达式分别为[3] 

( , ) ( )( 1)( , ) ( ) ( 1, ) ( 2, )
2

( )( 1)( 2) ( 1)                  ( 3, ) ( 1, ) ,
6 ( 1)! ( )

v

v
s x y v vs x y v s x y s x y

x
v v v k vs x y s x k y

k v

∂ − − +
≈ + − − + −

∂
− − + − + Γ − −

+ − + + − + +
− Γ −

" "
 

(8)
 

( , ) ( )( 1)( , ) ( ) ( , 1) ( , 2)
2

( )( 1)( 2) ( 1)                  ( , 3) ( , 1) .
6 ( 1)! ( )

v

v
s x y v vs x y v s x y s x y

y
v v v k vs x y s x y k

k v

∂ − − +
≈ + − − + −

∂
− − + − + Γ − −

+ − + + − + +
− Γ −

" "
 

(9)
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在上述 2 个后向差分近似表达式中选取的前 n 项和分别作为 ( , )s x y 在 x 和 y 坐标轴负方

向上分数阶偏微分的近似值 

( , ) ( )( 1)( , ) ( ) ( 1, ) ( 2, )
2

( )( 1)( 2) ( 1)                  ( 3, ) ( 1, ),
6 ( 1)! ( )

v

v
s x y v vs x y v s x y s x y

x
v v v n vs x y s x n y

n v

∂ − − +
≈ + − − + −

∂
− − + − + Γ − −

+ − + + − +
− Γ −

"
 

(10)
 

( , ) ( )( 1)( , ) ( ) ( , 1) ( , 2)
2

( )( 1)( 2) ( 1)                  ( , 3) ( , 1).
6 ( 1)! ( )

v

v
s x y v vs x y v s x y s x y

y
v v v n vs x y s x y n

n v

∂ − − +
≈ + − − + −

∂
− − + − + Γ − −

+ − + + − +
− Γ −

"
 

(11)
 

可见, ( , )s x y 在 x 和 y 坐标轴负方向上分数阶偏微分的近似值(n 项和)中的每一对应求和

项的系数值都是相同的. 这 n 个非零系数值中只有首项求和项的系数值是常数“1”, 其它 n−1
个非零系数值都是分数阶微分阶次 v 的函数. 这 n 个非零系数值按顺序分别是: 1, ,v−  

(( )( 1)) / 2,v v− − +  (( )( 1)( 2)) / 6,v v v− − + − + ... , ( ( 1)) /(( 1)! ( )).n v n vΓ − − − Γ −  可以证明这 n 个非零

系数值之和不等于零, 这是图像分数阶微分与图像整数阶微分在特性上的显著区别之一. 在 x
坐标轴负方向上的相对逼近误差为  

 ( ) ( ) ( 1)( , ) ( , ) ( 1, ).
! ( ) ( 1)! ( )

v
x

n v N vs x y s x n y s x N y
n v N v

ε −

Γ − Γ − −
= − + + − +

Γ − − Γ −
"  (12) 

在 y 坐标轴负方向上的相对逼近误差为 

 ( ) ( ) ( 1)( , ) ( , ) ( , 1).
! ( ) ( 1)! ( )

v
y

n v N vs x y s x y n s x y N
n v N v

ε −

Γ − Γ − −
= − + + − +

Γ − − Γ −
"  (13) 

(12)和(13)式中的相对逼近误差不是相对于图像分数阶微分的解析解, 而是相对于分数阶微分

掩模的尺度大小等于二维数字图像的尺度时的数值解(对于其解析解的最佳逼近).  
由(10)和(11)式, 在 n n× 全 0 方阵(为了使分数阶掩模有明确的中心点, n 取奇数, 令

2 1, 1, 2,n b b= + = … )分别沿 x 和 y 坐标轴负方向的中心对称轴上, 用 1, ,v−  (( )( 1)) / 2,v v− − +  

(( )( 1)( 2)) / 6,v v v− − + − + ... , ( ( 1)) /(( 1)! ( ))n v n vΓ − − − Γ − 这 n 个非 0 系数值顺序置换掉 n n× 全零

方阵中相应位置上的零值. 为了完成在图像 s(x, y)分别在 8 个对称方向上的分数阶微分运算, 

达到增强算法的抗旋转性能, 可分别构造出在 x 轴负方向上的分数阶微分掩模(用 xW − 表示)、y

轴负方向上的分数阶微分掩模(用 yW − 表示)、x 轴正方向上的分数阶微分掩模(用 xW + 表示)、y

轴正方向上的分数阶微分掩模(用 yW + 表示)、左下对角线方向上的分数阶微分掩模(用 LDDW 表

示)、右上对角线方向上的分数阶微分掩模(用 RUDW 表示)、左上对角线方向上的分数阶微分掩

模(用 LUDW 表示)、右下对角线方向上的分数阶微分掩模(用 RDDW 表示)的分数阶微分掩模分别

如图 5 所示[3].  
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图 5  8 个方向上的分数阶微分掩模 

(a) ;xW −  (b) ;yW −  (c) ;xW +  (d) ;yW +  (e) LDD;W  (f) RUD;W  (g) LUD;W  (h) RDDW  
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计算机数字图像处理是以对图像的离散像素直接处理为基础的. 分数阶微分掩模的数值

运算规则是采用分数阶微分掩模卷积的方案来实现数字图像分数阶微分的空域滤波. 这种空

间滤波的机理就是在待处理的数字图像中逐点移动掩模(算子、模板). 针对数字灰度图像和数

字彩色图像的性质不同, 分数阶微分掩模的数值运算规则分为 2 种: 第 1 种, 分数阶微分掩模

针对数字灰度图像的数值运算规则. 在 nx×ny 的数字图像 s(x, y)中, 用分数阶微分掩模进行滤

波, ,xW −  ,xW +  ,yW −  ,yW +  LDD ,W  RUD ,W  LUDW 和 RDDW 的卷积数值运算规则分别是 

0
( )

2
( , ) ( , ) ( , ),

b
v

xx
z b k b

S x y W z k S x z y k−
−

=− =−
= + +∑ ∑  (14) 

2
( )

0
( , ) ( , ) ( , ),

b b
v

xx
z k b

S x y W z k S x z y k+
+

= =−
= + +∑ ∑  (15) 

0
( )

2
( , ) ( , ) ( , ),

b
v

yy
z b k b

S x y W z k S x z y k−
−

=− =−
= + +∑ ∑  (16) 

2
( )

0
( , ) ( , ) ( , ),

b b
v

yy
z b k

S x y W z k S x z y k+
+

=− =
= + +∑ ∑  (17) 

2 0
( )

LDDLDD
0 2
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第 2 种, 分数阶微分掩模针对数字彩色图像的数值运算规则. 分数阶微分掩模针对数字彩色图

像的数值运算规则与其针对数字灰度图像的数值运算规则基本相同. 不同之处在于各像素

( , )s x y 的 R、G、B 三个分量值分别都要历经与分数阶微分掩模针对数字灰度图像完全相同的

数值运算规则, 从而分别得到像素 ( , )s x y 的 R、G、B 三个分量值在上述 8 个方向上的 v 阶分

数阶偏微分的近似值. 由于 RGB 各分量之间存在相关性, 同时由于其灰度值限制在[0, 255]之
间, 因此, 当数字图像分数阶微分的阶次 [0,1]v ∈ 的取值较小或较大时, 对数字图像 RGB 各分

量进行非线性加强后, 可能严重破坏其相关性, 叠加得到的 RGB 彩色图像就可能出现色彩失

真. 因此, 对数字彩色图像而言, 在 YCrCb 和 HSV 色彩空间中进行分数阶微分不失是一种更

好的选择[1~3].  

1.4  数字图像分数阶微分滤波器构造 

一般地, 数字图像 ( , )S x y ( L H× 的像素矩阵, 每行有H个像素, x取 0 ~ ( 1)L − 之间的整数, 

y取 0 ~ ( 1)H − 之间的整数)的 L行像素的灰度值或RGB值一般不是并行输入, 而是串行输入(L
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行像素的灰度值或 RGB 值一行像素接一行像素输入, 每行输入 H 个像素的灰度值或 RGB 值, 
形成串行数字视频码流)数字图像滤波器的. 根据串行数字视频码流的输入特点, 用 ( )xS k 表

示串行数字视频码流中的像素(下标 x 表示每一帧数字图像 ( , )S x y 是以一行像素接一行像素输

入的方式形成串行数字视频码流的, ( , )S x y 从它最下面的一行(第 L 行)开始从下至上输入; k

表示像素 ( )xS k 在串行数字视频码流中的像素序号. k 从 1L H× − 开始计数, 逐像素输入 k 值减

一, 直至为  0). 若 ( )xS k 对应串行输入前坐标 ( , )x y 上的像素 ( , )S x y , 则 ( )xS k mH b± ± 对应串

行输入前坐标 ( , )x m y b± ± 上的像素 ( , )S x m y b± ± .  

根据上述数字图像分数阶微分掩模及其数值运算规则, 我们可以构造数字图像分数阶微

分滤波器[4], 其模型如图 6 所示.  

 

图 6  数字图像分数阶微分滤波器模型 

如图 6 所示, 数字图像的分数阶微分滤波器是由数字视频流行存储器组 18、锁相/移位电

路组 19、分数阶微分掩模卷积电路 20 与最大值比较器 21 级联而成. 1~8 分别是在上述 8 个方

向上的算法单元电路. 端口 9~16 分别输出数字图像像素在上述 8 个方向上的 v 阶分数阶偏微

分的近似值. 串行数字视频码流 ( )xS k 从端口 17 输入后分成 3 路: 第 1 路顺序经过行存储器组

18、锁相/移位电路组 19、分数阶微分掩模卷积电路 20 处理后, 分别在端口 9~16 输出像素
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( ( 1)( 1))xS k n H+ − + 在 x 轴负方向、x 轴正方向、y 轴负方向、y 轴正方向、左下对角线、右上

对角线、左上对角线和右下对角线 8 个方向上的 v 阶分数阶偏微分的近似值, 再经过最大值比

较器 21 处理后, 在端口 22 输出这 8 个近似值中的最大值作为像素 ( ( 1)( 1))xS k n H+ − + 的 v 阶

分数阶微分值近似值 ( ) ( ( 1)( 1));v
xS k n H+ − +  第 2 路触发时序控制电路产生相应的时序控制信

号; 第 3 路与行存储器组 18 的输出一起馈入锁相/移位电路组 19 生成 (2 1) (2 1)n n− × − 的像素

阵列. 行存储器组 18 根据串行数字视频码流的输入特点, 利用当前输入像素, 根据处理的数

字图像的性质不同, 行存储器组 18 分为 2 种结构: 第 1 种结构, 当处理数字灰度图像时, 这个

行存储器组 18 采用 2 2n − 个行存储器完成 2 1n − 行视频图像数据的获取; 第 2 种结构, 当处理

数字彩色(RGB)图像时, 行存储器组 18 由 3 个完全相同且并行处理的行存储器组子电路构成; 
其中每个行存储器组子电路与上述用以处理数字灰度图像时的行存储器组 18 的电路结构和参

数完全相同. 锁相/移位电路组 19 根据串行数字视频码流的输入特点, 利用当前输入像素, 根
据处理的数字图像的性质不同, 锁相/移位电路组 19 分为 2 种结构: 第 1 种结构, 当处理数字

灰度图像时, 这个锁相/移位电路组 19 共采用 23 3n n− 个 D 触发器, 通过对数字灰度图像进行

点延时产生计算数字灰度图像分数阶微分所需的 (2 1) (2 1)n n− × − 像素阵列; (2 1) (2 1)n n− × −

像素阵列的第 1 行采用 2 2n − 个 D 触发器, 第 2 行采用 2 3n − 个 D 触发器, 一直到第 1n − 行每

行采用 D 触发器的个数都是逐行减一, 第 1n − 行采用 n 个 D 触发器; (2 1) (2 1)n n− × − 像素阵

列的第 n 行采用 2 2n − 个 D 触发器; (2 1) (2 1)n n− × − 像素阵列的第 1n + 行采用 n 个 D 触发器, 

第 2n + 行采用 1n + 个D触发器, 一直到第 2 1n − 行每行采用D触发器的个数都是逐行加一, 第
2 1n − 行采用 2 2n − 个 D 触发器. 第 2 种结构, 当处理数字彩色图像时, 这个锁相/移位电路组

19 由 3 个完全相同且并行处理的锁相/移位电路组子电路构成; 其中每个锁相/移位电路组子电

路与上述用以处理数字灰度图像时的锁相/移位电路组 19 的电路结构和参数完全相同; 这 3 个

锁相/移位电路组子电路通过对数字彩色图像进行点延时分别产生计算数字彩色图像分数阶微

分所需的 R、G、B 这 3 个分量值的 (2 1) (2 1)n n− × − 像素阵列; 共采用 29 9n n− 个 D 触发器. 20

是分数阶微分掩模卷积电路. 21 是最大值比较器. 端口 22 输出像素 ( ( 1)( 1))xS k n H+ − + 的 v 阶

分数阶微分 ( ) ( ( 1)( 1))v
xS k n H+ − + 的近似值.  

其中, 分数阶微分掩模卷积电路 20 的阶次 v 可在 0~1 之间取分数或有理小数值, 根据工

程精度的不同要求, 阶次 v 分为单精度型、双精度型和长双精度型 3 种浮点数据, 算法单元电

路 1~8 的计算数据类型也分为 3 种相应类型. 为使分数阶微分掩模( n n× 的方阵)有明确的轴对

称中心, 分数阶微分掩模的尺寸数 n 是奇数; n 的最小取值是 3, n 的最大取值小于待进行分数

阶微分的数字图像的尺寸数(若待进行分数阶微分的数字图像 S(x, y)是 L×H 的像素矩阵, 当
L=H 时, 其尺寸数为 L; 当 L≠H 时, 其尺寸数为 L 和 H 中的最小值). 分数阶微分掩模卷积电

路 20由 8个并行计算的特定的算法单元电路 1~8构成; 根据待处理的数字图像的性质不同, 它
分为 2 种结构: 第 1 种结构, 当处理数字灰度图像时, 算法单元电路 1~8 分别计算数字灰度图

像中像素在 x 轴负方向、x 轴正方向、y 轴负方向、y 轴正方向、分数阶微分掩模左下对角线、

分数阶微分掩模右上对角线、分数阶微分掩模左上对角线和分数阶微分掩模右下对角线 8 个
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不同方向上的分数阶偏微分近似值. 算法单元电路 1~8 共同的电路结构如图 7 所示.  

 

图 7  算法单元电路 1~8 共同的电路结构 

如图 7 所示, 端口 23 输入像素 ( ( 1)( 1))xS k n H+ − + 值; 端口 24~26 的输入像素值和算法单

元电路 1~8 有关, 不同的算法单元电路对应的端口 24~26 的输入像素值不同, 在本说明书关于

算法单元电路 1~8 的电路结构的说明中有详细阐述; 27~29 是 1n − 个功能相同的乘法器; 30 是

加法器; 31 是限幅器; 32 是求模器; 端口 33 输出像素 ( ( 1)( 1))xS k n H+ − + 的灰度值或 R、G、B

分量值在上述 8 个方向的某一个方向上的 v 阶分数阶偏微分的近似值. 因任何数乘以“1”其值

不变 , 所以在构建具体电路时为了减少所用乘法器的个数 , 只选取 ,v−  (( )( 1)) / 2,v v− − +  

(( )( 1)( 2)) / 6,v v v− − + − + ,… ( ( 1)) /(( 1)! ( ))n v n vΓ − − − Γ − 这 n−1 个非零系数值作为乘法器的权系

数值. 因此, 每个算法单元电路由比分数阶微分掩模尺寸数 n(奇数)少一个的 n−1(偶数)个乘法器

27~29、一个加法器 30、一个限幅器 31 和一个求模器 32 构成; 这 n−1 个乘法器 27~29 的非零权

值按顺序分别是: ,v− 2( ) / 2,v v− (( )( 1)( 2)) / 6,v v v− − + − + ,… ( ( 1)) /n vΓ − − (( 1)! ( ))n v− Γ − ; 限幅

器 31 将加法器 30 的输出值限制在 0~255 的范围内, 当限幅器 31 的输入值小于 0 时, 它输出

0, 当限幅器 31 的输入值大于 255 时, 它输出 255; 求模器 32 的输出值馈入最大值比较器 21.  
第 2 种结构: 当处理数字彩色图像时, 算法单元电路 1~8 中的每个算法单元电路都由 3 个

完全相同且并行计算的算法单元子电路构成; 算法单元电路 1~8 共有 8×3=24 个算法单元子电

路; 算法单元电路 1~8 中的第 p(1 8p≤ ≤ )个算法单元电路的每个算法单元子电路都与上述用

以处理数字灰度图像时的第 p 个算法单元电路的电路结构和参数完全相同; 算法单元电路 1~8
中的 3 个算法单元子电路分别并行计算数字彩色图像中像素的 R、G、B 这 3 个分量值在上述

8 个方向上的分数阶微分近似值. 由图 6 知, 分数阶微分掩模卷积电路 20 包括如下 8 个特定的

算法单元电路构成.  
算法单元电路 1 计算像素 ( ( 1)( 1))xS k n H+ − + 在 x 轴负方向上的 v 阶分数阶偏微分的近似
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值; 根据待处理的数字图像的性质不同, 算法单元电路 1 分为 2 种结构: 第 1 种结构, 当输入

的数字视频流 ( )xS k 是数字灰度图像时, 像素 ( ( 1)( 1))xS k n H+ − + 的灰度值直接馈入加法器; 

像素 ( ( 1)( 1) )xS k n H H+ − + − 的灰度值与权值 v− 相乘后馈入加法器 ; 像素 ( ( 1)xS k n+ −  

( 1) 2 )H H+ − 的灰度值与权值 2( ) / 2v v− 相乘后馈入加法器; 以此类推 , 若 1 ,m n≤ ≤  像素

( ( 1)( 1) ( 1) )xS k n H m H+ − + − − 的灰度值与权值 ( ( 1)) /(( 1)! ( ))m v m vΓ − − − Γ − 相乘后馈入加法器; 

第 2 种结构, 当输入的数字视频流 ( )xS k 是数字彩色图像时, 算法单元电路 1 由 3 个完全相同

且并行计算的算法单元子电路构成; 其中每个算法单元子电路与上述用以处理数字灰度图像

时的算法单元电路 1 的电路结构和参数完全相同; 这 3 个算法单元子电路分别并行计算像素

( ( 1)( 1))xS k n H+ − + 的 R、G、B 这 3 个分量值在 x 轴负方向上的 v 阶分数阶偏微分近似值.   

同理, 算法单元电路 2~8 分别用于计算像素 ( ( 1)( 1))xS k n H+ − + 在 x 轴正方向上、y 轴负

方向上、y 轴正方向上、左下对角线方向上、右上对角线方向上、左上对角线方向上和右下对

角线方向上 v 阶分数阶偏微分的近似值.  
由图 6 可知, 最大值比较器 21 计算分数阶微分掩模卷积电路 20 的 8 个算法单元电路输出

值中的最大值, 根据处理的数字图像的性质不同, 最大值比较器 21分为 2种结构: 第 1种结构, 
当处理数字灰度图像时, 最大值比较器 21 有 8 路输入, 1 路输出, 输入端口 9~16 分别馈入算法

单元电路 1~8 的输出灰度值, 输出端口 22 输出 8 个馈入灰度值中的最大值(即数字灰度图像像

素灰度值的 v 阶分数阶微分近似值); 第 2 种结构, 当处理数字彩色图像时, 最大值比较器 21
由 3 个完全相同且并行处理的最大值比较器子电路构成; 最大值比较器 21 其中每个最大值比

较器子电路与在第 1 种结构中用以处理数字灰度图像时的最大值比较器 21 的电路结构和参数

完全相同; 这 3 个最大值比较器子电路分别并行计算数字彩色图像像素的 R、G、B 这 3 个分

量值的 v 阶分数阶微分近似值.  

2  实验仿真及结果分析 
由图 6 和 7 知, 在工程实际应用中, 数字灰度图像的分数阶微分滤波器中的分数阶微分掩

模卷积电路 20 的运算规则常采用 3 3× 的分数阶微分掩模的卷积方案. 在上述 8 个方向上的 v

阶分数阶微分掩模( xW − , xW + , yW − , yW + , LDDW , RUDW , LUDW 和 RDDW )的尺寸数 3,n =  这 8

个方向上的 v 阶分数阶微分掩模中的 3 个非零系数值按顺序分别是: 1, v− , (( )( 1)) / 2v v− − + =  
2( ) / 2v v− . 所以, 其中行存储器组 18采用 32 2 4nn =− = 个行存储器完成 32 1 5nn =− = 行视频图

像数据的获取; 其中锁相/移位电路组 19 共采用 2
33 3 | 18nn n =− = 个 D 触发器, 通过对数字灰度

图像进行点延时产生计算数字灰度图像分数阶微分所需的 3(2 1) (2 1) 5 5nn n =− × − = × 像素阵列; 

其中算法单元电路 1~8 共有 38 ( 1) 16nn =× − = 个乘法器, 每个算法单元电路中 31 2nn =− = 个乘

法器的非零权值依按顺序分别是: v− , 2( ) / 2.v v−  按照图 6 和 7 所述的级联电路结构及其行

存储器组 18、锁相/移位电路组 19、分数阶微分掩模卷积电路 20 和最大值比较器 21 的具体电
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路结构和电路参数, 就可以方便地构建出 3×3数字图像的分数阶微分滤波器的具体电路, 如图

8 所示.  

 

图 8  数字图像的 3×3 分数阶微分滤波器 

图 8 中未画出其中的时序控制电路及其被触发产生的时序控制信号. 其中, 端口 34 输入

串行数字灰度视频码流 ( )xS k ; 35~38 是行存储器; 端口 39 输出像素 ( )xS k H+ ; 端口 40 输出像

素 ( 2 )xS k H+ ; 端口 41 输出像素 ( 3 )xS k H+ ; 端口 42 输出像素 ( 4 )xS k H+ ; 端口 43 输出像素

( 2 2)xS k H+ + 的灰度值; 端口 44～51分别输出像素 ( 2 2)xS k H+ + 的灰度值在上述 8个方向上

的 v 阶分数阶偏微分的近似值; 端口 52 输出像素 ( 2 2)xS k H+ + 的灰度值的 v 阶分数阶微分

( ) ( 2 2)v
xS k H+ + 的近似值.  

本实验同时使用 xW − , xW + , yW − , yW + , LDDW , RUDW , LUDW 和 RDDW 8 个方向上的分数掩

模分别对图像 s(x, y)进行分数阶微分. 为了运算简便, 比较 8 个方向上的运算结果, 将其中最

大值作为像素 s(x, y)分数阶微分的灰度值. 对于 RGB 彩色图像的分数阶微分处理, 需要对其

R、G、B 分量分别进行分数阶微分, 然后再合成为 RGB 彩色图像. 另外, 为了更直观对比分

数阶微分对图像复杂纹理细节特征的增强效果, 本实验所示图像分数阶微分结果是原图像与

其分数阶微分值进行像素迭加后的结果. 32 位 RGB 岩石纹理彩图的分数阶微分实验结果如图

9 所示.  
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图 9  32 位 RGB 岩石纹理彩图的分数阶微分 
(a) 原图; (b) v = 0.55 阶分数阶微分 

从肉眼定性分析知, 进行分数阶微分后, 图像中那些具有复杂纹理细节特征的岩石纹理

变得更加清晰. 为便于定量分析, 本实验对该岩石纹理彩图及其分数阶微分的灰度值纵向( x
方向)投影进行对比分析, 如图 10 所示.  

 

图 10  32 位 RGB 彩图及其分数阶微分的灰度值投影对比 
(a) 原图的灰度值 x 方向投影; (b) 原图的灰度值 x 方向投影局部; (c) 原图 v = 0.55 阶微分的灰度值 x 方向投影;  

(d) 原图 v=0.55 阶微分的灰度值 x 方向投影局部 

由图 9和 10知, 首先, 与图像整数阶微分掩模相同, 图像分数阶微分掩模同样加强了原图

中灰度值变化较大的高频边缘信息, 但其加强幅度没有整数阶微分大, 所以不会出现黑白分

明的边缘; 其次, 与图像整数阶微分掩模不同, 图像分数阶微分在一定程度上保持了原图的灰
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度直方图分布的包络. 所以, 图像分数阶微分在一定程度上保持了原图的低频轮廓信息, 而图

像整数阶微分却不能; 最后, 不论图像分数阶微分还是整数阶微分都使原图的灰度投影增加

了许多“毛刺”, 但是, 只有图像分数阶微分才是在原图灰度投影的包络上增加“毛刺”, 图像整

数阶微分改变了原图对应灰度投影的包络. 所以, 图像分数阶微分能使原图平滑区域中灰度

相对变化不太剧烈的纹理细节信息得到非线性地加强, 而图像整数阶微分对于它们微分的结

果趋近于零. 图像整数阶微分改变原图对应灰度投影的包络, 从而改变了原图灰度直方图分

布, 使得处理后的结果要么灰度值很高, 要么灰度值很低(即要么是白, 要么就是黑), 从而丢

掉了大量的纹理细节信息. 图像分数阶微分具有非线性加强纹理细节信息的能力. 图像分数

阶微分掩模既能尽量非线性保留图像平滑区域中的低频轮廓特征, 同时又能非线性增强图像

中灰度值跃变幅度相对较大的高频边缘特征, 而且还能非线性增强图像中灰度值跃变幅度和

频率变化相对不大的高频纹理细节特征. 
本实验还对该岩石纹理彩图及其分数阶微分的灰度值纵向(x 方向)投影包络曲线的分数阶

稳定系数函数ρ(y)进行对比分析, 如图 11 所示. 

 

图 11  灰度垂直投影对应的分数阶稳定系数对比 
(a) 原图的ρ (y); (b) v = 0.55 阶微分后的ρ (y) 

由图 11 知, 图像分数阶微分后, 其分数阶稳定系数的振荡频率明显增大. 说明图像分数

阶微分后其灰度发生较频繁的差异, 其纹理细节特征得到了增强. 至此, 本实验从定性和定量

2个方面证实了分数阶微分具有非线性增强图像复杂纹理细节特征的优良特性. 对于纹理细节

信息丰富的图像信号而言, 分数阶微分对灰度变化不大的平滑区域中的纹理细节信息的增强

效果明显优于整数阶微分运算.  
近年来, 随着下一代高清晰数字电视对图像清晰度和实时性要求的不断提高、随着生物医

学图像(如细胞图像、X 光片、乳腺钼靶片、CT 图像、MRI 图像、PET 图像、超声图像等)对后

期图像处理清晰度和实时性要求的不断提高, 随着银行票据智能识别系统对票据复杂纹理细节

特征预处理质量要求的不断提高, 随着卫星遥感图像对其复杂地理纹理细节特征的增强程度以

及对只有几个像素的小目标识别能力要求的不断提高, 随着指纹、虹膜、掌纹等生物特征智能

识别系统对复杂生物纹理特征预处理质量要求的不断提高, 图像分数阶微分理论、数值实现算

法及其分数阶微分滤波器有望在这些领域中得到广泛的应用. 文末, 我们给出一幅关于卫星遥
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感图像分数阶微分前后的效果对比图, 以进一步说明图像分数阶微分既能尽量非线性保留图像

平滑区域中的低频轮廓特征, 同时又能非线性增强图像中灰度值跃变幅度相对较大的高频边缘

特征, 而且还能非线性增强图像中灰度值跃变幅度和频率变化相对不大的高频纹理细节特征, 
如图 12 所示. 

 
图 12  卫星遥感图像的分数阶微分 

(a) 原图; (b) v = 0.55 阶分数阶微分 

3  结束语 
如何将分数阶微积分应用于现代信号分析与处理, 特别是数字图像处理之中, 在国际上

还是一个研究甚少的新兴学科分支. 本文的研究致力于将一种崭新的数学方法(分数阶微积 
分)应用到数字图像处理这门学科之中. 本文分别从信息论和动力学的观点 2 个角度深刻阐述

了分数阶微积分的几何意义和物理意义; 提出并论述了分数阶驻点、分数阶平衡系数、分数阶
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稳定系数、分数阶灰度共生矩阵、分数阶微分掩模的崭新概念与理论; 提出并论述了数字图像

分数阶微分滤波器的理论与构造. 仿真实验分别从定性和定量 2 个方面证实了分数阶微分具

有非线性增强图像复杂纹理细节特征的独特优势与良好效果.  

致谢    感谢法国国家科学院 Jacques Caen 院士、Anne-Sophie 女士和法国南锡第一大学

Jacques Felblinger 教授的指导和交流.  
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