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摘要 作为 Hall 代数的结构常数, Hall 数和 Hall多项式与对称群的表示和量子群的结构有紧密联系.

本文首先引入经典 Hall 代数和 Hall 多项式的概念, 并阐述其与对称函数的联系. 其次, 定义有限域上

代数的 Ringel-Hall 代数, 并简述其与量子群的关系. 最后, 本文在 Dynkin 箭图和仿射箭图情形下, 讨

论 Hall 多项式的存在性.
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1 引言

Steinitz [1] 和 Hall [2] 分别于 1901 年和 1959 年独立地在以有限 Abel p- 群的同构类为基的自由

Abel群上定义了一个代数结构,即经典 Hall代数,其结构常数由具有某些性质的子群个数给出.而且,

他们指出了这些结构常数可以表示为关于素数 p 的整系数多项式, 即经典 Hall 多项式. Hall 进一步

确定了 Hall 多项式的次数, 并证明了它们的首项系数等于相应的 Littlewood-Richardson 系数. 因此,

经典 Hall 代数和 Hall 多项式理论与对称群和一般线性群的表示理论有深刻的联系, 详细内容参见文

献 [3, 4].

受到 Steinitz 和 Hall 工作的启发, Ringel [5, 6] 于 1990 年引入了有限环 (finitary ring) 的 Hall 代

数的概念, 称为 Ringel-Hall 代数. Ringel 的一个重要发现是, 当 A 是一个箭图 Q 在有限域上的路代

数时, 单 A- 模在 Ringel-Hall 代数中满足一个基本关系, 它类似于量子群的定义关系—量子 Serre 关

系. 通过适当调整 Ringel-Hall 代数的乘法, Ringel 证明了当 Q 是一个 Dynkin 箭图时, 其 Ringel-Hall

代数同构于相应于 Q 的量子包络代数的正部分. 通过引入余乘运算, Green [7] 证明了对于任意不含

圈的箭图 Q, 其 Ringel-Hall 代数的合成子代数都同构于相应于 Q 的量子包络代数的正部分. 因此,
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Ringel-Hall代数建立了有限维代数表示理论与量子群结构理论的联系,相关内容可参见文献 [8,第 IV

部分] 和 [9].

类似于经典情形, Ringel 证明了当 Q 是一个 Dynkin 箭图时, 其 Ringel-Hall 代数的结构常数是

关于基域元素个数的多项式, 也称作 Hall 多项式. 利用这类多项式, 我们可以直接定义 Q 的 generic

Ringel-Hall 代数. 进一步, Ringel 证明了将 Hall 多项式的变元特殊化到 1, Ringel-Hall 代数恰为相应

于 Q 的复半单李代数的正或负部分的包络代数. 此时, Q 的所有不可分解模张成一个李子代数, 并且

它给出了 Q 对应的复半单李代数正或负部分的实现. 因此, Ringel-Hall 代数的结构常数 (Hall 数和

Hall 多项式) 在李代数和量子群理论中有着重要应用.

本文主要介绍经典的 Hall 代数和 Hall 多项式, 并在 Dynkin 箭图和仿射箭图情形下, 讨论 Hall

多项式的存在性. 文中涉及有限维代数的基本概念与性质, 参见文献 [8, 10, 11].

2 经典 Hall 代数与对称函数环

设 O是一个 (完备)离散赋值环且 m和 k := O/m分别是它的极大理想和剩余类域.本节总假定 k

是一个有限域.例如,设 p是一个素数. 有限域 Fp 上的形式幂级数环 Fp[[T ]]和 p-进制整数环 Z(p) 是

两类典型的离散赋值环, 其剩余类域均是 Fp. 本节将定义 O 的 Hall 代数 H(O) 和 Hall 多项式, 并且

指出 H(O) 与对称函数环的关系. 本节涉及的内容及证明细节可参见文献 [4, 第 I–III 章].

一个递减的正整数序列 λ = (λ1, λ2, . . . , λr) 称为一个划分 (partition), 并且用 P 记所有划分构成
的集合. 设 M 是一个 O- 模, 用 [M ] 记 M 的同构类. 如果 M 是一个有限 O- 模, 即它有一个有限的

合成列, 那么用 ℓ(M) 记 M 的长度. 众所周知, 在同构意义下, 每一个有限 O- 模 M 具有形式

M =

r⊕
i=1

O/mλi ,

其中 r > 0, λi 都是正整数. 将这些正整数按照降序排列, 不妨设

λ1 > λ2 > · · · > λr.

于是得到了一个划分 λ = (λ1, λ2, . . . , λr), 称为 M 的型 (type). 于是, M 的长度 ℓ(M) 恰为它的型 λ

的权

|λ| :=
r∑

i=1

λi.

反过来, 对于 λ = (λ1, λ2, . . . , λr) ∈ P, 记

M(λ) =MO(λ) =

r⊕
i=1

O/mλi .

综上得到, 对应 λ 7→ [M(λ)] 诱导了从 P 到所有有限 O- 模同构类的集合的一个双射. 为了叙述方便

起见, 有时将划分 λ = (λ1, λ2, . . . , λr) 等同于无穷序列

(λ1, λ2, . . . , λr, 0, . . . , 0, . . .).

特别地, 记 ∅ = (0, 0, . . .), 称为空划分 (empty partition), 它对应于 O 的零模.
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给定 λ, µ(1), . . . , µ(t) ∈ P (t > 1), 用 Fλ
µ(1),...,µ(t)(O) 记 MO(λ) 的如下子模链的个数:

MO(λ) =M0 ⊇M1 ⊇ · · · ⊇Mt−1 ⊇Mt = 0

满足对于任意 1 6 i 6 t 有 Mi−1/Mi
∼= MO(µ

(i)), 称这个非负整数为 Hall 数 (Hall number). 根据定

义, Fλ
µ(1),...,µ(t)(O) ̸= 0 的一个必要条件是

|λ| =
t∑

i=1

|µ(i)|.

特别地, 当 t = 2 时, 即对于 λ, µ, ν ∈ P, 有

Fλ
µ,ν(O) = |{X ⊆MO(λ) | X ∼=MO(ν),M(λ)/X ∼=MO(µ)}|,

并且 Fλ
µ,ν(O) ̸= 0 当且仅当存在短正合列

0 −→MO(ν) −→MO(λ) −→MO(µ) −→ 0.

进一步, 对于每个 1 6 i 6 t, 有

Fλ
µ(1),...,µ(t)(O) =

∑
ν∈P

Fλ
µ(1),...,µ(i−1),ν(O)F ν

µ(i),...,µ(t)(O), (2.1)

其中等式右边对于所有满足条件 |ν| = |µ(i)|+ · · ·+ |µ(t)| 的划分 ν 求和.

定义 2.1 设 H(O) 是以集合 {uλ | λ ∈ P} 为基的自由 Abel 群 (等价地, 自由 Z- 模), 即

H(O) =
⊕
λ∈P

Zuλ.

在 H(O) 上定义乘法

uµuν =
∑
λ∈P

Fλ
µ,ν(O)uλ, ∀µ, ν ∈ P.

根据 (2.1) 可知, H(O) 是一个结合代数, 其单位元为 1 = u∅, 称它为 O 的 Hall 代数1).

注 2.1 设 E 是 O- 模 k = O/m 的内射包. 根据文献 [4, 第 2 章第 1 节], E 定义了有限 O- 模

范畴的一个对偶 HomO(−, E), 并且对于有限 O- 模 M , 有

M ∼= HomO(M,E).

由此导出, 对于 λ, µ, ν ∈ P, 有 Fλ
µ,ν(O) = Fλ

ν,µ(O). 因此, H(O) 是一个交换代数.

设 M 是一个有限 O- 模. 若 mM = 0, 则称 M 是初等的 (elementary) , 等价地, M 的型为

(1r) := (1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
r

),

其中 r > 0. 此时, M 可看作 k 上的 r 维向量空间.

命题 2.1 [2] 作为 Z- 代数, H(O) 由元素 u(1r) (r > 1) 生成. 而且, u(1r) 在 Z 上是代数无关的.

特别地, H(O) 同构于 Z 上无限个不定元的多项式环.

1) Hall 代数与下面即将定义的 Hall 多项式的名词最早由 Green [12] 给出.
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给定 λ = (λ1, λ2, . . . , λt) ∈ P, 记 λ′ = (λ′1, λ
′
2, . . . , λ

′
s) 是 λ 的共轭 (conjugate), 即

λ′i = |{j > 1 | λj = i}|, ∀ i > 1.

同时定义

n(λ) =

t∑
i=1

(i− 1)λi =
∑
i>1

λ′i(λ
′
i − 1)

2
.

定理 2.1 [2] 给定 λ, µ, ν ∈ P, 存在整系数多项式 φλ
µ,ν(q) ∈ Z[q] 满足

φλ
µ,ν(|k|) = Fλ

µ,ν(O),

其中 O 是任意一个离散赋值环且它的剩余类域 k = O/m 是有限的. 进一步,

φλ
µ,ν(q) = cλµ,νq

n(λ)−n(µ)−n(ν) +低次项,

其中 cλµ,ν 是 Littlewood–Richardson 系数.

上述定理中的多项式 φλ
µ,ν(q) 称为对应于划分 λ、µ 和 ν 的 Hall 多项式. 递归地, 可以证明对于

给定的 λ, µ(1), . . . , µ(t) ∈ P, 存在整系数多项式 φλ
µ(1),...,µ(t)(q) ∈ Z[q] 满足

φλ
µ(1),...,µ(t)(|k|) = Fλ

µ(1),...,µ(t)(O),

其中 O 是任意一个离散赋值环且它的剩余类域 k = O/m 是有限的.

例 2.1 下面给出两类 Hall 多项式的例子. 为此, 先引入一些记号. 对于正整数 n, 定义

[[n]] =
qn − 1

q − 1
= qn−1 + · · ·+ q + 1 ∈ Z[q].

进一步, 令 [[n]]! = [[1]][[2]] · · · [[n]], 并且规定 [[0]]! = 1. 对于 n > 1 和 0 6 m 6 n, 定义n
m

 =
[[n]]!

[[m]]![[n−m]]!
=

∏m−1
i=0 (qn−i − 1)∏m

i=1(q
i − 1)

∈ Z[q].

(1) 设 n > 1 且 0 6 m 6 n. 通过计算可得

φ
(1n)
(1m),(1n−m)(q) =

n
m

 .
(2) 设 λ = (λ1, λ2, . . .), µ = (µ1, µ2, . . .) ∈ P, m > 1, 满足 |λ| = |µ|+m. 于是,

φλ
µ,(1m)(q) = qn(λ)−n(µ)−m(m−1)

2

∏
i>1

λ′i − λ′i+1

λ′i − µ′
i


q−1

,

其中 [[ nm ]]q−1 记在多项式 [[ nm ]] 中用 q−1 代替 q 得到的关于 q−1 的多项式.

根据定理 2.1, 我们可以利用 Hall 多项式的存在性在整环 Z[q] 上定义 Hall 代数 Hq. 根据定义可

知, Hq 是以 {uλ | λ ∈ P} 为基的自由 Z[q]- 模, 其基元素的乘法为

uµuν =
∑
λ∈P

φλ
µ,ν(q)uλ, ∀µ, ν ∈ P.
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设 Γn = Z[x1, . . . , xn] 是关于不定元 x1, . . . , xn (n > 1) 的整系数多项式环. 于是对称群 Sn 通过

交换变元作用在 Γn 上. 设

Λn = Z[x1, . . . , xn]Sn

是由对称多项式构成的 Γn 的子环.众所周知, Λn 是关于初等对称多项式 σ1, . . . , σn 的多项式环,其中

σr =
∑

16i1<···<ir6n

xi1 · · ·xir , ∀ 1 6 r 6 n.

设 m > n. 考虑环同态

ρm,n : Γm = Z[x1, . . . , xm] −→ Γn = Z[x1, . . . , xn]

满足

ρm,n(xi) =

xi, 若 1 6 i 6 n,

0, 若 n+ 1 6 i 6 m.

于是, ρm,n 的限制诱导一个环同态

ρm,n : Λm → Λn.

易见, (Λn, ρm,n) 构成一个逆向系统, 记 Λ 是相应的逆向极限, 即

Λ = lim
←−
n

Λn.

称 Λ 为对称函数环 (ring of symmetric functions).

定理 2.2 [2] 设 O 是一个 (完备) 离散赋值环且它的剩余类域 k = O/m ∼= Fq, 则存在一个 Q- 代

数的同构

H(O)⊗Z Q −→ Λ⊗Z Q, u(1r) 7−→ q−r(r−1)/2er,

其中

er =
∑

i1<···<ir

xi1 · · ·xir .

在上述同构中, H(O) 的基元素 uλ 与 Hall-Littlewood 多项式相对应.

注 2.2 (1) Hall [2] 只给出了 Hall 理论的一个概述, 但并没有给出详尽的证明 (相关的证明在他

的一个未发表的工作中). 在文献 [4, 第 II 章] 中, Macdonald 利用 Littlewood-Richardson 法则给出了

定理 2.1的证明,其方法依赖于由 Green [12] 和他的学生 Klein [13, 14] 建立的有限 O-子模与 Littlewood-

Richardson 序列的对应关系. 定理 2.1 的一个较为简洁的证明由 Zelevinsky 给出, 参见文献 [4, 第 II

章附录]. 关于 Hall 多项式的计算, 可参见文献 [12–19].

(2)实际上, Steinitz [1] 早于 1901年已经给出了 Hall代数和 Hall多项式的定义,指出了其与 Schur

函数的联系, 并猜测定理 2.1 是成立的. 然而, 他既没有给出证明也没指出证明的方法. Steinitz 的工

作一直未引起人们的注意, 直到 1982 年, Johnsen [20] 将他的工作重新带入人们的视线.

(3) Zelevinsky [21] 在 Hall 代数 H(O) 上定义了余乘运算, 由此得到了其上的一个 Hopf 代数结构.
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3 Hall 数和 Ringel-Hall 代数

本节将定义有限域上代数的有限维模的 Hall数和 Ringel-Hall代数, 并且简述其与量子群的关系.

设 k = Fq 是含有 q 个元素的有限域, A 是一个 Fq- 代数. 用 A-mod 记所有有限维 A- 模构成的

范畴. 对于 M ∈ A-mod , 用 [M ] 记 M 的同构类.

为了简单起见,假设 A是一个有限生成 Fq-代数. 类似于上一节中经典 Hall代数情形,对 A-mod

中的对象 M,N1, . . . , Nt, 令 FM
N1,...,Nt

为 M 的满足条件 Mi−1/Mi
∼= Ni (∀ 1 6 i 6 t) 的子模链

M =M0 ⊇M1 ⊇ · · · ⊇Mt−1 ⊇Mt = 0

的个数. 由于M 是一个有限集,所以, FM
N1,...,Nt

是一个非负整数,称为相应于M,N1, . . . , Nt 的 Hall数.

特别地,如果 t = 2,那么 FM
N1,N2

是 M 的满足 X ∼= N2 且 M/X ∼= N1 的子模 X 的个数. 类似于 (2.1),

对于 1 6 i 6 t, 有

FM
N1,...,Nt

=
∑
[X]

FM
N1,...,Ni−1,XF

X
Ni,...,Nt

, (3.1)

其中等式右边对所有 A- 模 X 的同构类 [X] 求和. 注意到, 因为 A 是有限生成的, 所以, 这个求和项

实质上是一个有限和.

引理 3.1 [22, 23] 设 Z、X 和 Y 是 A-mod 中的对象, 则

FZ
X,Y =

|Ext 1A(X,Y )Z | · |Aut(Z)|
|Aut(X)| · |Aut(Y )| · |HomA(X,Y )|

,

其中 Ext 1A(X,Y )Z 表示 Ext 1A(X,Y ) 中形如 0 → Y → Z → X → 0 的短正合列的等价类构成的集合,

且对于 M 取 X、Y 或 Z, Aut(M) 记 M 的自同构群.

给定有限生成 Fq- 代数 A, 设 H⋄(A) 是以有限维 A- 模同构类 {u[M ] | M ∈ A-mod } 为基的自由
Abel 群. 在 H⋄(A) 上定义乘法运算 ⋄ 如下:

u[M ] ⋄ u[N ] =
∑
[L]

FL
M,Nu[L], ∀M,N ∈ A-mod . (3.2)

由于 A是有限生成的,上式右边的求和是有限的,从而定义是合理的. 而且,对 A-mod 中的对象 X、Y

和 Z, 由 (3.1) 和 (3.2) 得到

(u[X] ⋄ u[Y ]) ⋄ u[Z] =
∑
[L]

FL
X,Y,Zu[L] = u[X] ⋄ (u[Y ] ⋄ u[Z]),

即乘法 ⋄ 是结合的. 另外, 易见 u[0] 是 H⋄(A) 的单位元, 这里 0 表示零模. 综上得到, H⋄(A) 是一个

含有单位元的结合 Z- 代数, 称为 A 的整 Hall 代数 (integral Hall algebra) 或 Ringel-Hall 代数.

注 3.1 事实上, Ringel [24] 对于更一般的有限环 (finitary ring) 定义了它们的 Hall 代数.

现在考虑 A 是箭图的路代数情形. 设 Q = (I = Q0, Q1) 是一个有限箭图, 其中 I = Q0 和 Q1 分

别是点集和箭向集, 且它们都是有限集合. 对于每个箭向 ρ ∈ Q1, 分别用 tρ 和 hρ 记 ρ 的起点 (tail)

和终点 (head), 即

ρ : tρ −→ hρ.

设 A = FqQ 是 Q 在有限域 k = Fq 上的路代数. 于是, A 是一个有限生成 Fq- 代数, 并且 A 是有限维

的当且仅当 Q 不含有向循环.
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众所周知, 有限维 A- 模范畴 A-mod 等同于 Q 在 k 上的有限维表示 V = (Vi, Vρ) 构成的范畴

RepkQ. 对于 Q 的每个表示 V = (Vi, Vρ), 向量

dimV := (dimVi)i∈I ∈ ZI

称为 V 的维数向量, 并且求和
∑

i∈Q0
dimVi 称为 V 的维数. 表示 V = (Vi, Vρ) 称为幂零的, 如果存在

一个正整数 n (依赖于 V )使得,对于 Q中每个长度为 r > n的道路 ρr · · · ρ1,有 Vρr · · ·Vρ1 : Vtρ1 → Vhρr

是零映射. 另外, 对每个 i ∈ I, 我们可自然地定义一个一维表示 Si =
(
Vj , Vρ

)
使得 Vi = k, Vj = 0

(∀ j ̸= i ∈ I) 和 Vρ = 0 (∀ ρ ∈ Q1). 显然, Si 是一个单表示 (不可约表示), 并且 Si 是幂零的.

例 3.1 (1) 设 Q 是由一个顶点 a 和一个圈 (loop) ρ 构成的箭图, 即 Q 如下:

a

ρ

于是 Q 的路代数 A = FqQ 可看作以 ρ 作为变元的一元多项式环. 可以证明, H⋄(A) 是一个交换代数,

并且 Q 的所有幂零表示的同构类构成 H⋄(A) 的一个子代数, 记作 H⋄
0 (A). 进一步, 若 O 是一个 (完

备) 离散赋值环且其剩余类域 k ∼= Fq, 则有 Z- 代数同构

H(O) ∼= H⋄
0 (A).

(2) 设 A 是箭图

Q :
ρ

1 2

的路代数 FqQ, 则 A 同构于 Fq 上 2× 2 的下三角矩阵代数. 设 S1 和 S2 是分别对应于顶点 1 和 2 的

单 A- 模, 则 S2 是投射模. 设 P 是 S1 的投射盖. 由定义知,

u[S1] ⋄ u[S2] = u[S1⊕S2] + u[P ],

u[S2] ⋄ u[S1] = u[S1⊕S2].

因此,

u[S1] ⋄ u[S2] ̸= u[S2] ⋄ u[S1],

即 H⋄(A) 是不交换的. 因此, 不同于经典 Hall 代数情形, Ringel-Hall 代数 H⋄(A) 通常是不交换的.

下面通过适当调整乘法, 定义箭图路代数的扭 Ringel-Hall 代数. 设 Q = (I,Q1) 是一个有限箭图,

其 Euler 型指的是双线性型 ⟨−,−⟩ : ZI × ZI → Z:

⟨x,y⟩ =
∑
i∈I

xiyi −
∑
ρ∈Q1

xtρyhρ, ∀x = (xi), y = (yi) ∈ ZI.

于是, 对于 Q 的任意两个表示 V 和 W , 有

⟨dimV,dimW ⟩ = dimHomA(V,W )− dimExt 1A(V,W ). (3.3)

箭图 Q 的 Euler 型的对称化

(x,y) := ⟨x,y⟩+ ⟨y,x⟩
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称为 Q 的对称 Euler 型. 易证

(x,y) = xTCQy,

其中 ZI 中的元素看成列向量, xT 表示 x 的转置, CQ = (ci,j)i,j∈I 是 Z 上的一个对称 |I| × |I| 阶矩
阵, 其中

ci,j =

2− 2|{i 点处的圈}|, 如果 i = j,

−|{i 和 j 之间的箭向}|, 如果 i ̸= j.

根据定义可知, CQ 与 Q 的箭向的定向无关. 如果 Q 不包含圈, 那么 CQ 是一个对称广义 Cartan 矩

阵. 反之, 任何对称广义 Cartan 矩阵都可以以这种方式实现.

下面总假定 k = Fq 是一个含有 q 个元素的有限域且令 vq =
√
q.

定义 3.1 [5] 路代数 A = kQ 的 (扭) Ringel-Hall 代数 H(A) 是以

{u[M ] |M ∈ A-mod = RepkQ}

为基的复向量空间, 并且乘法定义为

u[M ]u[N ] := v⟨dimM,dimN⟩
q u[M ] ⋄ u[N ]

= v⟨dimM,dimN⟩
q

∑
[L]

FL
M,Nu[L],

(3.4)

其中 M,N ∈ A-mod . 记 C(A) 是 H(A) 的由 ui = u[Si] (i ∈ I) 生成的子代数, 称为 A 的合成子代数.

设 Z[v,v−1] 是关于不定元 v 的整系数 Laurent 多项式环. 对于 0 6 t 6 n, 令

[n] =
vn − v−n

v − v−1
= vn−1 + vn−3 + · · ·+ v−n+1,

[n]! =

n∏
r=1

[r],

 n
t

 =
[n]!

[t]![n− t]!
.

给定 c ∈ C 和 f(v) ∈ Z[v,v−1], 记 f(v)c = f(c) ∈ C.
定理 3.1 [5] 设 i ̸= j ∈ I. 如果 ci,i = 2, 即 Q 在点 i 处没有圈, 那么,

∑
s+t=1−ci,j

(−1)s

 1− ci,j

s


vq

usiuju
t
i = 0 (3.5)

在 H(kQ) 中成立.

现在设 Q 不含圈. 因此, CQ = (ci,j)i,j∈I 是一个对称广义 Cartan 矩阵. 设 Uvq (CQ) 是定义在 C
上相应于 CQ 的量子包络代数 (quantum enveloping algebra). 设 U+ 是 Uvq (CQ) 的正部分, 即由 Ei

(i ∈ I)生成的子代数. 于是,量子 Serre关系为 U+ 的生成关系.根据 Ringel [5] 和 Green [7] 的工作,我

们有下面的定理.

定理 3.2 保持上面的记号. 存在一个 C- 代数同构

Ψ: U+ −→ C(kQ), Ei 7−→ ui, ∀ i ∈ I.
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注 3.2 (1)上述的定理表明, 箭图 Q的表示范畴蕴含着量子包络代数正部分 U+ 的结构. 因此,

箭图表示范畴的同调、组合以及表示簇的几何性质等可以用来研究量子群的结构与表示.

(2) 受 Ringel 工作的启发, Lusztig [25, 26] 利用箭图表示模空间的反常层 (perverse sheaf) 理论得到

了量子群的一个几何构造. 特别地, Lusztig 几何方法给出了量子群的典范基, 其在表示论中有着重要

且广泛的应用.

4 Dynkin 箭图的 Hall 多项式

本节假定 Q 是一个 Dynkin 箭图, 即 Q 的底图具有如下形式:

E
6 
:

E
7 
:

E
8 
:

A
n
 (n � 1):

D
n
 (n � 4):

设 gQ 是相应于箭图 Q 的复半单李代数且 ∆(Q) 是 gQ 的根系, 参见文献 [27, 28]. 于是,

∆(Q) = ∆+(Q) ∪∆−(Q),

其中 ∆+(Q) 是正根集且

∆−(Q) = −∆+(Q).

注意到, gQ 和 ∆+(Q) 只依赖于 Q 的底图, 而不依赖于 Q 的箭向的定向.

例如, 设 Q 是如下 A3 型箭图:

Q :
ρ η

1 2 3

于是, gQ = sl4(C) 且

∆+(Q) = {α1, α2, α3, α1 + α2, α2 + α3, α1 + α2 + α3},

其中 α1、α2 和 α3 是单根.

对于 Dynkin 箭图, 我们有下面著名的 Gabriel 定理, 参见文献 [29].

定理 4.1 设 Q是一个连通的箭图且 k 是任意一个域,则 Q在 k 上的不可分解表示的同构类个

数有限当且仅当 Q 是一个 Dynkin 箭图. 而且, 在此情形下, 对应 V 7→ dimV 诱导了从 Q 的不可分

解表示同构类的集合到 gQ 的正根集 ∆+(Q) 的一个双射.

由 Gabriel 定理, 我们得到 Q 的不可分解表示的同构类的集合不依赖于基域 k. 对于每个 α

∈ ∆+(Q),用 Mk(α)记对应的 Q在 k 上的不可分解表示. 根据 Krull-Schmidt定理,在同构意义下,每
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一个表示 M ∈ RepkQ 具有如下形式:

M =Mk(λ) =
⊕

α∈∆+(Q)

λ(α)Mk(α),

其中 λ : ∆+(Q) → N 是一个函数. 因此, Q 在 k 上有限维表示的同构类由指标集

P(Q) = {λ | λ : ∆+(Q) → N}

给出. 下面关于 Dynkin 箭图的 Hall 多项式存在性定理由 Ringel 在文献 [24] 中给出.

定理 4.2 对任意 λ, µ, ν ∈ P(Q), 存在一个整系数多项式 φλ
µ,ν(q) ∈ Z[q] 使得对于任意的有限

域 k, 有

φλ
µ,ν(|k|) = F

Mk(λ)
Mk(µ),Mk(ν)

.

注 4.1 事实上, Ringel证明了下面更为一般的结果,即任意直向 (directed)代数 A都有 Hall多

项式. Ringel 的证明的主要思想是利用 A 的 Auslander-Reiten 箭图的直向性. 换句话说, A 的所有不

可分解模可以排序 X1, X2, . . . , XN 使得

HomA(Xs, Xt) ̸= 0 =⇒ s 6 t.

详细证明参见文献 [24] 或者 [8, 第 10.4 节]. 另外, 对于有限表示型遗传代数, Ringel 具体计算出了相

应于所有不可分解表示的 Hall 多项式, 参见文献 [30].

现在利用 Hall 多项式作为结构常数来定义 Q 的 generic Ringel-Hall 代数. 设 Hq(Q) 是以 {uλ |
λ ∈ P(Q)} 为基的自由 Q[q]- 模. 定义基元素的乘法如下:

uµuν =
∑

λ∈P(Q)

φλ
µ,ν(q)uλ.

于是, Hq(Q) 是一个含有单位元结合的 Q[q]- 代数. 将变元 q 特殊化到 1, Hq(Q) 退化为一个 Q- 代数

H1(Q), 即

H1(Q) = Hq(Q)⊗Q[q] Q,

其中 Q 被看作一个 Q[q]- 模, q 在其上的作用为恒等. 设 h(Q) 是 H1(Q) 的由

{uα | α ∈ ∆+(Q)}

张成的子空间. 由文献 [24] 知, h(Q) 关于换位运算 [uα, uβ ] = uαuβ − uβuα 成为一个李代数.

设 g+Q 是复半单李代数 gQ 的正部分, U(g+Q) 是其泛包络代数. 下面结果摘自文献 [24].

推论 4.1 存在代数同构 H1(Q)⊗Q C ∼= U(g+Q) 和李代数同构 h(Q)⊗Q C ∼= g+Q.

注 4.2 上述结论表明, Ringel-Hall 代数方法不仅给出了量子群的正、负部分的实现, 而且能够

给出 Kac-Moody 李代数的正、负部分的实现. 关于量子群和 Kac-Moody 李代数的整体实现, 参见文

献 [31–33], 亦可参见文献 [34, 35].

下面给出任意 Fq-代数的 Hall多项式的定义.设 k = Fq 是一个有限域, A是一个 k-代数且 X 是

一个有限维 A-模. 于是,对于任意有限域扩张 k ⊆ E, XE := X⊗kE自然地成为 E-代数 AE := A⊗kE

上的一个模. 域 k 的一个有限扩张 E 称为相对于 X 是保守的 (conservative), 如果对于 X 的每个不

可分解直和项 Y , YE 是不可分解 AE- 模. 更一般地, 给定有限个 A- 模的集合

X = {X1, . . . , Xm},

若域 k 的一个有限扩张 E 相对于每个 Xi (1 6 i 6 m) 都是保守的, 则称 E 相对于 X 是保守的.
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定义 4.1 设 A 是一个 k- 代数, 其中 k 是一个有限域. 取定 A- 模 M、N 和 Z. 若存在一个整

系数多项式 φZ
M,N (q) ∈ Z[q] 使得对于 k 的任意相对于 {M,N,Z} 的保守扩域 E, 有

φZ
M,N (|E|) = FZE

ME ,NE
,

则称 Hall多项式对于模 M、N 和 Z 是存在的. 如果对于任意 A- 模 M、N 和 Z, 相应的 Hall多项式

φZ
M,N (q) 都存在, 那么称代数 A 有 Hall 多项式.

注 4.3 (1) Ringel [36] 猜测,任意一个有限表示型代数都有 Hall多项式. 文献 [37,38]讨论了有限

表示型平凡扩张代数和不含短圈 (short cycle)的有限表示型代数的 Hall多项式. 一般情形下的 Ringel

猜测至今尚未解决. 关于这方面的一些进展以及 Dynkin 箭图的 Hall 多项式计算, 参见文献 [39–42].

(2) Hall 多项式也出现在其他类型的范畴中. 例如, 文献 [32] 研究了有限表示型遗传代数的导出

范畴的 Hall 多项式; 文献 [43] 研究了偏序集表示范畴中的 Hall 多项式; 文献 [44,45] 研究了有限表示

型遗传代数模范畴的循环复形范畴的 Hall 多项式.

(3) 对于含有 n 个顶点的循环箭图, 其幂零表示的同构类由 n- 重划分给出. 此时, Hall 多项式的

存在性由文献 [46, 47] 给出. 进一步的讨论参见文献 [48, 49]. 另外, 文献 [50, 51] 给出了其 Hall 代数中

的一些乘法公式.

(4) 在 Dynkin 箭图和循环箭图情形下, 其等变单反常层恰好由幂零表示的同构类诱导的相交上

同调层给出. 此时, 应用 Grothendieck 迹公式可以给出 Hall 多项式存在性的一个简短的几何证明, 参

见文献 [52] 和 [53, 引理 14.25]. 另外, Hubery [54] 利用 Green 公式得到了这两种情形下 Hall 多项式存

在性的一个简洁证明.

5 仿射箭图的 Hall 多项式

本节总假定 Q 是一个不含有向循环的仿射箭图, 即 Q 的底图具有如下形式:

D
n
 (n � 4):
~

A
n
 (n � 1):
~

E
6 
:
~

E
8 
:
~

E
7 
:
~
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设 kQ是 Q的路代数, ind kQ记不可分解 kQ-模同构类中的代表元的集合.根据文献 [55], ind kQ

有分解

ind kQ = Pk ∪Rk ∪ Ik,

其中 Pk、Rk 和 Ik 分别记不可分解预投射模、正则模和预内射模构成的 ind kQ 的子集合. 进一步,

Rk 包含有限个例外管状分支 T1, . . . , Tt (t > 2) 以及无限多个齐次管状分支 Tz (z ∈ Hk), 其中 Hk 是

射影直线 P1
k 的一个余有限集合, 即

Rk =
t∏

i=1

Ti ×
∏
z∈Hk

Tz.

注意到, 当 Q 是 Ãn 型时, t = 2; 在其他情形下, t = 3. 对于每个 z ∈ Hk, 加法闭包 add Tz 中包含唯一
的一个单对象 Sz, 并且在同构意义下, 它的每个对象具有形式

Mk(π, z) =
s⊕

r=1

Sz[πr], (5.1)

其中

π = (π1, . . . , πs)

是一个划分, Sz[πr] 是 Tz 中长度为 πr 的唯一不可分解对象.

用M = Mk(Q) 记所有有限维 kQ- 模的同构类的集合. 根据上面的讨论, 齐次管状分支 Tz 依赖
于基域 k. 因此, M 也依赖于基域 k. 进一步, 设M0 表示不可分解直和项属于分支 Pk, T1, . . . , Tt, Ik
的所有 kQ- 模的同构类的集合, 它不依赖于基域 k. 对于每个 α ∈ M0, 我们取定同构类 α 中的一个

代表元 Mk(α).

定义 5.1 一个 Segre 序列 (Segre sequence) 指的是序列

λ = ((λ(1), d1), . . . , (λ
(r), dr)),

其中 λ(i) 是划分, di 是正整数且满足 d1 6 · · · 6 dr. 此时, 称该序列的型为 d = (d1, . . . , dr). 如果所

有 λ(i) 都是空划分, 那么简单记 λ = ∅. 若 α ∈ M0 且 λ 是一个型为 d 的 Segre 序列, 则称二元组

α = (α, λ) 是一个型为 d 的分解序列 (decomposition sequence).

注 5.1 设 λ = ((λ(1), d1), (λ
(2), d2), . . . , (λ

(r), dr))是一个 Segre序列. 给定一个划分 π 和一个正

整数 d, 将 (π, d) 添加到 λ 指的是新的 Segre 序列

µ := ((λ(1), d1), . . . , (λ
(i), di), (π, d), (λ

(i+1), di+1) . . . , (λ
(r), dr)),

其中 1 6 i 6 r 且 di 6 d < di+1. 此时, 亦称 λ 是由 µ 删去 (π, d) 得到的. 特别地, 任意有限个 Segre

序列总可以通过添加或删去 (∅, d) 化为具有相同型的 Segre 序列.

设 d = (d1, . . . , dr). 对于有限域 k, 令

Xk(d) = {z = (z1, . . . , zr) | zi ∈ Hk,deg(zi) = di,∀ 1 6 i 6 r}.

注意到 Xk(d) 的元素个数依赖于基域 k, 且 Xk(d) 可能是空集. 因为 Hk 中次数为 di 的点的个数随着

基域的阶数 |k| 的增大而增大, 所以, 当有限域 k 的元素足够多时, Xk(d) ̸= ∅.
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对于每个型为 d 的 Segre 序列 λ 和 z = (z1, . . . , zr) ∈ Xk(d), 定义

Mk(λ, z) :=
r⊕

i=1

Mk(λ
(i), zi) ∈ kQ-mod ,

其中 Mk(λ
(i), zi) 是由 λ(i) 决定的 add Tzi 中的对象 (见 (5.1)). 进一步, 对于每个型为 d 的分解序列

α = (α, λ), 定义

Mk(α, z) :=Mk(α)⊕Mk(λ, z) ∈ kQ-mod , ∀ z ∈ Xk(d).

注意到, 在同构意义下, 每一个 kQ- 模都具有形式 Mk(α, z).

下面的结论取自文献 [56, 定理 6.6].

定理 5.1 给定三个型为 d 的分解序列 α、β 和 γ, 存在一个整系数多项式 φγ
α,β(q) ∈ Z[q] 使得

对于任意有限域 k = Fq 和所有的 z ∈ Xk(d), 有

φγ
α,β(q) = F

Mk(γ,z)
Mk(α,z),Mk(β,z).

作为上述定理的直接推论, 我们首先得到下面的结果, 参见文献 [57, 定理 9.1.1].

推论 5.1 假设 k 是一个给定的有限域, 则代数 kQ 有 Hall 多项式, 即对于任意给定 kQ- 模

M、N 和 Z, 存在一个整系数多项式 φZ
M,N (q) ∈ Z[q] 使得对于 k 的每一个相对于 {M,N,Z} 的保守

扩域 E, 有

φZ
M,N (|E|) = FZE

ME ,NE
.

设 α = (α, λ) 是一个型为 d 的分解序列. 用 Ik(α) 记如下形式的 kQ- 模的同构类集合:

Mk(α, z) =Mk(α)⊕Mk(λ, z),

其中

z = (z1, . . . , zr) ∈ Xk(d).

作为定理 5.1 的第二个推论, 我们得到下面结果, 参见文献 [54, 定理 10].

推论 5.2 设 α = (α, λ)、β = (β, µ) 和 γ = (γ, ν) 是型分别为 d′、d′′ 和 d 的分解序列, 则存在

一个有理系数多项式 ψγ
α,β(q) ∈ Q[q] 使得对于任意有限域 k, 有

ψγ
α,β(|k|) =

∑
X∈Ik(α)

Y∈Ik(β)

FZ
X,Y , ∀Z ∈ Ik(γ).

设 I 和 P 分别是预内射和预投射 kQ- 模. 设 d > 1, λ 是型为 (d) 的一个 Segre 序列, 即 λ 是一

个划分. 令 γ = (0, λ), 则 χk(d) 恰为 Hk 中次数是 d 的点集, 并且对于每个 z ∈ χk(d),

Rλ(z) :=Mk(γ, z)

是一个正则 kQ- 模, 其不可分解直和项属于 Tz. 我们利用文献 [58, 第 2.5 小节] 中的记号, 对于 kQ-

模 A、B 和 C, 令

FA,B
C =

|Ext 1kQ(B,A)C |
|HomkQ(B,A)|

.

作为定理 5.1 的第三个推论, 我们得到下面结果 (参见文献 [58, 猜想 3.4]).
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推论 5.3 对于任意有限域 k 和 z, z′ ∈ χk(d), 有等式

FP,I
Rλ(z)

= FP,I
Rλ(z′)

.

注 5.2 (1) 定理 5.1 的证明主要思路如下: 首先, 利用 Hubery [54] (即应用 Green 公式) 的方

法证明对于相应的加权射影线凝聚层范畴, Hall 多项式是存在的; 其次, 利用这些多项式构造 generic

Ringel-Hall 代数; 最后, 应用 Cramer [59] 的一个定理, 将 Hall 多项式存在性定理由加权射影线的凝聚

层范畴转化到 Q 的表示范畴.

(2) 文献 [60–63] 给出了仿射箭图表示范畴中的一些特殊类的 Hall 多项式的存在性. 文献 [64] 利

用几何方法研究了一般箭图的 Hall 多项式.

(3) 事实上, Hall 多项式的存在性在箭图 Grassmann 流形及丛代数理论中有重要的应用, 参见文

献 [65, 66].
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邓邦明等: Hall 多项式

Hall polynomials

Bangming Deng & Xintian Wang

Abstract As structure constants of Hall algebras, Hall numbers and Hall polynomials have deep connections
with theories of representations of symmetric groups and quantum groups. In this survey, we first introduce
notions of classical Hall algebras and Hall polynomials, and present their relationship with the ring of symmetric
functions. We then define Ringel-Hall algebras of algebras over finite fields and state their connections with
quantum groups. We also discuss the existence of Hall polynomials in the Dynkin and affine quiver cases.
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