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摘要 本文主要利用一般形式的 Nevanlinna计数函数给出了加权 Bergman空间上的复合算子本质范

数的定量估计. 特别地, 得到了 Hardy 空间上复合算子本质范数的最佳下估计:

∥Cφ∥pe,Hp > lim sup
|a|→1

Nφ(a)

− log |a|
.

另外, 如果 φ 是内函数的话, 则有

∥Cφ∥pe,Hp = lim sup
|a|→1

Nφ(a)

− log |a|
, 1 < p <∞.
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1 引言

设 φ 是复平面上单位圆盘 D 到 D 的解析函数, 且 X 是由 D 上的解析函数构成的 Banach 空间,

则 φ 诱导的复合算子按如下方式定义: Cφ(f) = f ◦ φ. 当 X 是 Hardy 空间 Hp(D) (1 6 p < ∞) 或是

加权 Bergman 空间 Apα(D) (α > −1, 1 6 p < ∞) 时, 利用 Littlewood 从属定理, Cφ 是 X 上的有界算

子. 下面给出 Hardy 空间和加权 Bergman 空间的具体定义:

Hp(D) =
{
f ∈ Hol(D) : ∥f∥pp = sup

0<r<1

∫ 2π

0

|f(reiθ)|p dθ
2π

<∞
}
,

Apα(D) =
{
f ∈ Hol(D) : ∥f∥pp,α =

∫
D
|f(z)|p(α+ 1)(1− |z|2)α dA(z)

π
<∞

}
.
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Banach 空间 X 上 Cφ 的本质范数就是 Cφ 到 X 上所有紧算子距离的下确界, 记作 ∥Cφ∥e,X . φ

的计数函数定义如下:

Nφ(w) =
∑

z∈φ−1(w)

log
1

|z|
, w ∈ D \ {φ(0)}.

Shapiro [1] 得到了 H2 上 Cφ 的本质范数的优美等式:

∥Cφ∥2e,H2 = lim sup
|a|→1

Nφ(a)

− log |a|
. (1.1)

同时, Shapiro 还考虑了加权 Bergman 空间 A2
α(D) (α > −1), 并利用一般形式的 Nevanlinna 计数函数

给出了其上复合算子本质范数的一个粗略估计. 令 γ > 1, 一般形式的 Nevanlinna 计数函数定义如下

(参见文献 [1]):

Nφ,γ(w) =
∑

z∈φ−1(w)

(
log

1

|z|

)γ
, w ∈ D \ {φ(0)}.

特别地, Shapiro 证明了存在常数 m,M > 0 使得

m lim sup
|a|→1

Nφ,α+2(a)

(− log |a|)α+2
6 ∥Cφ∥2e,A2

α
6M lim sup

|a|→1

Nφ,α+2(a)

(− log |a|)α+2
. (1.2)

人们自然想知道 (1.1) 在更一般的情形下是否成立. 在这方面, 利用零除子理论 [2], Corradini [3] 证明

了当 α = −1, 0, 1 时, 有

∥Cφ∥2e,A2
α
= lim sup

|a|→1

Nφ,α+2(a)

(− log |a|)α+2
. (1.3)

事实上,如文献 [4]指出,利用 Shimorin [5–7]的零除子理论的结果, Corradini的方法适用于 −1 < α

6 1. 在非 Hilbert 空间, 也有许多关于复合算子本质范数的结果, 参见文献 [8–10]. 我们想利用一般形

式的 Nevanlinna 计数函数得到一般情形下的加权 Bergman 空间上复合算子本质范数的精确公式. 本

文利用文献 [11] 构造一组算子的方法, 得到了部分结果. 希望我们的方法能对问题的最终解决提供帮

助. 特别地, 我们得到如下定量估计.

定理 1.1 φ 是 D 到 D 的解析函数, Cφ 是 Apα(D) (α > −1, 1 6 p < ∞) 上的复合算子, 则对任

意的 r, 0 < r < 1, 有

∥Cφ∥pe,Ap
α
6 2p(α+ 2) lim sup

|a|→1

Nφ,α+2(a)

(− log |a|)α+2

和

∥Cφ∥pe,Ap
α
> (α+ 2)r2(1− r)2(α+1)

2p
lim sup
|a|→1

Nφ,α+2(a)

(− log |a|)α+2
.

Hardy 空间可以看作是加权 Bergman 空间的极限情形, 所以利用一些已有的结果我们可以得到

如下结论.

定理 1.2 假设 1 < p <∞, 则

∥Cφ∥pe,Hp > lim sup
|a|→1

Nφ(a)

− log |a|
.

当 p = 1 时,

∥Cφ∥e,H1 > 1

2
lim sup
|a|→1

Nφ(a)

− log |a|
.
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定理 1.3 φ 是 D 到 D 的解析函数, 1 6 p <∞, 则

(1) 对 1 < p <∞, φ 是内函数当且仅当

∥Cφ∥pe,Hp = lim sup
|a|→1

Nφ(a)

− log |a|
=

1 + |φ(0)|
1− |φ(0)|

;

(2) 当 p = 1, φ 是内函数时, 则有

1

2
· 1 + |φ(0)|
1− |φ(0)|

6 ∥Cφ∥e,H1 6 1 + |φ(0)|
1− |φ(0)|

.

本文结构如下: 第 2 节主要是本文中用到的工具和结果; 第 3 和 4 节分别给出定理 1.1 的上估计

和下估计的证明; 最后一节给出定理 1.3 的证明.

2 预备引理

首先, 按照文献 [11] 的方式定义两类算子. 令 α > −1, 1 6 p <∞, 定义

Sn = Cψn ,

其中对任意的 z ∈ D, n > 2, ψn(z) =
n−1
n z. 给定 f ∈ Apα, 则 |f |p 次调和, 因此,

∥Snf∥pAp
α
=

∫
D

∣∣∣∣f(n− 1

n
z

)∣∣∣∣p(1− |z|2)α(α+ 1)
dA(z)

π

=

∫ 1

0

(
1

2π

∫ 2π

0

∣∣∣∣f(n− 1

n
reiθ

)∣∣∣∣pdθ)(α+ 1)2r(1− r2)αdr

6
∫ 1

0

(
1

2π

∫ 2π

0

|f(reiθ)|pdθ
)
(α+ 1)2r(1− r2)αdr

= ∥f∥p
Ap

α
.

故 ∥Sn∥ 6 1. 且因为

lim
|z|→1

1− |z|
1− |ψn(z)|

= 0,

故利用文献 [12, 定理 3.5] 和 [13, 定理 2.44] 可以得到 Sn 是 Apα 上的紧算子. 令 Fn = I − Sn, 则对任

意的 n > 2, ∥Fn∥ 6 ∥I∥+ ∥Sn∥ 6 2.

下面利用算子 Sn 和 Fn 来计算 Apα 上复合算子的本质范数.

一方面, 对任意的 n > 2,

∥Cφ∥e = ∥CφSn + CφFn∥e 6 ∥CφFn∥. (2.1)

另一方面, 对 Apα 上任意一个紧算子和任意 n > 2, 有

∥Cφ −K∥ > ∥Fn∥
2

∥Cφ −K∥ > 1

2
∥FnCφ − FnK∥ > 1

2
∥FnCφ∥ −

1

2
∥FnK∥. (2.2)

下面要证明如下结论:

lim sup
n→∞

∥FnK∥ = 0. (2.3)
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事实上, 因为 A(D) 在 Apα 上稠密, 利用 Lebesgue 控制收敛定理, 很容易可以得到

lim
n→∞

∥Fnf∥pAp
α
= 0, ∀ f ∈ Apα. (2.4)

令

B1
Ap

α
= {f ∈ Apα : ∥f∥ 6 1}

为 Apα 的闭单位球, 因为 K 是紧的, 故 KB1
Ap

α
是预紧集, 因此对任意的 ε > 0, 存在 KB1

Ap
α
的有限 ε-

网 (Kf1, . . . ,Kfm), 其中 fi ∈ B1
Ap

α
. 利用 (2.4), 存在 N ∈ N 使得对任意的 n > N , 1 6 i 6 m, 有

∥FnKfi∥Ap
α
< ε, 对任意的 f ∈ B1

Ap
α
, 存在 j ∈ {1, . . . ,m} 使得 ∥Kf − Kfj∥Ap

α
< ε. 因此对任意的

n > N , 有

∥FnKf∥Ap
α
6 ∥Fn(Kf −Kfj)∥Ap

α
+ ∥FnKfj∥Ap

α
< 2ε+ ε = 3ε.

这意味着对任意的 n > N , ∥FnK∥ 6 ε, 这样就完成了 (2.3) 的证明.

利用 (2.1)–(2.3) 可以得到

1

2
lim sup
n→∞

∥FnCφ∥ 6 ∥Cφ∥e,Ap
α
6 lim sup

n→∞
∥CφFn∥. (2.5)

给定 a ∈ D, 令

fa(z) =

[
1− |a|2

(1− az)2

]α+2
p

, (2.6)

则 ∥fa∥Ap
α
= 1. 对任意的 n > 2,

∥FnCφ∥ > ∥FnCφfa∥Ap
α
> ∥Cφfa∥Ap

α
− ∥SnCφfa∥Ap

α
.

对任意给定的 n > 2, φ(n−1
n D) 包含在 D 的一个紧子集中, 因此对任意的 z ∈ D, 有

|SnCφfa(z)| =
∣∣∣∣ 1− |a|2

(1− aφ(n−1
n z))2

∣∣∣∣α+2
p

6 Cn(1− |a|2)
α+2
p ,

其中每一个 Cn 是与 z 的选择无关的常数. 因此对任意的 n > 2, 如果 |a| → 1, 则 ∥SnCφfa∥Ap
α
→ 0.

因此,

∥FnCφ∥ > lim sup
|a|→1

∥Cφfa∥Ap
α
, ∀n > 2.

故利用 (2.5) 和上式, 我们有

1

2
lim sup
|a|→1

∥Cφfa∥Ap
α
6 ∥Cφ∥e,Ap

α
6 lim sup

n→∞
∥CφFn∥. (2.7)

幸运的是,如果 1 < p <∞, (2.7)可以得到更精确的下界估计.为了给出证明,我们需要如下引理.

引理 2.1 假设 α > −1, 1 < p <∞. fa 的定义见 (2.6), 则下面的三条等价:

(1) 当 |a| → 1, {fa} 在 D 上逐点收敛到 0;

(2) 当 |a| → 1, {fa} 在 D 的紧子集上一致收敛到 0;

(3) 当 |a| → 1, Apα 中的网 {fa} 弱收敛到 0.
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证明 证明类似于文献 [14, 引理 2.5], 故予以省略.

(2.7) 可以作如下改进:

∥Cφ∥e,Ap
α
> lim sup

|a|→1

∥Cφfa∥Ap
α
. (2.8)

事实上, 对 Apα 上的任意紧算子 K, 有

∥Cφ −K∥ > ∥(Cφ −K)fa∥Ap
α
> ∥Cφfa∥Ap

α
− ∥Kfa∥Ap

α
.

则由引理 2.1, 就可以得到 (2.8).

下面的事实说明 (2.8) 对 p = 1 不适用.

引理 2.2 当 |a| → 1, 则 A1 中的网 {fa} 并不弱收敛到 0.

要证明引理 2.2,首先需要一些定义和事实. D上定义的 Bloch空间就是满足 sup{(1−|z|2)|f ′(z)| :
z ∈ D} <∞ 的所有 D 上的解析函数构成的空间. 小 Bloch 空间中就是 Bloch 空间中满足

lim
|z|→1

(1− |z|2)|f ′(z)| = 0

的元素构成的子空间.

引理 2.3 [15,定理 15] 定义如下积分对:

⟨f, g⟩α =

∫
D
f(z)g(z)(1− |z|2)α(α+ 1)

dA(z)

π
,

则在等价范数意义下, 我们有如下对偶关系:

(B0)
∗ ∼= A1

α, (A1
α)

∗ ∼= B.

引理 2.2 的证明 令

g(z) = log
1

1− z
=

∞∑
n=1

zn

n
.

易证 g ∈ B. 令 0 < a < 1, 则利用

1

(1− z)β
=

∞∑
n=0

Γ(n+ β)

Γ(n+ 1)Γ(β)
zn, |z| < 1, β > 0,

我们有

lim
a→1

⟨fa, g⟩0 = lim
a→1

∫
D
fa(z)g(z)

dA(z)

π

= lim
a→1

lim
t→1

∫
tD
fa(z)g(z)

dA(z)

π

= lim
a→1

lim
t→1

(1− a2)2
∞∑
n=1

Γ(n+ 4)

Γ(n+ 1)Γ(4)

an

n

∫
tD
znzn

dA(z)

π

= lim
a→1

lim
t→1

(1− a2)2
∞∑
n=1

(n+ 2)(n+ 3)

3!n
ant2(n+1)

> lim
a→1

lim
t→1

(1− a2)2
t2

6

∞∑
n=1

(n+ 1)t2nan
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= lim
a→1

lim
t→1

(1− a2)2
t2

6

(
1

(1− at2)2
− 1

)
=

2

3
.

利用引理 2.3, 完成了引理 2.2 的证明.

下面给出一些本文中接下来要用到的记号. 假设 φ 是 D 到 D 上的解析函数, 令 D′ = D \ {z ∈ D :

φ′(z) = 0}, 存在一组互不相交的半开半闭集 {Rj}, 其并集为 D′, 使得 φ 在每个 Rj 上是单射. 令 zj

为 φ 限制在 Rj 上的逆映射, 使得 zj 是 φ(Rj) 到 Rj 的一一映射. 令 χj 为集合 φ(Rj)上的特征函数.

下面是著名的变量替换公式.

引理 2.4 [13,定理 2.32] φ 是 D 到 D 上的解析函数, g 和 h 是 D 上的非负可测函数, 则∫
D
g(φ(z))|φ′(z)|2h(z)dA(z)

π
=

∫
φ(D)

g(ω)
∑
j

χj(ω)h(zj(ω))
dA(ω)

π
,

其中 ω = φ(z), {zj(ω)} 记为 φ(z)− ω 的零点集, 重根按重数计.

我们需要如下公式 (参见文献 [16, (2.1)]):

∥f ◦ φ∥pHp = |f(φ(0))|p + p2

2

∫
D
|f(ω)|p−2|f ′(ω)|2Nφ,1(ω)

dA(ω)

π
. (2.9)

将 φ(z) = rz 代入 (2.9), 得到如下引理.

引理 2.5 假设 p > 0 且 f ∈ H(D), 则

1

2π

∫ 2π

0

|f(reiθ)|pdθ = p2

2

∫
rD

|f(z)|p−2|f ′(z)|2 log r

|z|
dA(z)

π
+ |f(0)|p.

引理 2.6 如果 0 < p <∞ 且 f ∈ Apα, 则

∥f∥p
Ap

α
= p2

∫
D
|f(z)|p−2|f ′(z)|2

(∫ 1

|z|
r(1− r2)α(α+ 1) log

r

|z|
dr

)
dA(z)

π
+ |f(0)|p.

证明 利用引理 2.5 和 Fubini 定理, 按如下方式计算即可完成证明,∫
D
|f(z)|p(1− |z|2)α(α+ 1)

dA(z)

π

=

∫ 1

0

(
1

2π

∫ 2π

0

|f(reiθ)|pdθ
)
(α+ 1)2r(1− r2)αdr

=

∫ 1

0

(
p2

2

∫
rD

|f(z)|p−2|f ′(z)|2 log r

|z|
dA(z)

π

)
2r(1− r2)α(α+ 1)dr + |f(0)|p

=
p2

2

∫ 1

0

(∫
D
χrD(z)|f(z)|p−2|f ′(z)|2 log r

|z|
dA(z)

π

)
2r(1− r2)α(α+ 1)dr + |f(0)|p

= p2
∫
D
|f(z)|p−2|f ′(z)|2

(∫ 1

|z|
r(1− r2)α(α+ 1) log

r

|z|
dr

)
dA(z)

π
+ |f(0)|p.

证毕.

引理 2.7 设 0 < |z| < 1, 则

(1− |z|2)α+2

4(α+ 2)
6

∫ 1

|z|
r(1− r2)α(α+ 1) log

r

|z|
dr 6 (1− |z|2)α+1

2
log

1

|z|
.
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证明 易证从略.

为了方便, 引入如下定义:

T (z) =
(1− |z|2)α+1

2
log

1

|z|
, ∀ z ∈ D. (2.10)

引理 2.8 [17,命题 4.23] 令 α > −1, f ∈ A1
α, 则对任意的 ω ∈ D,

f(ω) =

∫
D
f(z)(1− ωz)−(α+2)(1− |z|2)α(α+ 1)

dA(z)

π
.

3 定理 1.1 的上估计

对任意的 n > 2, f ∈ B1
Ap

α
, ∥f∥Ap

α
= 1, 令

I1n(f) = |(Fnf)(φ(0))|p,

则由引理 2.6、2.7、变量替换公式 (ω = φ(z)) 和 (2.10), 有

∥Cφ(Fnf)∥pAp
α
− I1n(f) 6 p2

∫
D
|(Fnf)(φ(z))|p−2|(Fnf)′(φ(z))|2|φ′(z)|2T (z)dA(z)

π

= p2
∫
D
|(Fnf)(ω)|p−2|(Fnf)′(ω)|2

∑
j

χj(ω)T (zj(ω))
dA(ω)

π

= I2r,n(f) + I3r,n(f), (3.1)

其中

I2r,n(f) = p2
∫
rD

|(Fnf)(ω)|p−2|(Fnf)′(ω)|2
∑
j

χj(ω)T (zj(ω))
dA(ω)

π
,

I3r,n(f) = p2
∫
D\rD

|(Fnf)(ω)|p−2|(Fnf)′(ω)|2
∑
j

χj(ω)T (zj(ω))
dA(ω)

π
.

易见

I2r,n(f) 6 p2
∫
rD

|(Fnf)(ω)|p−2|(Fnf)′(ω)|2
∑
j

χj(ω) log
1

|zj(ω)|
dA(ω)

π
.

引理 3.1 G 是 D 中的任一紧集, 则当 n→ ∞, sup∥f∥A
p
α
=1 |Fnf(z)| 在 G 上一致收敛到 0.

证明 因为 G 是紧集, 故对任意的 ε > 0, 存在 N > 0, 当 n > N 时, 对任意的 z ∈ G 和 ω ∈ D,∣∣∣∣ 1

(1− ωz)α+2
− 1

(1− ω n−1
n z)α+2

∣∣∣∣ < ε.

令 1
p +

1
q = 1, 利用引理 2.8 和 Hölder 不等式, 则对任意的 f ∈ B1

Ap
α
有

|(Fnf)(z)| =
∣∣∣∣f(z)− f

(
n− 1

n
z

)∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ ∫
D
f(ω)(1− |ω|2)α(α+ 1)

(
1

(1− ωz)α+2
− 1

(1− ω n−1
n z)α+2

)
dA(ω)

π

∣∣∣∣
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< ε

∫
D
|f(ω)|(1− |ω|2)α(α+ 1)

dA(ω)

π

6 ε

(∫
D
|f(ω)|p(1− |ω|2)α(α+ 1)

dA(ω)

π

) 1
p

·
(∫

D
(1− |ω|2)α(α+ 1)

dA(ω)

π

) 1
q

6 ε.

证毕.

利用引理 3.1, 我们有

lim sup
n→∞

sup
∥f∥A

p
α
=1

I1n(f) = 0. (3.2)

命题 3.1 假设 α > −1, 0 < r < 1, 1 6 p <∞, 则

lim sup
n→∞

sup
∥f∥A

p
α
=1

p2
∫
rD

|(Fnf)(ω)|p−2|(Fnf)′(ω)|2
∑
j

χj(ω) log
1

|zj(ω)|
dA(ω)

π
= 0.

证明 对任意的 n > 2, ∥f∥Ap
α
= 1, 令 s =

√
r > r. χ[0,r] 和 χ(r,1] 分别记作集合 [0, r] 和 (r, 1] 上

的特征函数, 则

p2
∫
rD

|(Fnf)(ω)|p−2|(Fnf)′(ω)|2
∑
j

χj(ω) log
1

|zj(ω)|
dA(ω)

π

= II1r,n(f) + II2r,n(f) + II3r,n(f), (3.3)

其中

II1r,n(f) = p2
∫
rD

|(Fnf)(ω)|p−2|(Fnf)′(ω)|2
∑
j

χj(ω)χ[0,r](|zj(ω)|) log
s

|zj(ω)|
dA(ω)

π
,

II2r,n(f) = p2
∫
rD

|(Fnf)(ω)|p−2|(Fnf)′(ω)|2
∑
j

χj(ω)χ[0,r](|zj(ω)|) log
1

s

dA(ω)

π
,

II3r,n(f) = p2
∫
rD

|(Fnf)(ω)|p−2|(Fnf)′(ω)|2
∑
j

χj(ω)χ(r,1](|zj(ω)|) log
1

|zj(ω)|
dA(ω)

π
.

下面把证明分成三步.

第 1 步 令 φ(z) = ω, 利用变量替换公式和引理 2.5, 我们有

II1r,n(f) = p2
∑
j

∫
φ(Rj)∩rD

|(Fnf)(ω)|p−2|(Fnf)′(ω)|2χ[0,r](|zj(ω)|) log
s

|zj(ω)|
dA(ω)

π

= p2
∑
j

∫
{z∈Rj :|φ(z)|6r}∩{z∈Rj :|z|6r}

|(Fnf)(φ(z))|p−2|((Fnf) ◦ φ)′(z)|2 log
s

|z|
dA(z)

π

6 p2
∫
sD

|(Fnf)(φ(z))|p−2|((Fnf) ◦ φ)′(z)|2 log
s

|z|
dA(z)

π

=

∫ 2π

0

|(Fnf)(φ(seiθ))|p
dθ

π
− 2|Fnf(φ(0))|p.

因此令 G = φ(sD), 由引理 3.1, 可以得到

lim sup
n→∞

sup
∥f∥A

p
α
=1

(
1

π

∫ 2π

0

|(Fnf)(φ(seiθ))|pdθ − 2|(Fnf)(φ(0))|p
)

= 0. (3.4)
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故

lim sup
n→∞

sup
∥f∥A

p
α
=1

II1r,n(f) = 0. (3.5)

第 2 步 因为 s =
√
r, 所以, log 1

s = log s
r . 故

II2r,n(f) = p2
∫
rD

|(Fnf)(ω)|p−2|(Fnf)′(ω)|2
∑
j

χj(ω)χ[0,r](|zj(ω)|) log
s

r

dA(ω)

π

6 p2
∫
rD

|(Fnf)(ω)|p−2|(Fnf)′(ω)|2
∑
j

χj(ω)χ[0,r](|zj(ω)|) log
s

|zj(ω)|
dA(ω)

π

= II1r,n(f).

因此,

lim sup
n→∞

sup
∥f∥A

p
α
=1

II2r,n(f) = 0. (3.6)

第 3 步 下面将证明

lim sup
n→∞

sup
∥f∥A

p
α
=1

II3r,n(f) = 0. (3.7)

首先我们需要一些引理.

引理 3.2 [18,第 288–290 页] 假设 Ω是 Cn中 0点的一个邻域, f ∈ Hol(Ω), f(0′, zn)在 zn = 0点有m

重零点 (z = (z′, zn) ∈ Cn, 其中 z′ ∈ Cn−1, zn ∈ C), 则存在 n 维开邻域 ∆ = ∆′ ×∆n ∈ Ω (∆′ 是 Cn−1

中以 0′ 为心的 n− 1维圆盘, ∆n 是 C中以 0为心的 1维圆盘), 使得对每个 z′ ∈ ∆′, f(z′, ·)在 ∆n 上

正好有 m 个零点, 重根按重数计算, 且

f(z) =W (z)h(z), z ∈ ∆,

其中 h ∈ Hol(∆), h 在 ∆ 上无零点, 而且

W (z) = zmn + b1(z
′)zm−1

n + · · ·+ bm(z′),

这里 bj ∈ Hol(∆′), bj(0
′) = 0.

引理 3.3 [19,命题 4.1] (Jensen 公式) 函数 f 在 D 上解析, f(0) ̸= 0. 0 < t < 1, 令 z1, . . . , zl 是 f

在圆盘 |z| < t 上的零点集, 重根按重数计, 则

1

2π

∫ 2π

0

log |f(teiθ)|dθ = log |f(0)|+
l∑

k=1

log
t

|zk|
.

引理 3.4 令 ω0 = φ(0), 则存在 δ1 ∈ (0, r) 使得
∑
j χ[δ1,1](|zj(ω)|) log 1

|zj(ω)| 在 ω0 是上半连

续的.

证明 假设 φ(z) − ω0 在 z = 0 点有 m > 1 重零点. 利用引理 3.2, 存在双圆盘 ∆ = B(ω0, δ)

×B(0, δ1)使得对每个 ω ∈ B(ω0, δ), φ(z)−ω 在 B(0, δ1)上正好有 m个零点 z1(ω), . . . , zm(ω) (重根按

重数计). 按如下方式在 B(ω0, δ)× D 上定义函数 g(ω, z):

g(ω, z) =
φ(z)− ω

(z − z1(ω)) · · · (z − zm(ω))
, w ∈ B(ω0, δ), z ∈ D, (3.8)
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其中

(z − z1(ω)) · · · (z − zm(ω)) = zm + b1(ω)z
m−1 + · · ·+ bm(ω).

由引理 3.2 可知, g(ω, z) ∈ Hol(∆) 且在 ∆ 上没有零点, 另外, 对任意的 j ∈ {1, . . . ,m}, bj(ω)
∈ Hol(B(ω0, δ)), bj(ω0) = 0. 对函数 g(ω, z) 运用引理 3.3, 当 w ∈ B(w0, δ) 时,

1

2π

∫ 2π

0

log |g(ω, teiθ)|dθ = log |g(ω, 0)|+
l∑

k=m+1

log
t

|zj(ω)|
, (3.9)

其中 0 < t < 1, zm+1(ω), . . . , zl(ω) 为 φ− ω 在 δ1 6 |z| < t 上的零点.

由 g(ω, z) ∈ Hol(∆) 且在 ∆ 上无零点, 我们有 log |g(ω, 0)| 在 B(ω0, δ) 上连续. 下面先考虑 (3.9)

的左半部分:
1

2π

∫ 2π

0

log |g(ω, teiθ)|dθ = P1(ω) + P2(ω),

其中

P1(ω) =
1

2π

∫ 2π

0

log |φ(teiθ)− ω|dθ,

P2(ω) =
1

2π

∫ 2π

0

log

∣∣∣∣ 1

(teiθ − z1(ω)) · · · (teiθ − zm(ω))

∣∣∣∣dθ.
因为对任意的 θ ∈ [0, 2π], ω ∈ B(ω0, δ), log |φ(teiθ)− ω| 6 log 2. 由 Fatou 引理, 我们有

lim sup
ω→ω0

P1(ω) 6 P1(ω0).

另外,因为 bj(ω) ∈ Hol(B(ω0, δ)), t > δ1,所以, P2(ω)在 ω0点连续.因此,由 (3.9)知,
∑l
k=m+1 log

t
|zj(ω)|

在 ω0 点上半连续. 当 t→ 1, 则函数
∑l
k=m+1 log

t
|zj(ω)| 逐点递增到

∑∞
k=m+1 log

1
|zj(ω)| . 故

∞∑
k=m+1

log
1

|zj(ω)|

在 ω0 点上半连续.

引理 3.5 [20,推论 2.4.7] 假设 f ∈ H2 且 f ̸= 0, {zk}∞k=1 是 f 不为零的零点集, 则
∏∞
k=1 |zk| 收敛.

引理 3.6 [20,定理 2.4.8] 如果对任意的 k, 0 < rk < 1, 则
∏∞
k=1 rk 收敛当且仅当

∑∞
k=0(1 − rk)

收敛.

(3.7) 的证明 利用引理 3.5 和 3.6, 则存在 Mω0 > 0 使得∑
j

χ(δ1,1](|zj(ω0)|) log
1

|zj(ω0)|
< Mω0 .

再由引理 3.4, 则对任意的 ε > 0, 存在 δ0 > 0 使得∑
j

χ(δ1,1](|zj(ω)|) log
1

|zj(ω)|
< Mω0 + ε, ω ∈ B(ω0, δ0).

由 Nφ(ω)在 D\{ω0}上连续 (参见文献 [1,注 4.6]),则存在M1 > 0使得在 D\B(ω0, δ0)上 Nφ(ω) < M1.

因此令 Mr = max{M1,Mω0 + ε} > 0 使得

sup
ω∈rD

∑
j

χj(ω)χ(r,1](|zj(ω)|) log
1

|zj(ω)|
< Mr.
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由前文知 s =
√
r, 令 M ′

r > 0 使得

M ′
r log

s

r
=M ′

r log
1√
r
> 1,

则利用引理 2.5, 我们有

II3r,n(f) 6Mrp
2

∫
rD

|(Fnf)(ω)|p−2|(Fnf)′(ω)|2
dA(ω)

π

6M ′
rMrp

2

∫
rD

|(Fnf)(ω)|p−2|(Fnf)′(ω)|2 log
s

r

dA(ω)

π

6M ′
rMrp

2

∫
rD

|(Fnf)(ω)|p−2|(Fnf)′(ω)|2 log
s

|ω|
dA(ω)

π

6M ′
rMr

(∫ 2π

0

|(Fnf)(seiθ)|p
dθ

π
− 2|(Fnf)(0)|p

)
=M ′

rMr

∫ 2π

0

|(Fnf)(seiθ)|p
dθ

π
.

由引理 3.1, 我们有 (3.7), 这样就证明了第 3 步.

联合 (3.3) 和 (3.5)–(3.7), 就可以证明命题 3.1.

定理 1.1 上估计的证明 注意到对任意的 0 < |z| < 1, (1− |z|2) 6 2 log 1
|z| . 另外, 由 (3.1)、(3.2)

和引理 3.1, 我们有

lim sup
n→∞

sup
∥f∥A

p
α
=1

∥Cφ(Fnf)∥pAp
α
6 lim sup

n→∞
sup

∥f∥A
p
α
=1

I3r,n(f)

6 2α lim sup
n→∞

sup
∥f∥A

p
α
=1

p2
∫
D\rD

|(Fnf)(ω)|p−2|(Fnf)′(ω)|2Nφ,α+2(ω)
dA(ω)

π

6 2α sup
r6|ω|<1

τ(ω) lim sup
n→∞

sup
∥f∥A

p
α
=1

p2
∫
D\rD

|(Fnf)(ω)|p−2|(Fnf)′(ω)|2

× (1− |ω|2)α+2

4(α+ 2)

dA(ω)

π
, (3.10)

其中

τ(ω) =
Nφ,α+2(ω)
(1−|ω|2)α+2

4(α+2)

.

由引理 2.6 和 2.7, 我们有

lim sup
n→∞

sup
∥f∥A

p
α
=1

∥Cφ(Fnf)∥pAp
α
6 2α sup

r6|ω|<1

τ(ω) lim sup
n→∞

sup
∥f∥A

p
α
=1

∥Fnf∥pAp
α
.

由 (2.7) 和 lim|ω|→1
log(1/|ω|)
(1−|ω|2)

2

= 1, 当 r → 1 时, 则有

∥Cφ∥pe,Ap
α
6 2p(α+ 2) lim sup

|ω|→1

Nφ,α+2(ω)

(− log |ω|)α+2
,

这样我们就完成了定理 1.1 上估计的证明.
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4 定理 1.1 下估计的证明

为了计算下估计, 我们需要下面引理.

引理 4.1 φ 是 D 到 D 上的解析函数, 对任意给定的 a ∈ D, 令 Za = {z ∈ D : φ(z) = a} (至多可

数), 则对任意的 t0 ∈ (0, 1), 存在 r0 ∈ (0, 1) 使得当 |a| > r0 时, 对任意的 z ∈ Za, |z| > t0.

证明 令 r0 = max{|φ(ω)| : |ω| 6 t0},假设存在 a ∈ D使得 |a| > r0且存在 z0 ∈ Za使得 |z0| < t0.

则由最大模原理知, r0 > |φ(z0)| = |a|, 这与 r0 的定义相矛盾.

引理 4.2 令 0 < |z| < 1, 我们有 2|z|2 log 1
|z| 6 1− |z|2.

证明 因为 0 < |z| < 1, 故

2 log
1

|z|
= log

1

1− (1− |z|2)
=

∞∑
n=1

(1− |z|2)n

n
= (1− |z|2)

∞∑
k=0

(1− |z|2)k

k + 1

6 (1− |z|2)
(
1 +

∞∑
k=1

(1− |z|2)k

k

)
= (1− |z|2)

(
1 + 2 log

1

|z|

)
.

因此, 2|z|2 log 1
|z| 6 1− |z|2. 引理得证.

假设 a ∈ D, 令 ψa(z) =
a−z
1−az , z ∈ D, 则有下面的引理.

引理 4.3 [1,推论 6.7] 假设 α > −1. 如果 0 < r < |ψa(φ(0))|, 则

Nφ,α+2(ψa(0)) 6
1

r2

∫
rD
Nφ,α+2(ψa(ω))

dA(ω)

π
.

引理 4.4 [21,命题 8] 假设 0 < p <∞ 且 f ∈ Hp, 则对任意的 α ∈ (−1,∞), f ∈ Apα 且

lim
α→−1+

∥f∥Ap
α
= ∥f∥Hp .

定理 1.1 下估计的证明 联合引理 2.6、2.7、(2.6) 和变量替换公式 (ω = φ(z)), 我们有

∥Cφfa∥pAp
α
> p2

∫
D
|fa(φ(z))|p−2|f ′a(φ(z))|2|φ′(z)|2 (1− |z|2)α+2

4(α+ 2)

dA(z)

π
+ |fa(φ(0))|p

=
p2

4(α+ 2)

∫
D
|fa(ω)|p−2|f ′a(ω)|2

∑
j

χj(ω)(1− |zj(ω)|2)α+2 dA(ω)

π
+ |fa(φ(0))|p

= (α+ 2)|a|2
∫
D

(1− |a|2)α+2

|1− aω|2(α+3)

∑
j

χj(ω)(1− |zj(ω)|2)α+2 dA(ω)

π
+ |fa(φ(0))|p. (4.1)

如果 |a| → 1, 则 |fa(φ(0))|p 趋近于 0. 显然,

|ψ′
a(ω)| =

1− |a|2

|1− aω|2
.

下面开始计算 (4.1) 右边第一项. 令 η = ψa(ω), 由变量替换公式可以得到

(α+ 2)|a|2
∫
D

(1− |a|2)α+2

|1− aω|2(α+3)

∑
j

χj(ω)(1− |zj(ω)|2)α+2 dA(ω)

π

= (α+ 2)|a|2
∫
D

(1− |a|2)α

|1− aω|2(α+1)
|ψ′
a(ω)|2

∑
j

χj(ω)(1− |zj(ω)|2)α+2 dA(ω)

π
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=
(α+ 2)|a|2

(1− |a|2)α+2

∫
D

(1− |a|2)2(α+1)

|1− aψa(η)|2(α+1)

∑
j

χj(ψa(η))(1− |zj(ψa(η))|2)α+2 dA(η)

π

=
(α+ 2)|a|2

(1− |a|2)α+2

∫
D
|1− aη|2(α+1)

∑
j

χj(ψa(η))(1− |zj(ψa(η))|2)α+2 dA(η)

π
. (4.2)

固定 0 < r < 1, 将上式的积分区域固定在圆盘 rD 上. 利用 (4.1)、(4.2) 和引理 4.2, 我们有

lim sup
|a|→1

∥Cφfa∥pAp
α
> lim sup

|a|→1

(α+ 2)|a|2(1− r)2(α+1)

(1− |a|2)α+2

∫
rD

∑
j

χj(ψa(η))(1− |zj(ψa(η))|2)α+2 dA(η)

π

> lim sup
|a|→1

(α+ 2)|a|2(1− r)2(α+1)

(1− |a|2)α+2

∫
rD

∑
j

χj(ψa(η))(2|zj(ψa(η))|2)

× log
1

|zj(ψa(η))|
)α+2 dA(η)

π

> lim sup
|a|→1

(α+ 2)|a|2(1− r)2(α+1)

(1− |a|2)α+2
inf

η∈rD,j∈N
2α+2|zj(ψa(η))|2(α+2)

×
∫
rD

∑
j

χj(ψa(η)) log
1

|zj(ψa(η))|
)α+2 dA(η)

π
.

因为当 |a| → 1 时, ψa(φ(0)) 趋近于 ∂D. 则由上式和引理 4.3 可以得到

lim sup
|a|→1

∥Cφfa∥pAp
α
> lim sup

|a|→1

(α+ 2)|a|2(1− r)2(α+1)

(1− |a|2)α+2
inf

η∈rD,j∈N
2α+2|zj(ψa(η))|2(α+2)

×
∫
rD
Nφ,α+2(ψa(η))

dA(η)

π

> lim sup
|a|→1

(α+ 2)|a|2r2(1− r)2(α+1)

(1− |a|2)α+2
inf

η∈rD,j∈N
2α+2|zj(ψa(η))|2(α+2)Nφ,α+2(a).

由引理 4.1, 对任意的 t0 ∈ (0, 1), 存在 r0 ∈ (0, 1), 当 infη∈rD |ψa(η)| > r0 时, 有

inf
η∈rD

|zj(ψa(η))| > t0.

注意到当 |a| → 1 时, |ψa| 在 rD 上一致趋近于 1, 因此对于 r0, 存在 s0 ∈ (0, 1), 当 |a| > s0 时,

inf
η∈rD

|ψa(η)| > r0.

故对任意的 t0 ∈ (0, 1), 存在 s0 ∈ (0, 1), 当 |a| > s0 时, infη∈rD,j∈N |zj(ψa(η))| > t0. 因此, 我们有

lim sup
|a|→1

inf
η∈rD,j∈N

|zj(ψa(η))| = 1.

由 (2.7) 和 lim|a|→1
log 1

|a|
1−|a|2

2

= 1, 我们得到

∥Cφ∥pe,Ap
α
> (α+ 2)r2(1− r)2(α+1)

2p
lim sup
|a|→1

Nφ,α+2(a)

(− log |a|)α+2
.

证毕.
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注 4.1 显然,

sup
0<r<1

r2(1− r)2(α+1) =
(α+ 1)2(α+1)

(α+ 2)2(α+2)
.

令 mα,p =
(α+1)2(α+1)

2p(α+2)2α+3 , 则

∥Cφ∥pe,Ap
α
> mα,p lim sup

|a|→1

Nφ,α+2(a)

(− log |a|)α+2
.

当 1 < p <∞, 我们可以利用改进的下估计公式 (2.8) 替换 (2.7) 的下估计, 因此,

mα,p =
(α+ 1)2(α+1)

(α+ 2)2α+3
.

特别地, α→ −1, mα,p → 1. 由引理 4.4 知, 在 Hardy 空间 Hp, 1 < p <∞ 上, mα,p = 1, 也即

∥Cφ∥pe,Hp > lim sup
|a|→1

Nφ(a)

− log |a|
. (4.3)

当 p = 1 时,

∥Cφ∥e,H1 > 1

2
lim sup
|a|→1

Nφ(a)

− log |a|
. (4.4)

5 特殊情形

定理 5.1 令 φ 是 D 到 D 上的解析函数, 1 6 p <∞, 则

(1) 当 1 < p <∞ 时, φ 是内函数当且仅当

∥Cφ∥pe,Hp = lim sup
|a|→1

Nφ(a)

− log |a|
=

1 + |φ(0)|
1− |φ(0)|

; (5.1)

(2) 当 p = 1, 且 φ 是内函数时,

1

2
· 1 + |φ(0)|
1− |φ(0)|

6 ∥Cφ∥e,H1 6 1 + |φ(0)|
1− |φ(0)|

. (5.2)

引理 5.1 [22,第 59 页] φ 是内函数当且仅当

∥Cφ : H2 → H2∥2 = ∥Cφ∥2e,H2 = lim sup
|a|→1

Nφ(a)

− log |a|
=

1 + |φ(0)|
1− |φ(0)|

. (5.3)

引理 5.2 [14,命题 2.15] 假设 1 6 p <∞, φ 是 D 到 D 上的解析函数, 则有

∥Cφ : Hp → Hp∥p = ∥Cφ : H2 → H2∥2. (5.4)

定理 5.1 的证明 如果 1 6 p <∞ 且 φ 是内函数, 则联合 (5.3) 和 (5.4), 有

∥Cφ∥pe,Hp 6 ∥Cφ : Hp → Hp∥p = ∥Cφ : H2 → H2∥2

= ∥Cφ∥2e,H2 = lim sup
|a|→1

Nφ(a)

− log |a|
=

1 + |φ(0)|
1− |φ(0)|

. (5.5)

联合 (5.5)、(4.3) 和 (4.4), 定理得证.
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推论 5.1 假设 1 < p <∞. 当 φ 是内函数时, 则 ∥Cφ : Hp → Hp∥ = ∥Cφ∥e,Hp .

证明 联合 (5.1)、(5.3) 和 (5.4) 易得.

但是推论 5.1 的逆命题不正确. 由下可知.

推论 5.2 假设 1 < p < ∞, φ(z) = sz + t, |s| + |t| 6 1, |t| < 1, 则 ∥Cφ : Hp → Hp∥ = ∥Cφ∥e,Hp

当且仅当 |s|+ |t| = 1.

引理 5.3 [23,定理 3] 令 φ(z) = sz + t, 其中 |s|+ |t| 6 1, 则

∥Cφ : H2 → H2∥2 =
2

1 + |s|2 − |t|2 +
√
(1− |s|2 + |t|2)2 − 4|t|2

. (5.6)

推论 5.2 的证明 因为 φ 是单射, 由文献 [24, 公式 (3)] 知,

∥Cφ∥pe,Hp =
[
min
ξ∈∂D

|φ′(ξ)|
]−1

=
1

|s|
. (5.7)

则由 (5.6) 和 (5.7), 我们就可以得到证明.
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Quantitative estimate of essential norm of the composition

operator on Ap
α

DUAN YongJiang & LI YuFei

Abstract In this paper, we get quantitative estimate of the essential norm of the composition operator Cφ

on the weighted Bergman space Ap
α(D) (α > −1, 1 6 p < ∞) in terms of the generalized Nevanlinna counting

function. In particular, when α → −1, we find that on the Hardy space Hp (1 < p < ∞), it holds that

∥Cφ∥pe,Hp > lim sup
|a|→1

Nφ(a)

− log |a| .

Moreover, if φ is an inner function, we have

∥Cφ∥pe,Hp = lim sup
|a|→1

Nφ(a)

− log |a| , 1 < p < ∞.

Keywords weighted Bergman space, Hardy space, composition operator, Nevanlinna counting function,

essential norm
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