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摘要    对于线性常微分方程初值和两点边值问题, 精细积分方法可给出计算机上的精确解. 本文总结了精细

积分方法的基本思想和算法的进一步发展. 在初值问题精细积分方法方面, 详细综述了精细积分方法的基本思

想、对非齐次项的处理技术、大规模问题求解技术以及时变、非线性微分方程的求解. 在两点边值问题精细积

分方法方面, 介绍了处理边值问题的基本思想和求解过程, 总结了两点边值问题精细积分方法在各个领域的应

用. 最后, 讨论了初值和边值问题精细积分方法的联系和区别, 从而为精细积分方法的理解和应用提供了新的

视角.  
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1  引言 

常微分方程组的数值计算方法一直是备受人们

关注的领域[1~4]. 基于有限差分的基本思想, 众多学

者发展了大量的数值方法, 如 Runge-Kutta 法、New-                                  

mark 法、Wilson-θ 法等[1~4]. 但有限差分方法常常很

难兼顾计算精度、计算效率和稳定性这 3 个重要的算

法性能. 因此, 建立一种高精度、高稳定性的数值计

算方法有着重要的科学意义和实际应用价值.  

针对线性定常微分方程组的初值问题, 钟万勰

教授于 1991 年提出了矩阵指数的精细积分计算方  

法[5], 该方法避免了由于精细划分导致的计算机截断

误差, 将矩阵指数的数值解提高到计算机的精度. 这

种方法很快被应用到结构动力初值问题的求解 [6~8]. 

在此基础上, 结合计算结构力学与最优控制的模拟

理论, 钟万勰教授又建立了两点边值问题的精细积

分方法[9~11]. 对于线性定常系统, 无论是初值还是两

点边值问题, 精细积分方法都可给出计算机上的精

确解, 而且几乎与步长无关. 精细积分方法提出后, 

已被广泛应用于结构动力响应、最优控制、随机振动、

热传导、波传播、复杂动力弹塑性分析、结构优化设

计、刚性问题、动态载荷识别、Maxwell 方程求解、

偏微分方程求解等众多领域. 例如, 将精细积分方法

与虚拟激励方法相结合, 成功解决了复杂结构随机
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振动问题的计算瓶颈问题[12]; 基于精细积分算法开

发的 LQG/Hinf 最优控制系统设计与仿真工具箱

(PIMCSD Toolbox)[13,14], 具有更高的精度和效率, 并

且填补了当前主流控制系统设计软件 MATLAB 在有

限长时间时变控制系统设计功能上的空白, 现已被

哈尔滨工业大学、南京航空航天大学、国防科学技术

大学等学者应用于航空航天领域的快速机动控制问

题研究[15~17].  

本文主要从算法角度总结了精细积分方法的基

本思想和进一步的发展情况, 就精细积分方法的进

一步发展做出展望. 由于本文的总结侧重算法角度, 

对大量应用精细积分方法的文献不一一列举.  

2  初值问题的精细积分方法 

2.1  初值问题的描述 

工程中大量的瞬态问题都可以采用如下的线性

常系数微分方程组来描述: 

       0,     0 .t t  v Hv f v v  (1) 

例如, 对于热传导问题, 将空间坐标离散后可得到如

下方程: 

   0,    0 .  Ca Ka f a a  (2) 

由于矩阵 C 为正定矩阵, 通过简单的求逆即可得到

式(1)的形式. 对于结构动力学问题, 其控制方程为 

            0 0,    0 ,  0 .tMx Cx Kx r x x x x  (3) 

通过引入状态变量 T T T{ , } v x x , 也可以转化为式(1)

的形式. 以上是比较常见的两类重要微分方程, 还有

大量其他微分方程, 都可以采用状态方程式(1)的形

式描述.  

对于线性常微分方程, 式(1)中的系统矩阵 H 是

常数矩阵, 而非齐次项 f 只是时间的函数. 对于这

类方程, 其解可采用如下的 Duhamel 积分表示为 

        0
0

exp exp d .
t

t t t       v H x H f  (4) 

如果采用等时间步长  将时间域划分为    00 ,t t  

   1,  , ,  kt t t k t    , 则可得到式(4)的递推形

式为 

     1
0

exp exp d ,k k kt


          v H v H f  (5) 

其中, 

    2 3
exp( ) 2 3!t      H I H H H   (6) 

是矩阵 H 的矩阵指数.  

钟万勰教授以式(5)和(6)为基础, 提出了矩阵指

数计算的精细积分方法[5~8], 并在此基础上给出了瞬

态初始问题的高精度、高稳定性的数值求解方法. 在

本节的以下部分, 本文给出精细积分方法的主要思

想, 并综述该算法的发展概况.  

2.2  矩阵指数的精细积分方法 

矩阵指数不仅是微分方程求解的关键问题, 也

是控制理论、输运、波导等领域的关键问题, 文献[18]

曾讨论了 19 种计算矩阵指数的方法及其局限性, 并

于 25 年后再予回顾[19], 指出计算矩阵指数的问题并

未完全解决, 可见其重要性. 钟万勰[5~8]提出的精细

积分方法, 大大提高了矩阵指数的计算精度与稳定

性.  

2.2.1  基于 Taylor 级数近似的精细积分方法 

矩阵指数的精细积分方法[5~8]有两个要点: 1) 加

法定理, 即 2N 类算法; 2) 将注意力放在增量上, 而

不是全量上. 矩阵指数的加法定理为 

    exp exp ,    2 .
m Nm m  H H  (7) 

为了提高精度可以取 20N  . 对于很小的 / m  , 

可采用 Taylor 级数展开 M 项(这里取 4M  )近似矩

阵指数, 即 

 
 

     2 3 4

exp  ,

2! 3! 4!.



   

 

   

H I R

R H H H H
 (8) 

然后利用加法定理(7)可以得到  exp H 的近似解为 

      
122 2exp 2 .

NN




    H I R I R R  (9) 

这是精细积分方法的第一个要点. 值得注意的是, 在

执行方程(9)的平方运算时, 切忌将单位阵 I 与增量

R直接相加. 因为 R 是小量, 当它与单位阵 I 相加时, 

就会成为其尾数, 在计算机的舍入误差操作中, 其精

度丧失殆尽. 在计算过程中只能计算和存储增量, 这

是精细积分方法的第二个要点. 即在 N 次循环计算

过程中, 执行以下运算 

 22 . R R R  (10) 

循环完成获得 R之后, 再执行: 

  exp .  H I R  (11) 
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由于 N 次乘法之后, R 已不再是小量矩阵了, 这个

加法已没有严重的舍入误差了. 以上便是矩阵指数

计算的精细积分方法的主要思想[5~8].  

需要指出的是, 精细积分方法的基本思想还可

应用于很多其他基本问题的求解. 文献[20]将精细积

分方法的思想应用于椭圆函数的计算, 得到了比传

统方法更为精确和稳定的结果. 文献[21]用精细积分

方法研究矩阵导数的计算, 避免了谱分解简并的影

响. 文献[22]则用精细积分方法改善了矩阵正/余弦

函数的计算. 文献[23]利用精细积分方法提出了一种

求解病态线性代数方程组的方法.  

2.2.2  基于 Padé 级数近似的精细积分方法 

在精细积分方法提出后, 基于相同的思想, 文献

[24]提出了基于Padé级数近似的精细积分方法, 下面

给出其基本思路. 由于 Padé 级数逼近比 Taylor 级数

逼近具有更好的精度和稳定性[18], 因此采用 Padé 级

数展开来近似初始区段的矩阵指数可达到更好的精

度和效率. 对于小区段 / m  , 可采用 M 项 Padé

级数近似矩阵指数, 即: 

        


   
1

exp ,M MH D H N H  (12) 

其中, 

 

   
     

   
     

0

0

2 ! !
,

2 ! ! !

2 ! !
.

2 ! ! !

M
j

M
j

M
j

M
j

M j M

M j M j

M j M

M j M j

 

 











 







N H H

D H H

 (13) 

同样, 为了避免舍入误差, 在使用加法定理时, 也只

计算和存储增量部分. 为此将  M Ν H 和  M D H

表示为如下形式: 

 
   

   

,

,

M

M

 

 

 

 

Ν H I N H

D H I D H
 (14) 

其中, 

 

   
     

   
     

1

1

2 ! !
,

2 ! ! !

2 ! !
.

2 ! ! !

M
j

j

M
j

j

M j M

M j M j

M j M

M j M j

 

 











 







N H H

D H H

 (15) 

则可得到: 

      1
exp ,M M  


    H D H N H I R  (16) 

其中, 

    1
.


  R I D N D  (17) 

然后即可对增量部分使用加法定理.  

由于在小区段上使用了精度更高的近似, 因此

基于 Padé 近似的精细积分方法可给出较基于 Taylor

级数的精细积分方法更高的精度. 但是, 在 Padé 近

似中存在矩阵求逆运算, 这会在一定程度上增加计

算量.  

需要特别强调的是, 如果矩阵 H 是哈密顿矩阵, 

则它对应的矩阵指数是辛矩阵. 对于这种情况, 可以

证明基于 Padé 近似的精细积分方法给出的矩阵指数

是辛矩阵, 因此它是保辛算法. 而基于 Taylor 级数的

精细积分虽然可给出非常精确的结果, 但理论上它

得到的矩阵指数不能保证一定是辛矩阵.  

2.2.3  误差分析和精度设计 

钟万勰[6,8]简单讨论了精细积分方法的精度, 指

出只要矩阵 H 的本征值 i 满足: 

 abs( ) 300.i    (18) 

则精细积分方法可给出计算机上的精确解(即双精度

浮点数的 16 位十进制有效数字). 对于实际问题, 条

件(18)即使对于高频振动的估计也是非常保守, 因此

可认为精细积分法是无条件稳定的.  

显然, 决定区段剖分数目的参数 N 和级数截断

数目 M 直接影响到矩阵指数的计算精度和效率, 因

此自适应的选择 ,N M 是非常有必要的. 文献[25]研

究了初始级数逼近的截断误差在 N 次循环过程中的

扩散问题, 指出数值计算的相对误差不随循环过程

的进行而扩散; 而且数值结果的精度仅仅取决于初

始级数逼近的精度和矩阵 H 的最大特征模, 这就为

精度指定的条件下选择参数 ,M N 提供了依据. 文献

[24,26~30]给出了采用 Taylor 级数逼近和 Padé 级数 

逼近选择参数 ,M N 的方法, 进一步完善了精细积分

方法.  

2.3  非齐次项的积分 

对于非齐次问题 , 由于非齐次项 f 的任意性 , 

如何有效地处理方程(5)中的 Duhamel 积分是需要解

决的问题. 对于这个问题发展了许多方案, 以下一一

介绍.  
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2.3.1  解析积分方法 

钟万勰[6,8]在提出精细积分方法时, 将非齐次项

在每个积分区段内采用线性近似, 即: 

   0 1 ,   0< .kt        f r r  (19) 

这时方程(5)中的 Duhamel 积分可解析得到, 从而可

给出精确的递推格式, 即: 

 
   
 

1 1
1 0 1

1 1
0 1 1

exp

.

k k



 


 

    

  

v H v H r H r

H r H r r
 (20) 

林家浩等人 [31,32]进一步表明, 如果非齐次项为多项

式函数、正/余弦函数、指数函数, 或以上函数的组合

时, 方程(5)中的Duhamel的积分也可以解析得到, 从

而给出精确的递推格式. 而对于一般性的非齐次项, 

可以在一个时间步长内, 采用上述函数的组合进行

近似.  

但是, 如方程(20)所示, 精确的递推格式中需要

对系统矩阵 H 的求逆, 因此当矩阵 H 接近奇异或本

身就是奇异时, 这种方法不能直接应用. 为避免求逆

运算, 很多学者发展了大量的方法, 它们主要可归纳

为以下三类, 即齐次扩容(增维)方法、直接数值积分

方法和非齐次响应矩阵方法, 下面依次介绍.  

2.3.2  齐次扩容(增维)方法 

齐次扩容方法的基本思想是通过引入扩展的向

量, 将非齐次方程扩容为齐次方程, 然后应用精细积

分方法求解, 从而避免了矩阵的求逆运算. 顾元宪等 

人[33]首先提出了增维(齐次扩容)技术, 他将非齐次项

f 也用一个微分方程描述, 即: 

 .f Df  (21) 

然后构造扩展状态向量, 即: 

 T T T{ , } .v v f  (22) 

则非齐次方程(1)可以表示为如下的增维齐次方程: 

 .
     

      
     

  
v H I v

v Hv
f 0 D f

 (23) 

方程(23)可直接应用精细积分方法求解. 该方法将原

问题的维数增加了 1 倍, 但由于扩容阵 H 是上三角

型, 结合结构动力学的特性, 计算上可作进一步的 

简化.  

文献[34]提出了基于 Taylor 级数的齐次扩容方

法. 首先将非齐次项 f 进行 Taylor 级数展开, 即: 

 1
1 1 0 .m m

m mt t t
      f f f f f  (24) 

然后引入扩展状态向量: 

 T 1 T{ , , , , ,1} .m mt t t v v  (25) 

则非齐次方程(1)可表示为齐次方程, 其对应的扩容

阵 H 为 

 

1 1 0

0 0 0 0

0 0 0 1 0 0
.

0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 0

m m

m

m

 
 
 
 

  
 
 
 
  





     

H f f f f

H  (26) 

该方法得到的扩容阵 H 也是上三角型, 增加的维数

1m  由 Taylor 级数展开项数决定. 如果积分区间很

大, 必须采用很多 Taylor 级数项才能较好地模拟非

齐次项, 这会大大增加扩容阵 H 的规模, 同时也会

面临 Taylor 级数的收敛性问题. 文献[35]采用分段低

次 Taylor 级数来近似非齐次项, 这虽然能减小 H 的

规模, 但由于多项式系数随区段变化, 每个区段都要

做一次矩阵指数的精细积分计算, 也会增加计算量. 

文献[36]分析了 H 矩阵的结构, 提出了一种减少计

算矩阵指数次数的方法, 可在一定程度上提高计算  

效率.  

利用类似的思想 , 可以基于 Fourier 级数 [37], 

Legendre, Chebyshev, Hermite, Laguerre 等正交多项

式函数系[38,39]来构造齐次扩容矩阵. 文献[39]指出基

于 Legendre 函数系构造齐次方程具有更高的精度和

收敛性.  

齐次扩容方法的提出很大程度上是为了避免解

析格式中的矩阵求逆运算, 虽然这种方法可以得到

很高的精度, 但这是以增加矩阵指数的计算规模为

代价的.  

2.3.3  直接数值积分方法 

为了避免解析积分方法中矩阵求逆导致的数值

困难, 直接数值积分方法采用数值积分手段直接计

算方程(5)中的 Duhamel 积分. 即: 

      
0 0

exp d d .kt
 

          H f g  (27) 

方程(27)右端就是普通的函数积分, 可以采用常用的

Simpson, Romberg, Cotes, Gauss 等数值积分技术进行
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计算[40~46]. 以 Gauss 数值积分为例[41], 方程(27)可近

似为 

     2

0 1

d 1 / 2 ( ),
2

n
n

i i
i

w O
     



     g g  (28) 

式中, n 为积分点的个数, i 为 Gauss 积分点的坐标, 

iw 是加权系数. 显然, 方程(28)的精度取决于 Gauss

积分点的数目和时间步长的大小.  

文献[44]比较了多种直接数值积分的精度, 指出

Cotes 和 Gauss 积分是保持精细积分算法高精度的较

好方法, 文献[42,43]则进一步分析了采用 Gauss 数值

积分的稳定性问题, 指出采用 Padé 逼近为基础的矩

阵指数精细方法是无条件稳定的计算格式, 可给出

更高的精度.  

直接数值积分方法避免了矩阵的求逆运算, 但

需要额外计算积分点上的矩阵指数.  

2.3.4  响应矩阵方法 

响应矩阵方法[47]将非齐次项的 Duhamel 积分转

换为一系列响应矩阵的计算, 然后利用与精细积分

方法相同的思想给出了一种计算响应矩阵的方法 . 

以非齐次项 f 为形如方程(24)的多项式函数为例, 系

统的响应可通过以下方程给出: 

      1 0 0 1 1exp ,k k      v H v Φ f Φ f  (29) 

其中响应矩阵为 

 
   

   

0
0

1
0

exp d ,

exp d ,   .





   

    

   

    





Φ H

Φ H 
 (30) 

不同于上面给出的解析积分方法和直接数值积

分方法, 响应矩阵方法[47]首先给出了响应矩阵的加

法定理, 然后利用与计算矩阵指数相同的思想, 将基

本积分步长细分为很小的区段. 然后, 在很小的区段

将响应矩阵非常精确的数值积分, 最后使用加法定

理得到基本积分步长上的响应矩阵, 对于等积分步

长递推, 响应矩阵只需计算 1 次. 按照文献[47]的方

法, 还可以给出当非齐次项为多项式、正/余弦、指数

以及它们的组合函数形式时的响应矩阵. 与解析积

分方法相比, 该方法不需要矩阵求逆, 而且给出更为

简便的精确递推格式, 同时也可很方便地应用于非

线性问题[48].  

2.4  大规模问题的快速精细积分法 

实际工程问题需要对于大规模问题的瞬态响应

进行分析 , 此时系统矩阵 H 通常具有很高的维数 , 

但往往同时具有稀疏的特点. 对于这样的问题, 如果

直接采用精细积分方法求解, 矩阵指数的精细积分

计算会破坏原矩阵的稀疏、对称等特性, 并需要耗费

大量的时间和存储空间. 为了在大规模问题中充分

发挥精细积分方法的优势, 学者们从不同角度进一

步提高了精细积分方法的效率.  

钟万勰 [49,50]根据差分法窄带宽的特点, 提出了

求解偏微分方程的子域精细积分方法. 该方法将全

域分解为多个独立的子域, 每个子域采用精细积分

方法求解, 从而在保证较高精度的同时, 显著地降低

计算规模. 在此基础上, 文献[51]提出了瞬态热传导

的子结构精细积分方法, 这种方法根据物理域划分

子结构, 更适合于有限元法及并行计算. 文献[52]提

出了周期结构的子域精细积分方法, 以周期结构的

单胞划分子域, 仅计算一个小规模的矩阵指数即可

实现整个结构的瞬态分析.  

储德文和王元丰[53]利用模态叠加法对结构进行

解耦降阶, 然后再利用精细积分方法求解降阶的动

力微分方程. 这种方法一方面通过选取主要模态降

低了计算规模, 另一方面充分利用了精细积分方法

精度高的优点.  

高强等人 [54~56]利用结构动力响应的物理特点 , 

从物理上论证了大规模动力系统对应的矩阵指数也

具有稀疏性, 并利用这个性质提出了一种快速精细

积分方法. 与原始精细积分方法相比, 该方法只在加

法定理的循环过程中增加了对矩阵指数的稀疏化过

程, 但却极大地提高了计算效率. 在此基础上, 高强

等人[57~60]针对周期结构提出了周期结构动力响应的

高效率精细积分方法, 该方法在利用矩阵指数稀疏

性质的同时, 进一步利用结构的周期性, 并指出周期

结构对应的矩阵指数中含有大量重复的元素, 而这

些元素可通过特殊的技术只计算一次, 从而大大降

低了计算量和存储量. 利用这些性质, 在保证与原始

精细积分方法相同精度前提下, 可实现百万量级自

由度的瞬态分析.  

文献[61~63]利用矩阵的对称性、稀疏性, 在一定

程度上降低了存储量 , 提高了计算效率 . Fung 和

Chen[64]提出了一种通过 Krylov 空间技术和引入阶
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跃、脉冲响应矩阵的方法[65]来提高大规模问题的计算

效率.  

另一个提高精细积分方法计算效率的途径是采

用并行计算技术. 精细积分方法大量使用矩阵-矩阵

和矩阵-向量乘法, 非常适合于并行算法. 文献[66]对

时间步实施粗粒度并行化, 通讯量低, 获得了很好的

并行效率. 文献[61]结合稀疏矩阵技术, 提出了精细

积分级数解的并行算法. 文献[67]则进一步发展了非

线性动力方程级数解的并行算法. 对于偏微分方程

精细积分方法, 特别结合子域计算的相对独立性, 文

献[68]给出了加速比和效率很高的并行算法.  

2.5  时变、非线性微分方程的求解 

精细积分方法针对的是线性定常系统, 而时变、

非线性动力学问题的数值积分技术一直是重要和有

挑战性的课题. 如何在时变、非线性动力学问题中, 

充分发挥精细积分方法高精度和高稳定性的优势 , 

也是众多学者关注的问题.  

以精细积分方法为基础构造时变、非线性动力学

问题数值积分方法的基本思路是将时变、非线性问题

表示为如下形式[69]: 

  0 , ,t v H v f v  (31) 

式中, 0H 是常数矩阵, 一般假设为是满秩矩阵, 而

非齐次项是时间和状态的函数 . 然后 , 在区段

1[ , ]k kt t  内采用多项式形式近似方程(31)中的非线性

非齐次项, 即: 

 
2

,0 ,1 ,2[ , ( )] ,   

0< ,
k k k k kt t   

 

     



f v f f f
 (32) 

式中, 多项式函数的系数 ,0 ,1 ,2, , ,k k k f f f 可以通过外

插多步法[70,71]、Taylor 级数近似和 Lagrange 插值法 

等[72,73]得到. 一旦得到了非齐次项的近似表示形式, 

就可以采用前述的精细积分方法求解.  

以上方法可分为两大类: 如果多项式函数的系

数 ,0 ,1 ,2, , ,k k k f f f 中含有待求状态 1kv , 则是隐式算

法, 这时需要结合预测-校正等迭代技术求解[72]; 如

果不含 1k v , 则是显式解法[69,70,74]. 显式解法具有更

简便的递推格式和效率, 而隐式格式则具有更好的

稳定性和精度. 如果是线性时变系统, 则可通过分段

常数、摄动法、Fourier 级数或 Magnus 级数等方式将

时变系统转化为多个时不变系统, 从而应用精细积

分方法求解[75~77].  

另外, 还有两类处理非线性问题的方法值得注

意. 一类是利用同伦摄动方法, 针对所求解的非线性

微分方程构造一同伦函数, 通过求解该同伦函数的

一组摄动解得到非线性微分方程的渐进解, 而每一

个摄动方程都是线性常系数非齐次微分方程 [78,79]. 

另一类是首先将非线性动力系统转化为 Minkowski 

空间的 Lie 群型动力系统[80,81], 由于该 Lie 群型动力

方程是齐次的, 可采用精细积分方法求解.  

需要指出的是, 精细积分方法本质上适用于线

性定常常微分方程的求解. 以上对时变和非线性问

题的处理, 其基本思想都是将其中的线性定常部分

采用精细积分方法精确求解, 而其余的部分采用近

似或迭代的方式处理. 因此, 这些方法适用于弱非线

性问题, 而对于强非线性问题, 如何利用精细积分方

法的优点还是值得研究的问题.  

3  两点边值问题的精细积分方法及其应用 

两点边值问题对弹性波的传播、电磁波导、输运

以及最优控制等领域都具有重要的意义. 在提出初

值问题的精细积分方法的同时, 钟万勰[9~11]基于计算

结构力学和最优控制之间的模拟理论, 也建立了两

点边值问题的精细分方法. 本节将简要介绍两点边

值问题精细分方法的主要思想以及应用情况.  

线性常微分方程的两点边值问题可用以下方程

描述: 

 T,      ,    q Aq Dp p Bq A p  (33) 

 0 f( ) known,     ( ) known.z z q p  (34) 

钟万勰 [9~11]基于计算结构力学和最优控制之间的模

拟理论, 引入了混合变量和区段混合能的概念, 并以

此为基础建立了两点边值问题的精细积分方法. 其

基本思想是首先在区段 [ , ]a bz z 上, 将方程(33)的解表

示为如下形式: 

 T,    ,b a b a a b    q Fq Gp p Qq F p  (35) 

式中, aq 和 ap 是 az 处的状态向量, 而 bq 和 bp 是 bz

处的状态向量, , , ( , )a bz zF G Q 是区段的混合能矩阵. 

然后根据方程(33)和(35)可得到 F , G 和Q 满足如下

的微分方程和边界条件为 
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   
T T

T T

,   

,

,

   

    

    






F A GB F F A DQ

G AG GA GBG D FDF

Q B QA A Q QDQ F BF

 (36) 

      0 , 0 0 .   0F I G Q  (37) 

至此对两点边值问题(33)的求解转换为对方程(36)的

求解. 

对方程(36)的求解可利用与初值问题精细积分

方法类似的思想, 即基于加法定理的 2N 类算法和增

量计算与存储. 首先, 将求解区域等分为 2N 个子区

段, 假设其长度为 . 然后, 在很小的区段 上, 将

F , G 和Q 采用 Taylor 级数展开近似, 即: 

 
   

   

1 1

1

,     ,

.

M M
k k

k k
k k

M
k

k
k

   

  

 



 

   

 



Q θ G γ

F I φ I F

 (38) 

则根据方程(36)可得到其中的展开系数为 
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  
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








θ B γ D φ A

θ Bφ φ B φ Bφ

γ Aγ γ A γ Bγ

φ Aφ γ B γ Bφ

 (39) 

类似于矩阵指数的加法定理, 钟万勰[9~11]给出了

矩阵 F , G 和Q 的增量加法定理, 即: 

   

       
   

       

           

          

11 T

1T 1

1
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 2

 

   

 

   

     

    











            


            

       

    

G G

I F G Q I F

Q Q

I F Q G I F

F F G Q I G Q

I G Q F G Q

              1
.   


   F I G Q F  (40) 

以上是两点边值问题精细积分方法的基本原理和过

程 , 它首先利用方程 (38)和 (39)计算小区段  上的

 F ,  G 和  Q , 然后将方程(40)循环执行 N 次

即可得到整个区段的 F , G 和Q , 最后将 F 与单位

矩阵相加即可得到 F.  

与初值问题精细积分方法类似, 由于一方面在

很小区段上的近似非常精确, 另一方面在 2N 类算法

的区段合并过程中使用了增量计算从而最大限度地

避免了舍入误差, 因此两点边值问题精细积分方法

可给出计算机意义上的精确解. 在此基础上, 钟万勰

等人[82]将精细积分方法与本征值计数方法结合, 建

立了基于混合变量精细积分的扩展 W-W 算法, 从而

实现了应用两点边值问题精细积分方法进行结构振

动和波传播问题中的频散分析. 在这之后, 一些学者

也在细节上对两点边值问题精细积分方法进行了一

定程度的改进, 请见文献[83~87].  

两点边值问题的精细积分方法提出后, 首先在

最优控制领域中的 LQ 控制[88,89]、矩阵微分 Riccati

方程求解[11]、卡尔曼-布西滤波[90]、 H 控制系统的

分析与设计 [91,92]等方面得到应用, 这方面的详细情

况可参考文献[93,94]. 目前, 两点边值问题的精细积

分方法已在分层介质中波传播问题[95~98]、表面波问   

题 [99,100]和随机波传播问题 [101~105], 分层地基动力响

应 [106~108], 电磁波反射和透射问题 [109], 奇异摄动边

值问题[110]等方面得到了广泛的应用.  

4  初值和边值问题精细积分方法的关系 

第 2和第 3节分别介绍了初值和两点边值问题的

精细积分方法, 可以看到它们的基本思想是相同的, 

都是基于加法定理和增量计算与存储. 同时, 可以看

到两点边值问题的控制方程(33)与初值问题的控制

方程(1)对应的齐次方程是相同的. 因此, 初值和边

值精细积分方法必然存在某种联系. 在本节中, 我们

将讨论初值和边值精细积分方法的联系和区别, 一

方面将论证这两种方法在理论上是等价, 另一方面

将说明它们在数值计算中是不等价的, 从而给出将

精细积分方法分为两类的原因[84].  

如果将方程(33)表示为如下的整体形式, 即: 

 T,    ,    .
   

        


q A D
v Hv v H

p B A
 (41) 

则方程(41)与方程(1)的齐次方程在形式上是一样的. 

由第 2 节可知, 方程(41)的解可表示为 

 11 12

21 22

,b a a

b a a

      
       
      

q q qΦ Φ
Φ

Φ Φp p p
 (42) 
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式中, aq 和 ap 是 az 处的状态向量, 而 bq 和 bp 是 bz

处的状态向量 , 而 Φ 是矩阵  b az zH 的矩阵指  

数, 即: 

  exp .b az z   Φ H  (43) 

比较方程(42)和(35)可给出: 

 T 1 1
22 12 22 22 21, , .    F Φ G Φ Φ Q Φ Φ  (44) 

方程(44)表明, 理论上矩阵F, G和Q可以通过矩阵指

数计算.  

利用方程(44), 可以将初值和边值问题的精细积

分方法联系在一起. 一方面, 可以按照第 3 节中的边

值问题的精细积分方法计算 F, G 和 Q, 另一方面也

可以先将矩阵 A , B 和 D 组合成为矩阵 H , 然后利

用第 2 节中的初值问题的精细积分方法计算其对应

的矩阵指数, 最后通过方程(44)计算得到 F, G 和 Q. 

因此, 从理论上看, 初值和边值问题的精细积分方法

是等价的, 它们的关系如图 1.  

既然 F, G 和 Q 可以通过矩阵指数计算得到, 为

什么还要区分初值和边值问题的精细积分方法呢? 

这主要是因为, 虽然方程(44)表明F, G和Q与矩阵指

数理论上可以互相转换, 但通过第 3 节的边值问题的

精细积分方法直接计算 F, G 和 Q 和通过第 2 节的初

值问题计算矩阵指数后再转换为 F, G 和 Q, 这两个

过程在数值计算过程中的舍入误差和稳定性是不等

价的. 这是因为, 虽然初值和边值问题的控制方程形

式上相同, 但它们的系统矩阵 H 具有不同的特性.  

一般来说, 初值问题的系统矩阵 H 的特征值的

实部都小于或等于零, 否则这个系统就是不稳定的. 

对于这种情况, 从数值计算角度看, 采用第 2 节的初

值问题的精细积分方法计算矩阵指数是没问题的. 

而边值问题的系统矩阵 H 的特征值的实部不等

于零, 且同时有实部大于零和小于零的特征值. 特别

是, 绝大部分情况下, 边值问题的系统矩阵H具有方

程(41)的形式, 此时 H 是哈密顿矩阵, 则它的特征值

必然一正一负同时出现, 又由于边值问题的特点, 其 

 

 

图 1  初值和边值问题精细积分方法的关系 

特征值的实部不等于零, 因此此时边值问题系统矩

阵 H 的特征值中既有实部大于零的特征值, 又有实

部小于零的特征值. 对于这种情况, 如果存在实部比

较大特征值或求解域比较长, 则利用初值问题的精

细积分方法计算矩阵指数在数值上是不稳定的. 而

通过边值问题的精细积分方法计算 F, G 和 Q, 则相

当于充分考虑了边值问题的本质特性, 它在数值上

是稳定的.  

本节讨论了初值和边值问题精细积分方法的联

系和区别. 从理论上看这两种精细积分方法是等价

的, 可以互相转换. 但由于边值和初值问题本身特性

的不同, 这两种精细积分方法在数值性能方面是不

同的, 这是区分两类精细积分方法的根本原因.  

5  讨论与结论 

精细积分方法提供了一个高精度、高稳定的算法

设计平台. 本文总结了初值和边值问题精细积分方

法的基本思想和进一步发展, 特别讨论了初值和边

值问题精细积分方法的联系和区别. 对于线性常微

分方程初值和两点边值问题, 精细积分方法可分别

给出矩阵指数和混合能矩阵的计算机上的精确解 . 

以矩阵指数的精确计算为基础, 可设计出求解非齐

次、非线性初值问题的高性能数值求解算法. 混合能

矩阵的精细积分方法可为波传播问题、最优控制理

论、表面波问题等的分析提供算法基础.  

精细积分方法的应用领域日趋广泛, 随着研究

的深入, 在以下几个方面有望取得较大的进展: (1) 

与保辛算法的结合. 哈密顿动力系统的保辛已成为

数值算法设计的一项重要内容. 传统的保辛算法虽

然可以较好地描述系统的长期特性, 但往往在数值

精度方面不够理想. 将精细积分方法的高精度、高稳

定性优势和保辛思想结合, 有望大大提高保辛算法

的性能. (2) 利用精细积分方法求解大规模问题的研

究具有重要的现实意义. 充分利用物理问题的特性

和数学结构, 从而构造计算矩阵指数的高效率精细

积分方法, 有望取得更大的进展. (3) 求解非线性刚

柔耦合问题. 精细积分方法处理线性刚性问题具有

独特的优势. 有很大一类非线性刚柔耦合问题, 其高

频部分是线性振动, 而非线性部分是较缓慢的运动. 

对于这类问题, 利用精细积分方法处理线性刚性问
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题的优势, 可望构造出更高性能数值方法. (4) 初值

问题的精细积分方法虽然已得到了比较广泛的应用, 

但在波传播问题、周期结构能带分析等领域还有广阔

的发展空间.  
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A survey of the precise integration method 

GAO Qiang1,2, TAN ShuJun1,3 & ZHONG WanXie1,2 

1 State Key Laboratory of Structural Analysis for Industrial Equipment, Dalian 116024, China; 
2 Department of Engineering Mechanics, Dalian University of Technology, Dalian 116024, China; 
3 School of Aeronautics and Astronautics, Dalian University of Technology, Dalian 116024, China 

For the initial value and two-point boundary value problems of linear ordinary differential equation, the Precise Integration Method 
(PIM) gives exact solutions in the computer accuracy sense. In this paper, the basic idea and the further development of PIM are 
surveyed. For the initial value problems, the basic idea of PIM, the methods for integrating the nonhomogeneous term, the methods 
for large scale problems and the application of PIM in time-varying and nonlinear system are surveyed. For two-point boundary 
value problems, the basic idea and the fundamental formula of PIM are given and the application of the PIM for two-point boundary 
value problems in many fields are surveyed. Finally, the relationship between the PIM for the initial value and two-point boundary 
value problems is discussed, which gives a new angle for understanding and application of PIM. 
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