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摘要  “确定一般线性码的所有可能的重量谱”是通信系统中提出的一个有重要科学意义的基

本理论问题. 但当 k 或 q 稍大时, 对于 k 维 q 元码, 这是不可能的, 问题的合理提法修改成: “确

定 k 维 q 元一般线性码几乎所有的重量谱”. 基于有限射影几何方法, 本文研究 V 类 5 维 q 元线

性码, 文中找出了 V 类 5 维码的重量谱的新必要条件, 把 V 类 5 维码的重量谱分为两个子类,

并发展改进了“子空间集法”, 从而确定了 V 类 5 维 q 元线性码几乎所有的重量谱. 这为确定 5

维中剩下的 3 类重量谱开辟了道路, 突破了难点. 同时, 新必要条件说明原来 k 维码重量谱的必

要条件是不够的, 需要研究出进一步的新必要条件, 才能攻击与解决 k 维难题. 
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信息科学是一门新兴的跨多学科的科学 , 它以

信息为主要研究对象. 1948 年 Shannon 发表了著名的

论文《通信中的数学理论》, 创立了信息论. 纠错码

是信息论的一个分支 , 它为避免数据传输过程中发

生错误提供了一种能检错和纠错的数学方法 . 纠错

码理论至今已有丰富的研究成果和广泛的应用 , 近

年来仍有很多问题成为研究热点, 如 LDPC 码[1]、级

联码[2]、量子码[3]等. 本文所研究的问题始于编码理

论创始人之一, Hamming 提出的 Hamming 重量这一

概念 . k 维线性码的重量谱 , 也称为广义 Hamming

重量, 是一个序列(d1,d2,···dk), 其中 d1 即为 Hamming

重量, 它由 Wei[4]提出, 提出的背景是 dr 可应用于第

二类窃密信道. 重量谱在线性码格子复杂度, 码的检

错性能等多方面也都具有重要的应用价值. 总之, 码

的重量谱是一组基本的重要参数 , 并与通信系统的

设计及其安全性有密切的关系. Kløve 等人在文献[5]

提出了“确定一般线性码的所有可能的重量谱”问题, 

这是通信系统中提出的一个有重要科学意义的基本

理论问题. 在 k4 时, 文献[5,6]确定了 2 元一般线性

码的所有重量谱.  

纠错码的研究, 需要各种数学方法, 见文献[7~9] 

等. 1996 年陈文德和 Kløve 提出了有限射影几何方法, 

并第一次有效地用于确定 4 维 q 元码的重量谱[10]. 他

们还把 4 维码及其重量谱分成了 9 类[11], 用有限射影几

何方法取得了丰富的分类研究成果, 参见文献[11~13] 

等 . 按这种分类法 , 也可对更高维数的线性码分类, 

但随着维数的增加这种分类法所得到的类数会迅速

膨胀, 5 维码就有 114 类, 难以一一确定. 在文献[6]

必要条件的基础上文献[14]把 5 维码及其重量谱分成

6 类, 大大缩小了类数; 从而可能把 4 维码的研究成

果,对应提高到 5 维码.  

从文献[15]看出, 当 k 或 q 增大时, 不能确定为

重量谱的未知序列的数目急剧增加 , 呈组合爆炸之

势, 因此当 k 或 q 稍大时确定 k 维 q 元码所有重量谱

是不可能的, 问题的合理提法修改成: “确定 k 维 q 元

一般线性码几乎所有的重量谱”, 这个问题与方向是

由陈文德和 Kløve 在 2003 年首次提出的[16]. 这是一

个难题 . 至今这个问题仅对 k 维某些小类 (例如 I

类)[16], 3 维码[15], 4 维码[17]有所解决. “确定 5 维 q 元

一般线性码几乎所有重量谱”是一个挑战性的新题目, 
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比 4 维码的对应问题困难复杂得多, 这方面成果极少. 

文献[14]发展了文献[16]中提出的“子空间集”方法 , 

拓广了文献[17]的“落差法”, 用有限射影几何方法确

定了 5 维码几乎所有的Ⅱ类重量谱. 5 维中的Ⅰ, Ⅱ

类与 4 维中的Ⅰ, Ⅱ类对应; 但 5 维其他 4 类在 4 维

中没有对应类, 这是新的困难. 若按Ⅱ类中的分类方

法, 5 维码的Ⅴ类重量谱分成 4 个子类, 其中 2 个子类

中很难找出重量谱 , 因此Ⅴ类比Ⅱ类要困难复杂得

多. 为了解决这一困难, 本文用有限射影几何方法找

出了Ⅴ类 5 维码重量谱的新必要条件, 使得 5 维码的

Ⅴ类重量谱可以仅分为两个子类, 并改进了“落差法”, 

从而确定了Ⅴ类 5 维码的几乎所有的重量谱. 这为确

定 5 维中剩下的 3 类重量谱开辟了道路, 突破了难点. 

同时, 新必要条件说明文献[3]的 k 维码重量谱的必

要条件是不够的, 需要研究出进一步的新必要条件, 

才能攻击与解决 k 维难题. 

1  有限射影几何方法 

本文中 C 均表示有限域 GF(q)上[n,k;q]线性码, 

即 q 元、n 长、k 维线性码. 设 C 的任一子码记为 D, D

中所有码字的非零位置全体构成的集合称为 D 的支

持集, 记为(D). 即=Uc∈D{i|ci  0, 这里 c = (c1,c2,···cn)}, 

支持集的大小记为s(D)=|(D)|. 

令 dr=dr(C )=min{s(D)|D 是 C 的 r 维子码}, 1 r 

k, 称为 C 的第 r 个最小支持重量或广义 Hamming

重量 , 序列(d1,d2,···dk)称为C 的重量谱 [4](Weight hi-

erarchy).  
不失一般性, 假设 n = dk. 令 ir = dkrdkr1, 0 r

k1, (d0 = 0), 则序列(i0,i1,···ik)称为[dk,k;q]码的差序

列(简称 DS). 显然, DS 可由重量谱得到, 反之亦然. 

于是确定重量谱归结为确定差序列. 

令 G 为 C 的生成矩阵, 对 5( )x GF q  , 用 m(x)

表示 x 在 G 的列中出现的次数. 若 x = y, 其中 y 为

G 中的列, ( )GF q  且 0  , 则可用 x 代替 y 而不

改变任一子码的支持重, 因此可用射影空间 PG(4,q)

中的点来描述 G 中的列. 令 V4 为 PG(4,q), 值函数为

m:V4→N, N={0,1,2,···}. 对 4p V  , 称 m(p)为 p 的值

(或重). 对 4S V  ,定义 S 的值为 ( ) ( )
p S

m S m p


  . 文

献[10]证明了: 重量谱为(d1,d2,d3,d4,d5)的码的存在性

等价于满足如下条件的赋值函数 m 的存在性:  

max{m(Ur)|Ur 是 V4 中的 r 维子空间}  

 
0

,0 4
r

j
j

i r


   . (1) 

用 p*, l*, P*, V*, 分别表示 r = 0,1,2,3 时赋值取(1)

式右侧最大值的最重点, 线, 面, 体. 确定码的几乎

所有重量谱的有限射影几何方法的核心就是 : 先用

几何法得到差序列最紧最好的必要条件 , 再对满足

这条件的几乎所有 ij 构造出满足(1)式的尽量均匀的

赋值函数 m.  

2  主要结果 

定义 2.1  以符号 N(i)表示 i0 i 时某一类差序列

(i0,i1,i2,i3,i4)的充分条件所含序列的数目, 符号 M(i)表

示 i0 i 时此类差序列的必要条件所含序列的数目. 

如果
( )

lim 1
( )i

N i

M i
 , 则称此必要条件是几乎充分的.  

在文献[14]中, 把 5 维码的差序列的必要条件分成

6 类, 任两类中没有公共序列, 据此也就把差序列(重

量谱)分成 6 类. 本文研究 V 类差序列. 文献[14]中其

必要条件为:  
2

1 0 1 2 0 1, ,
1

q
i qi qi i i i

q
   



2

1

q

q 
(i1+i2) 

<i3 qi2, i0 i4 (q3+q2+q)i1i2i3. 文献[14]中 V 类的

必要条件不是最紧的, 最好的; 据此分出的 4 个子类

中, 有 2 个子类没有差序列, 另一个子类中只有部分

差序列. 下面的定理 2.1, 给 V 类差序列增加两个新

必要条件, 且说明 V 类差序列的这个新必要条件是

几乎充分的.  

定理 2.1  V 类差序列(i0,i1,i2,i3,i4)的以下必要条件

是几乎充分的:  

(i) 0
1 02

i
i qi

q
  , 

(ii)    
2

2
1 2 0 1 1 0min ,

1

q
qi i i i q q i i

q

 
     

 
,  

(iii) 
2

1 2 3 2( )
1

q
i i i qi

q
  


, 

(iv) 3 2
0 4 1 2 3( )i i q q q i i i      . 

好的充分条件能够确定 V 类 5 维码几乎所有的重

量谱.  

3  新必要条件与分类 

首先来推导出关键的新必要条件: i2 (q2+q)i1i0 

与 i1 > i0/q
2. 
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事实上, 如果 P*过 p*, 则 m(P*) = i0 + i1 + i2 =i0 + 

* *
0 0 1( ( ) ) ( 1)

p l P

m l i i q i
 

    , 得 i2 qi1, 这与 i2 >qi1 

矛盾, 故 P*必不过 p*. 

当 P*不过 p*, 则 p*与 P*形成体 V, 有 m(P*) 

*

2
0 0 1( ) ( ( ) ) ( 1)

p l V

m V i m l i q q i
 

       , 即 i0 + i1 + 

i2 (q2 + q + 1)i1, 从而得: i2 (q2 + q)i1 i0. 又 qi1<i2 

(q2
 + q)i1 i0, 可得 i1 > i0/q

2. 2 个新的必要条件得到

了.  

因
2

2
1 0 0 1( ) ( )

1

q
q q i i i i

q
   


=(q2

 + q + 1)(qi1 i0)/ 

(q + 1), 故当 i1 > i0/q 时, 取 i2 的上界为
2

0 1( )
1

q
i i

q



; 

当 i1  i0/q 时, 取 i2 的上界为(q2 + q)i1 i0. 

因此可将 V 类差序列的必要条件分为两个没有公

共序列的子类: V1 和 V2. 

V1 类: 0
1 0 ,

i
i qi

q
   

2

1 2 0 1( ),
1

q
qi i i i

q
  


  

2

1 2 3 2( ) ,
1

q
i i i qi

q
  


 3 2

0 4 1 2 3( ) .i i q q q i i i        

V2 类: 0 0
12

,
i i

i
qq

   2
1 2 1 0( ) ,qi i q q i i     

2

1 2 3 2( ) ,
1

q
i i i qi

q
  


 3 2

0 4 1 2 3( ) .i i q q q i i i       

因 V 类差序列的必要条件满足 V1∪V2=V, 定理

2.1 的证明转化为证 V1 类差序列的必要条件几乎充

分和 V2 类差序列的必要条件几乎充分, 亦即找到 V1

和 V2 类差序列的充分条件. 它与必要条件十分接近. 

4  V1 类的充分条件 

为找到 V1 类差序列的充分条件(定理 4.1), 第一

步是在 ij 取边界值时, 构造出满足(1)式的赋值函数 m, 

称它为边界结构.  

引理 4.1 设   

 1 0 ( 1)i qi q   , (2) 

 2 1i qi q  , (3) 

 3 2i qi , (4) 

 3 2
4 1 2 3( )i q q q i i i     . (5) 

这里 i1, i2, i3, i4 为上界. i2 为下界(i1 取(2)式时 i2 的上下

界相等). 则边界序列(i0,i1,i2,i3,i4)为差序列.  

证明: 把边界各式代入后, 得:  
*

0 1 0( ) ( 1) ( 1)m l i i q i q      , 
* 2 2

0 1 2 0( ) ( 1) ( 1),m P i i i q q i q q              
*

0 1 2 3

3 2 3 2
0

( )

( 1) ( 1).

m V i i i i

q q q i q q q

   

       
 

设 PG(4,q)为不在一个体内的 5 个点 e1, e2, e3, e4, 

e5,做顶点的 4 维多面体, 如图 1 所示. 用x1,x2,···,xt表
示 x1,x2,···,xt 生成的 t 1 维子空间. 

定义 Xie1,e3,e4,e5, 0 i < q
3

 + q
2 + q + 1. 记e2, 

Xi上自 e2 后第一个点为 pi, 0 i < q
3

 + q
2 + q + 1. 

 

图 1  PG(4,q)中构造边界结构的简图 

 

图 2  使 i1下降所用的简图  
其中<li, Bj, Ck>为 PG (4,q)中的体 
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构造赋值函数如下:  

0 2

3 2
0

0

,  ;

( ) 2,  (0 1);  

1,
i

i x e

m x i x p i q q q

i




       
 

 

即 e2 取值为 i0, e2 与e1,e3,e4,e5上每点的连线上有一点

取值为 i0 2(这个点不在e1,e3,e4,e5上), 其余各点均

为 i0 1.  

这样, 取 e2 为 p*. e1,e3为 l*. e1,e3,e4为 P*(e1,e3, 

e4,e5内所有的面都为 P*). e1,e3,e4,e5为 V*. 易验(1)式

成立.  

为了从上述边界结构得到一般结构, 我们先用体

集降 i1 到下界附近,而保持其它 ij 仍为边界值(引理

4.2), 然后将 i2 上升到上界附近, 而保持 i3,i4 仍为边界

值(引理 4.3), 最后将 i3,i4 降到下界附近(定理 4.1). 

引理 4.2  对任意满足(3)~(5)的序列(i0,i1i2,i3,i4), 

如果 

 0
1 1 0 2( ) ( ),

i
f q i qi f q

q
     (6) 

其中 f1(q) = q
9 q7 + q 1, f2(q) = q

11 + 3q10+ 2q9 2q8 

5q7 q6+ q
5+ q

4  q
3 + 2q2  3q + 13, 则(i0,i1i2,i3,i4)是差

序列. 

证明:  定义 li 为e1,e3,e4上除e1,e3外的线, 0 i < 

q2 + q; Bje1,e3,e4,e5\e1,e3,e4, 0 j < q
3; Ck V4\(e1, 

e3,e4,e5∪li,Bj,e2), 0 k < q
4q3. li,Bj,Ck形成体集.  

在 m(x)的基础上,略作变形,构造函数 m′(x)如下: 

( ) 1, , , ;
( )

( ), .

i j km x x l B C
m x

m x

    
 其他

 

体集中每个体与 V4 中每条线至少交于一点, 故变形一

次, 每根线至少下降值 1(简记为↓1); e1,e2↓1, 仍为

l*, i0 不变, i1↓1. 类似地, 体与面至少交于一线, 面至

少↓(q + 1); e1,e3,e4↓(q + 1), 仍为 P*, 体与体至少交

于一面, 体至少↓(q2 + q + 1), e1,e3,e4,e5↓(q2 + q + 1), 

仍为 V*. i2,i3,i4 分别↓q,q2,q3, (1)式仍成立, 下降后的

序列仍为差序列, (3)~(5)边界式仍满足. 这就是用体

集这种“子空间集”方法的好处.  

体li,Bj,Ck共 q7(q2 1)个. 逐一用 q7(q2 1)个体及

m′(x)式迭代变形 q7(q2 1)次后(称为下降一圈), i1↓

q7(q2 1), Bj↓q6(q2 1), e1,e3,e4\e1,e3上每点↓q6(q2 

1), 还有 e1,e2,e3,e4\(e1,e2,e3∪ e1,e3,e4)上每点 (共

q3 q2 个点) ↓(q2 1)q3q3=q6(q2 1) (为使该点不在体

li,Bj,e2内,面e1,e3,e4上只有 q2 1 条线可以选, Bj 点有

q3 个可以选,又在li,Bj,Ck\li,Bj中,有 q3 个点可以够成

体li,Bj,Ck), e1,e3,e4,e5∪e1,e2,e3,e4外(共 q4 q3 个点)

的每个点↓(q2 + q)(q3 q2)q3=q6(q2 1). e1,e3上每点

↓q7(q 1), e1,e2,e3\(e2∪e1,e3)上(共 q2 1 个点)每点 

↓q2q3q3=q8.  

为保证最小值点一直0, 可算出最大下降圈数

1: (i0 2)1q80, 得 0
1 8

2i

q



 . 取 0

1 8

2i

q


  
  
 

, 

则 i1 可降至 qi0 (q + 1) 1q
7(q2 1)<qi0 (q +1) 

0
8

2
1

i

q

  
 

 
q7(q2 1) 9 70 1

i
q q q

q
     0i

q
  1( )f q .  

注意到引理 4.2 中的体集很特殊, 当 i1 下降时, 

e1,e3中的点比e1,e3,e4,e5中其余点减得少, 经过一圈

后, e1,e3,e4,e5中只有e1,e3仍是最重线, e1,e3,e4,e5内
只有过e1,e3的面仍是最重面. 这样在e1,e3,e4,e5内部

形成“落差”, 为 i2 上升及 i3 下降做好了准备. 

引理 4.3  对任意满足(4)(5)(6)的序列(i0,i1,i2,i3,i4), 

如果 

 
2

1 3 2 0 1 4( ) ( ) ( )
1

q
qi f q i i i f q

q
    


, (7) 

其中 f3(q) = q
10  q

9  q
5 2q4 3q3 +q28q + 14, f4(q) = 

q6(q 1)(q4  2q3 3q2 q 2), 则(i0,i1,i2,i3,i4)是差序列. 

证明:  定义 Aie1,e3,e4\e1,e3, 0 i < q
2; Bj 同引

理 4.2; Eke2,Ai,Bj\(e2,Ai∪Ai,Bj), 0 k < q
2q; Fi  

e2,Ai\{e2,Ai}, 0 l < q1, 如图 3 所示.  

构造函数 m″(x)如下: 

( ) 1,  , ;

( ) 1, , \ { };
( )

( ) 1,

( ),

i j

i k i

l

m x x A B

m x x A E A
m x

m x x F

m x

   

     

  
 

 

这里的 m′(x)是指(6)式中 i1 取定某值后对应的(迭代多

次后所得的)赋值函数. 可以验证: 用结构 m″(x)可将 i2

上升到上界附近, 而保持 i3,i4 仍为边界值, 序列仍为

差序列.  

定理 4.1 对于 5 维 q 元线性码, (i0,i1,i2,i3,i4)为 V1

类差序列的充分条件是: 

(i) 0 0( )f q i ; 

(ii) 0
1 1 0 2( ) ( )

i
f q i qi f q

q
    ; 

(iii) 
2

1 3 2 0 1 4( ) ( ) ( )
1

q
qi f q i i i f q

q
    


; 

其他. 

其他. 
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                 图 3  使 i2 上升所用的简图                       图 4  使 i3 下降所用的简图 

(iv)
2

1 2 5 3 2( ) ( )
1

q
i i f q i qi

q
   


; 

(v) 3 2
0 4 1 2 3( )i i q q q i i i      . 

其中 f0(q) = q
10 + 3q9 + 4q8 q7 2q6 q4+ q

3
2q2 +q + 5, 

f1(q) = q
9  q

7 q 1, f2(q) = q
11 + 3q10 + 2q9 2q8 q7 

q6
+ q

5 
+ q

4  q
3+ 2q2 q + 13, f3(q) = q

10  q
9  q

5 q4
 

q3 + 5q2 q + 14, f4(q) = q
6(q 1)(q4

+ 2q3 
+ 3q2 + q 

2), f5(q) = 2q3(q 1). 
证明: 定义 Bj 同引理 4.2; Mie2,Bj\{e2,Bj} 0 i < 

(q1), 如图 4 所示.  

构造函数 m″′(x)如下: 

( ) 1, ;

( ) ( ) 1, ;

( ),

j

i

m x x B

m x m x x M

m x

  
   
 

   

其中 m″(x)是指(7)式中 i2 取定某值后对应的(迭代多次

后所得的)赋值函数. 可以验证: 用结构 m″′(x)可将 i3

下降到下界附近, 而保持 i4 仍为边界值, 序列仍为差

序列. i4 可直接往下降, 一直降到 i0, 降到e1,e3,e4,e5
∪{e2}之外所有点取值为 0.  

以 N1(i)表示 i0 i 时满足 V1 类差序列的充分条件

所含序列的数目, 以 M1(i)表示 i0 i 时满足 V1 类的必

要条件中所含序列的数目 , 用定理 4.1 经计算可得

1

1

( )
lim 1

( )i

N i

M i
 .从而有 

定理 4.2  V1 类差序列(i0,i1,i2,i3,i4)的必要条件是

几乎充分的. 

5  V2 类 

定理 5.1  V2 类差序列(i0,i1,i2,i3,i4)的以下必要条

件是几乎充分的: 

(i) 0 0
12

i i
i

qq
  ; 

(ii) 2
1 2 1 0( )qi i q q i i    ; 

(iii) 
2

1 2 3 2( )
1

q
i i i qi

q
  


; 

(iv) 3 2
0 4 1 2 3( )i i q q q i i i      .  

证明类似于 V1 类(定理 4.2), 详略. 由定理 4.2 与

定理 5.1, 我们证得了本文主要结果定理 2.1. 
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Determination on a class of weight hierarchies of q-ary linear codes of 
dimension 5 
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To determine all possible weight hierarchies of general linear codes is a basic theory having important scientific significance raised in 
the communication system. But when k or q is larger, it is impossible for q-ary linear codes of dimension k. Reasonable formulation of 
the problem is modified: to determine almost all the weight hierarchies of q-ary general linear codes of dimension k. Based on the 
finite projective geometry method, q-ary linear codes of dimension 5 in class V are studied in this paper, in which we find new 
necessary conditions of weight hierarchies of 5-dimensional codes in class V, and classify the weight hierarchies of 5-dimensional 
codes in class V into two subclass,and advance subspace set method, and determine almost all the weight hierarchies of q-ary linear 
codes of dimension 5 in class V. It open the way for the remaining three class of weight hierarchies of 5-dimensional codes, and break 
through the difficulty. Furthermore, new necessary conditions show that original necessary conditions of weight hierarchies are not 
enough. We need to develop further new necessary conditions, in order to attack and solve problems of dimension k. 

q-ary linear codes of dimension 5, deference sequence, finite projective geometry, subspace set method 
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