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摘要　　广义Sturm序列被用于判断一个多项式方程 f(x)在多项式 h(x)>0条件

下的实根数.为了构造这样的序列 ,原先的方法基本上就是辗转相除法.对于带符

号系数的多项式 ,大量的实例表明其效率甚低 ,无法处理较复杂的问题.代之以一个

新的递归算法 ,成功地避免了由辗转相除引起的高复杂度的计算.

关键词　　子结式多项式　主子结式系数　多项式余式序列

作为经典 Sturm序列的推广 ,广义Sturm序列
1)
(GSS)在实代数 、实几何 、自动推理 、计算机

视觉等许多领域起着非常重要的作用.它是由 Tarski[ 1] 在 1951年引入的 ,用以判断在给定区

间内多项式方程 f(x)=0的满足条件 h(x)>0的实根的个数 ,这里 h(x)是另一多项式.显

然 ,经典的 Sturm序列正是 h(x)≡1的特殊情形.按照 Tarski的定义 ,构造 GSS 的算法基本上

就是多项式的辗转相除法.这样的算法对于含符号(文字)系数的多项式是确实不方便和没有

效率的.另一方面 ,理论和应用中愈来愈多的问题都涉及到含参多项式.为处理符号系数多

项式方程的实根判定问题 ,近年来人们作了诸多努力.在文献[ 2 , 3] 中 ,Gonz lez-Vega 等人推

广了Habicht的工作
[ 4]
,引入了 Sturm-Habicht序列(SHS).该序列从子结式多项式链入手 ,与

GSS 不同之处是它可能含有零多项式 ,使得人们不能直接从它的变号数判断实根的数目 ,还需

要一些不易记住的附加规则.杨路等人[ 5～ 7]建立了实根和复根分类的完全判别系统 ,该系统

能判定实系数多项式的实根和复根的个数以及相应的重数 ,而GSS和 SHS 仅仅给出不同实根

的数目.因为完全判别系统中的判别式序列由主子结式系数构成 ,因此也可能含有零元素 ,但

是与SHS不同 ,判别式序列的符号修订规则非常简单 ,而且易于记忆.最近 ,基于文献[ 5]的

工作 ,张景中等人[ 8]建立了复系数多项式的完全判别系统 ,该系统需要与文献[ 5]同样的符号

修订规则 ,并且给出一个能自动产生详尽的实根和复根分类表的计算机程序.

与SHS和判别式序列不同 ,GSS中不含零多项式 ,其实根数直接由通常意义下的变号数确

定 ,无需任何符号修订.在本文中 ,我们建立了联系广义 Sturm序列和子结式多项式链的一般

递归公式(定理 3),其目的是利用容易计算的子结式多项式链来构造广义 Sturm序列.由此 ,

提出了构造广义 Sturm序列的递归算法 ,它的最大优点是不涉及多项式的辗转相除 ,从而极大

地降低了计算的复杂度.

　　　1999-06-04收稿

　　＊国家“九七三”项目和中国科学院“九五”重点基础研究资助项目
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　　在本节最后我们简述一下 GSS的用法 ,这对不十分熟悉本领域的读者可能有用.

给定两个多项式 f(x), h(x)和闭区间[ a , b] ,设 g(x)是 f′(x)h(x)除以 f(x)的余式 ,并

用 S(f , g)表示 f(x)和 g(x)的GSS ,用 Va(f , g)和 Vb(f , g)分别表示 S(f , g)在 x=a 和 x=b

的变号数.此外 ,集合{x f(x)=0 , h(x)>0 , x ∈[ a , b]}的基数记为 N
b
a(f h>0),同样集合

{x f(x)=0 , h(x)<0 , x ∈[ a , b] }的基数记为 N
b
a(f h<0),那么我们有

[ 1]

N
b
a(f|h >0)-N

b
a(f|h <0)=Va(f , g)-Vb(f , g).

如果用 N
b
a(f)表示 f(x)在区间[ a , b]中的实根数 ,按照 Sturm定理 ,有

N
b
a(f)=Va(f , f′)-Vb(f , f′).

注意如果 f(x)和 h(x)没有公根 ,那么 N
b
a(f h>0)+N

b
a(f h <0)=N

b
a(f).这时显然我们可

以得到

N
b
a(f|h >0)+N

b
a(f|h <0)=Va(f , f′)-Vb(f , f′),

所以 ,

N
b
a(f|h >0)=

1
2
(Va(f , f′)-Vb(f , f′)+Va(f , g)-Vb(f , g)),

N
b
a(f|h <0)=

1
2
(Va(f , f′)-Vb(f , f′)-Va(f , g)+Vb(f , g)).

(0)

上面关系说明了如何利用 GSS 的变号数判断 f(x)在 h(x)>0或 h(x)<0的条件下的实根个

数.

关于GSS的定义 ,我们将在第 2节中详细给出.

1　基本概念和预备定理

本节首先介绍子结式多项式链和主子结式系数的概念 ,然后叙述有关子结式多项式链与

多项式余式序列的两个基本结果[ 9] .

设 I 是一整环 , I [ u , x ]是 I 上的多项式环 ,其中 u =u1 , …, us .下面的两个定义涉及

I[ u , x]中多项式序列的系数矩阵以及行列多项式的概念.

定义 1　给定 I[ u , x]上的多项式序列 Ai =∑
n
i

j=0
aijx

j , 1 ≤i ≤k .设 l =1+max
1≤i≤k
(n i), 且

令

λij =
ai , l-j ,若 l -j ≤n i ,

0 , 　 若 l -j >n i ,
　　　(i =1 , … , k ;j =1 , …, l)

那么 , k ×l矩阵(λij)称为 A1 , …, Ak 的系数矩阵 ,记为 mat(A1 , …, Ak).

定义 2　设 M 是 I[ u , x]上的 k×l矩阵 , k≤l ,且 M
(j)表示由 M 的前 k -1列和第 j列 ,

k ≤j≤l ,构成的子矩阵 ,则多项式

|M(k)|x
l-k +…+|M(l)|

称为 M的行列多项式 ,记为 detpol(M).

现在 ,我们可以用上面两个记号给出 I[ u , x] 上两个多项式 A和B 的子结式多项式和主

子结式系数的定义.
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　　定义 3 　设 A = ∑
m

0
aix

i
, B = ∑

n

0
bjx

j
∈ I[ u , x] , a0 , …, am , b0 , …, bn ∈ I[ u] , 且

deg(A)=m >0 , deg(B)=n>0.对于 k , 0≤k <min(m , n),令

Mk =mat(xn-k-1A(x), … , A(x), xm-k-1B(x), … ,B(x))=

am am-1 … a0

am … a0

  

am … a0

bn bn-1 … b0

bn … b0

  

bn … b0

,

那么 Sk =detpol(Mk)称为 A和B 的 k 阶子结式多项式 ,并将 Rk=det(M
(m+n-2k)
k )(即 Mk 的前

m +n-2k 列构成的行列式)称为 A和B 的 k 阶主子结式系数.

特别是 ,如果 m =n+1 ,我们可以令 Sn+1=A , Sn =B ,然后按上面的定义构造多项式序

列

Sn+1 , Sn ,Sn-1 , … ,S 0

称之为 A 和B 的子结式多项式链.

注意 S 0即是 A 和B 关于 x的结式.一般来说 ,由于 Mk 有m+n-2k 行和m+n-k 列 ,

多项式 Sk 关于 x 的次数不超过 k ,即

deg(Sk)≤(m +n -k)-(m +n -2k)=k .

从定义3容易证明 ,deg(Sk)=k 当且仅当Rk≠0.

定义 4　设 A , B ∈ I[ u , x]是两个次数分别为 m 和n 的多项式 , Sk(0≤k <min(m , n))是

A 和B 的 k 阶子结式多项式 ,如果 deg(Sk)=r<k ,我们称 Sk 是亏损的子结式多项式 ,否则称

Sk 是正则的子结式多项式.

通常用 lc(Sk)表示 Sk的首项的系数 ,简称 Sk 的导系数.在亏损的情形 ,显然 1c(Sk)≠

Rk.

定理 1
[ 9] 　设 Sn+1 ,Sn , …, S0 是多项式环 I[ u , x]中 Sn+1和 Sn 的子结式多项式链.如果

S j+1是正则的 ,S j是亏损的 ,次数为 r(r<j),且约定 deg(0)=-1 ,那么

Sj-1 =Sj-2 =… =Sr+1 =0 , -1 ≤r <j <n , (1)

R
j-r
j+1Sr =lc(S j)

j-r
S j , 0 ≤ r ≤ j <n , (2)

(-1)j-rRj-r+2
j+1 Sr-1 =prem(S j+1 ,S j), 0 < r ≤ j <n. (3)

这里 prem(S j+1 , Sj)代表 S j+1除以 S j的伪余式.

下面我们叙述多项式的余式序列和子结式多项式链的基本定理 ,同时给出了多项式余式

序列的定义.

定理 2
[ 9] 　设 A1 , … , Ar 是 I[ u , x]中的多项式余式序列 ,即存在非零的 ei , f i ∈ I[ u]使得

eiAi =QiAi+1 +fiAi+2　(1 ≤ i ≤ r -2).
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令 n1 , n2 , … , nr 和 c1 , c2 , … , cr 分别表示{A1 , …, Ar}的次数序列和导系数序列.那么 ,对任意

的 j , 2≤j≤r-1 ,我们有

Sk =0 , 0 ≤ k <nr , nj+1 < k <nj -1 ,

∏
j-1

i=1
e
n
i+1
-n

j
+1

i Sn
j
-1 = ∏

j-1

i=1
(-1)

(n
i
-n

j
+1)(n

i+1
-n

j
+1)

f
n
i+1
-n

j
+1

i c
n
i
-n

i+2i+1 ×

c
-n

j
+n

j+1
+1

j Aj+1(1 <j < r), (4)

∏
j-1

i=1
e
n
i+1
-n

j+1i Sn
j+1
= ∏

j-1

i=1
(-1)(ni-nj+1)(n i+1-nj+1)f n

i+1
-n

j+1i c
n
i
-n

i+2i ×

c
n
j
-n

j+1
-1

j+1 Aj+1　(1 <j < r). (5)

2　广义 Sturm序列与子结式多项式链

本节的目的是建立任意两个多项式的广义Sturm序列和子结式多项式链的递归关系.

定义 5　设 A1 , A2 ∈ I[ u , x] ,那么 A1 和 A2的广义 Sturm序列(GSS)是一个多项式余式序

列 A1 , A2 , … ,满足

eiAi =QiAi+1 +f iAi+2 , ei = c
2(n

i
-n

i+1
+1)

i+1 , f i =-1 ,

这里 Qi ∈ I[ u , x] , ni=deg(Ai), ci=lc(Ai).

为方便起见 ,我们定义两个多项式的相似关系.

定义 6　设 A , B ∈ I[ u , x] ,如果存在非零的 a , b ∈ I[ u] 使得 a
2
A=b2

B ,则 A 和B 称为

“相似”的多项式 ,记为 A ～ B .

显然“ ～ ”是一个等价关系 ,并且满足下面两个性质:

(1)如果 A , B , C ,D ∈ I[ u , x]且 A ～ B , C ～ D ,那么 A·C ～ B·D ;

(2)如果 A , B ∈ I[ u , x]且 A ～ B ,那么 lc(A)～ lc(B).

下面的定理是本文的主要结果.

定理 3　设 Ai 是上面定义的广义 Sturm序列 ,Sk 是A1和 A2 的 k 阶子结式多项式 ,那么

Sn
j
-1Sn

j
～ (-1)n1-nj ∏

j-2

i=1
(cici+1)

n
i
-n

i+2 AjAj+1.

　　证　设 δi=ni-ni+1.根据定义 5和定理2中的(4)和(5)式 ,得

∏
j-1

i=1
c
2(δ

i
+1)(n

i+1
-n

j
+1)

i+1 Sn
j
-1 =∏

j-1

i=1
(-1)(n i-nj+1)(ni+1-n j+1)f (n i+1-nj+1)i c

n
i
-n

i+2i+1 ×

c
-n

j
+n

j+1
+1

j Aj+1 , (6)

∏
j-2

i=1
c
2(δ

i
+1)(n

i+1
-n

j
)

i+1 Sn
j
=∏

j-2

i=1
(-1)(ni-nj)(ni+1-nj)f(ni+1-nj)i c

n
i
-n

i+2i ×

c
n
j-1
-n

j
-1

j Aj. (7)

显然(6)和(7)式的左边有下面的相似关系

∏
j-1

i=1
c
2(δ

i
+1)(n

i+1
-n

j
+1)

i+1 Sn
j
-1 ～ Sn

j
-1 ,

∏
j-2

i=1
c
2(δ

i
+1)(n

i+1
-n

j
)

i+1 Sn
j
～ Sn

j
,
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因此 ,(6)和(7)式的左边相乘相似于 Sn
j
-1Sn

j
,即

∏
j-1

i=1
c
2(δ

i
+1)(n

i+1
-n

j
+1)

i+1 Sn
j
-1 · ∏

j-2

i=1
c
2(δ

i
+1)(n

i+1
-n

j
)

i+1 Sn
j
～ Sn

j
-1Sn

j
.

　　另一方面 ,在(6)和(7)式的右边代入 fi=-1 ,并且把它们相乘 ,得

∏
j-1

i=1
(-1)

(n
i
-n

j
+1)(n

i+1
-n

j
+1)
(-1)

(n
i+1
-n

j
+1)

c
n
i
-n

i+2i+1 ×c
-n

j
+n

j+1
+1

j Aj+1 ·

　　 ∏
j-2

i =1
(-1)

(n
i
-n

j
)(n

i+1
-n

j
)
(-1)

(n
i+1
-n

j
)
c
n
i
-n

i+2i ×c
n
j-1
-n

j
-1

j Aj =

　　 ∏
j-2

i =1
(-1)(n i-nj)(n i+1-nj+1)cni-n i+2i+1 ·(-1)nj-1-njcnj-1-n j+1j Aj+1 ·

　　 ∏
j-2

i =1
(-1)(n i-nj+1)(ni+1-n j)cni-n i+2i · cn j-1-nj-1j Aj ～

　　(-1)nj-1-nj ∏
j-2

i=1
(-1)2(ni-nj)(ni+1-n j)+ni+n i+1-2nj(cici+1)

n
i
-n

i+2 AjAj+1 =

　　(-1)nj-1-nj ∏
j-2

i=1
(-1)n i+n i+1(cici+1)

n
i
-n

i+2 AjAj+1 =

　　(-1)
n
1
-n

j ∏
j-2

i=1
(cici+1)

n
i
-n

i+2 AjAj+1 ,

因此 ,比较(6)和(7)式的左 ,右两边相乘后的相似关系 ,即得到定理的结论:

Sn
j
-1Sn

j
～ (-1)n1-nj ∏

j-2

i=1
(cici+1)

n
i
-n

i+2 AjAj+1.

　　为了构造GSS ,即{A1 , A2 , …, Ar},关键是计算 Ai 的首项 ,因为每一个 A i也是子结式多项

式链的元素 ,至多相差 I[ u]中的一个多项式因子.

3　导系数之间的联系

某些时候 ,人们仅关心一个多项式在无限区间(-∞, +∞)上的实根分类 ,因为有限区间

的情形能够转化为无限区间上的问题.为了判断一个多项式在(-∞, +∞)上的实根数 ,我们

仅仅需要知道 Sturm序列中各多项式的首项所组成的序列 ,即“首项序列” .在本节中 ,我们将

建立GSS的导系数与子结式多项式链的导系数之间的联系.

当 S j 是亏损的时候 , lc(S j)不同于 Rj ,为区别起见我们在后续部分中用符号 Lj 表示

lc(S j).应用相似关系中的性质 2到定理 3中 ,我们容易得到下面有关导系数的推论.

推论 1　设{Lj}是 A1和 A2 的子结式多项式链的导系数 ,且{cj}和{nj}分别是广义 Sturm

序列的导系数序列和次数序列 ,那么对所有 j≥2 ,有

Ln
j
-1Ln

j
～ (-1)n1-n j ∏

j-2

i=1
(cici+1)

n
i
-n

i+2 cjcj+1. (8)

　　一般地 ,仅从主子结式系数{R j}来构造广义 Sturm序列的首项是不可能的.但对下面两

种经常出现的特殊情形 ,我们将证明推论1中的 Lj可以替换为{R j}.

推论 2　对任意的 j≥2 ,如果在子结式多项式链 Sn
j
和Sn

j
+1之间的零多项式的数目是奇
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数 ,那么

Rn
j+1
Rn

j
～ (-1)n1-n j ∏

j-2

i=1
(cici+1)

n
i
-n

i+2 cjcj+1. (9)

　　证　在定理 1的(2)式中 ,设 j=r 和nj-1=n j+1 ,有

R
n
j
-n

j+1
-1

n
j

·Sn
j+1
= lc(Sn

j
-1)

n
j
-n

j+1
-1
·Sn

j
-1 =L

n
j
-n

j+1
-1

n
j
-1 ·Sn

j
-1.

因此 Sn
j
是正则的 ,那么 Rn

j
=Ln

j
.因此

L
n
j
-n

j+1
-1

n
j

·Ln
j+1
=L

n
j
-n

j+1
n
j
-1 .

显然进一步可得

(Ln
j-1
Ln

j
)
n
j
-n

j+1 ～ Ln
j
Ln

j+1
.

如果 Sn
j
和Sn

j+1
之间的零多项式的数目是奇数 ,那么根据 Ln

j
-1≠0和

Ln
j
-2 =… =Ln

j+1
+1 =0 , l =(nj -2)-(nj+1 +1)+1 =1(mod2),

可得 nj-n j+1=l+2=1(mod 2),因此

Ln
j
-1Ln

j
～ Ln

j
Ln

j+1
=Rn

j
Rn

j+1
.

按照推论 1 ,我们得到

Rn
j+1
Rn

j
～ (-1)

n
1
-n

j ∏
j-2

i=1
(cici+1)

n
i
-n

i+2 cjcj+1.

　　事实上 ,当子结式多项式链 Sn
j
和Sn

j+1
之间的零多项式为偶数个时 ,一般不能得到 Rn

j+1
Rn

j

与 cjcj+1递归关系.尽管如此 ,但是我们容易推出

V(cj , cj+1 , -∞)-V(cj , cj+1 , +∞)=0 ,

这里 V(cj , cj+1 , x0)代表 cjx
n
j和 cj+1 x

n
j+1在 x0 处的变号数(等于 0或 1).因此 ,如果仅仅判断

一个多项式在无限区间(-∞, +∞)上的实根数 , cjcj+1的符号可以忽略不考虑.综合推论 2

的结论 ,在理论上揭示了子结式多项式链中奇数零和偶数零片段的本质区别 ,并证明了主子结

式系数{Rj}对于判断一个多项式在(-∞, +∞)上的不同实根的数目是充分的 ,但对于构造

Sturm序列的首项序列却是不够的.

推论 3　如果对所有 j≥2 , S j是正则的 ,那么

Rn
j+1
Rn

j
～ (-1)n1-njcjcj+1. (10)

　　证　因为所有 S j 是正则的 ,那么

Ln
j
-1 =Rn

j
-1 =Rn

j+1
,

且 nj-nj+2=2 ,所以

Ln
j
-1Ln

j
=Rn

j+1
Rn

j
,

由推论1 ,我们有

Rn
j+1
Rn

j
～ (-1)n1-njcjcj+1.

4　构造 GSS首项序列的算法及其实现

在本节中 ,我们将给出由子结式多项式链的诸导系数递归构造广义 Sturm序列诸首项的
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算法.

在开始叙述算法之前 ,我们首先解释怎样由{Lj}序列得到{n j}序列.根据推论 1 ,显然任

意的 nj(j≥2)应该满足 Ln
j
≠0和 Ln

j
-1≠0.所以 ,在{Lj}序列中的零元素和后继元素为零的

非零元素应该从{Lj}中删除 ,剩下的序列就是{Ln
j
}.我们用下面的例子说明如何得到{n j}序

列.假设 Lj 序列是:

[ L 15 L 14 L13 0 0 0 L9 L8 0 0 L5 L4 L3 0 0 0] ,

其中 L12=L11=L10=L7=L6=L2=L1=L0=0.又因为 L13 , L 8和 L3 的后继元素分别是 L 12 ,

L7 和 L2 ,所以删除 Lj 中的零元素和L13 ,L 8 ,L3 ,得

[ L 15 L14 L9 L5 L4] .

因此 ,

[ n1 n2 n3 n4 n5] =[ 15 14 9 5 4] .

　　下面叙述我们计算广义Sturm序列导项的递归算法.

Step 0　输入两个任意多项式

f =a1 x
d
1 +…+ad

1
+1 , g =b1 x

d
2 +…+bd

2
+1.

　　设 d1≥d2 ,

Step 1　计算 f和g 的子结式多项式链的导系数:[ Ld
1
, Ld

2
, Ld

2
-1 , … ,L 0] .

Step 2　删除[ Ld
1
, Ld

2
, Ld

2
-1 , … ,L 0]中所有零元素和后继为零的非零元素 ,得到:{nj}, j≥2.

Step 3　设 c1=a1 , c2=d 2 ,按照推论 1的递归公式 ,构造 cj+1 , j≥2.

Step 4　输出广义Sturm序列的导项

[ c1 x
n
1 , c2 x

n
2 , …, crx

n
r] .

注意 ,如果{Ln
j
}满足推论 2或推论 3的条件那么算法中的递归计算可以简化.

为了说明上面算法如何处理非正则的问题 ,我们首先给出一个常系数多项式的例子.

例1　考虑如下的 16次多项式:

f(x)= x
16 +x

15 -x
14 -x

3 +2x -1.

Step 1　f(x)和 f′(x)的子结式多项式链的导系数为

[ 1 ,16 , -47 , -70 ,910 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 , -57101150470 ,186542099873397 ,

-153071917876088452 , -54432582050918473944 ,

9286590776365807319304 , -5673497056650749683440] ～

[ 1 ,1 , -1 , -1 , 1 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 , -1 ,1 , -1 , -1 ,1 , -1] .

Step 2　计算 nj , j=1 ,2 , … ,

n1 =16 , n2 =15 , n3 =14 , n4 =13 , n5 =5 , n6 =4 , n7 =3 , n8 =2 , n9 =1 , n10 =0.

Step 3　根据推论 1 ,递归计算所有 cj:

初始:c1=1 ,

c2 ～ 1;

(1):c2 c3 ～ (-1)n1-n2Ln
2
-1Ln

2
=(-1)·L14L15 ～ 1 ,

 　c3 ～ 1;
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(2):c3 c4 ～ (-1)
n
1
-n

3Ln
3
-1Ln

3
·(c1 c2)

n
1
-n

3 ～ L 13L14 ～ 1 ,

 　c4 ～ 1;

(3):c4 c5 ～ (-1)n1-n4Ln
4
-1Ln

4
·∏

2

i=1
(cici+1)

n
i
-n

i+2 ～ (-1)·L12L 13 ～ 1 ,

 　c5 ～ 1;

(4):c5 c6 ～ (-1)n1-n5Ln
5
-1Ln

5
·∏

3

i=1
(cici+1)

n
i
-n

i+2 ～ (-1)·L4L5 ～ 1

 　c6 ～ 1;

(5):c6 c7 ～ (-1)n1-n6Ln
6
-1Ln

6
·∏

4

i=1
(cici+1)

n
i
-n

i+2 ～ L 3L4 ～ -1

 　c7 ～ -1;

(6):c7 c8 ～ (-1)n1-n7Ln
7
-1Ln

7
·∏

5

i=1
(cici+1)

n
i
-n

i+2 ～ (-1)·L2L3 ～ -1

 　c8 ～ 1;

(7):c8 c9 ～ (-1)
n
1
-n

8Ln
8
-1Ln

8
·∏

6

i=1
(cici+1)

n
i
-n

i+2 ～ L 1L2 ～ -1

 　c9 ～ -1;

(8):c9 c10 ～ (-1)n1-n9Ln
9
-1Ln

9
·∏

7

i=1
(cici+1)

n
i
-n

i+2 ～ (-1)·L0L 1 ～ 1

 　c10 ～ -1

Step 4　输出 f(x)的Sturm序列的首项序列{cjx
n
j}:

[ x16 , x15 , x14 , x13 , x5 , x4 , -x
3 , x2 , -x , -1] .

根据上面的首项序列 ,我们分别计算出它在-∞和+∞的变号数为 5和 3 ,所以 f(x)在(-∞,

+∞)上的实根数是 2.

例2　设 p(x)是一般的 7次多项式:

p(x)= x
7 +ax

5 +bx
4 +cx

3 +dx
2 +ex +f ,

计算 p(x)和 p′(x)的主子结式系数:

R 7 =1 ,

R 6 =7 ,

R 5 =14a ,

R 4 =20a3 +63b2 -56ac ,

R 3 =-54b
4
+207b

2
ac +189b

2
e -8b

2
a
3
-420bdc -80ba

2
d +20ca

4
-

　　168eca +60ea3 +244c3 -136a2
c
2 +175ad2 ,

R 2是一个 51项的多项式 ,

R 1是一个 159项的多项式 ,

R 0是一个 320项的多项式.

显然对 j=1 ,2 , … ,8 ,有 n j=8-j ,我们可以用更简单的推论 3 ,计算 cj.
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初始:c1=1 , c2～ 1;

(1):c2 c3 ～ (-1)
n
1
-n

2Rn
3
Rn

2
=(-1)·14a ,

 　c3 ～ -a;

(2):c3 c4 ～ (-1)n1-n3Rn
4
Rn

3
=14a ·(20a3 +63b2 -56ac),

 　c4 ～ -(20a
3
+63b

2
-56ac);

(3):c4 c5 ～ (-1)n1-n4Rn
5
Rn

4
=(-1)·(20a3 +63b2 -56ac)·R3 ,

 　c5 ～ R 3;

(4):c5 c6 ～ (-1)
n
1
-n

5Rn
6
Rn

5
=R2 ·R3 ,

 　c6 ～ R 2;

(5):c6 c7 ～ (-1)n1-n6Rn
7
Rn

6
=(-1)·R1 ·R2 ,

 　c7 ～ -R1;

(6):c7 c8 ～ (-1)
n
1
-n

7Rn
8
Rn

7
=R0 ·R1 ,

 　c8 ～ -R0.

例3　设

f(x)=x 5 -55x4 +330x3 -462x2 +165x -11 ,

g(x)=remainder(f′(x)(x3 -4x2 -7x +9), f(x))=

24695+103511x4 -686004x3 +983818x2 -357236x ,

计算广义 Sturm序列的首项序列.

Step 1　计算 f和g 的子结式多项式链的导系数:

[ L5 , L4 , L3 ,L 2 , L1 , L0] =

　　[ 1 ,103511 , -933349472 ,714038809899008 ,

　　131482675200066060288 , 2438078451967297738244096] ～

　　[ 1 ,1 , -1 ,1 ,1 ,1] .

　　Step 2　计算 nj序列:

n1 =5 , n2 =4 , n3 =3 , n4 =2 , n5 =1 , n6 =0.

　　Step 3　根据推论 3 ,计算 cj:

c1 ～ 1 , c2 ～ 1 , c3 ～ 1 , c4 ～ -1 , c5 ～ 1 , c6 ～ 1.

　　Step 4　输出 f和g 的广义 Sturm序列的诸首项:

x
5 , x4 , x3 , -x

2 , x , 1.

　　最后 ,根据 f , g 的GSS和 f 的Sturm序列 ,按照(0)式的两个公式 ,我们计算出:

N
+∞
-∞(f|h >0)=2 , N

+∞
-∞(f|h <0)=3.

　　在本节中 ,我们通过 3个实例说明了我们的算法.前两个例子涉及经典的 Sturm序列 ,用

于判断在无限区间(-∞, +∞)上的实根数.最后一个例子 ,给出如何利用广义 Sturm序列在

无限区间(-∞, +∞)上判断 f(x)满足 h(x)>0或 h(x)<0的实根数.本算法已经用符号

代数软件MAPLE实现.特别是对带有符号系数的多项式 ,各种实例显示本算法具有较高的效

率.在第 2节的最后已经指出 ,一旦获得其首项序列 ,广义 Sturm序列也就唾手而得 ,故此不
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再赘述.
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