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摘要    研究了分数阶 Fourier 域周期非均匀采样以及多通道采样的滤波器组高效插值和

重建方法. 首先, 根据分数阶 Fourier 变换的性质, 得到了分数阶 Fourier 域插值和采样的恒

等结构; 然后根据该恒等结构, 得到了从分数阶 Fourier 域多通道采样和周期非均匀采样中

重建原始信号的滤波器组高效实现方法; 最后建立了分数阶 Fourier 域多通道采样和分数

阶 Fourier 域滤波器组的关系, 并进一步说明可以通过分数阶 Fourier 域准确重建滤波器组, 
导出分数阶 Fourier 域新的采样和重建策略. 
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近年来, 分数阶Fourier变换在光学、量子力学、

模式识别、信号处理等领域得到了越来越广泛的应 
用[1~10]. 分数阶Fourier变换作为Fourier变换的广义形

式, 可以理解为时频平面的旋转, 同其它时频分布具

有密切的联系[9~13]. 由于分数阶Fourier变换是在统一

的时频域处理信号, 使得对于处理非平稳信号灵活

性更强. 分数阶Fourier变换的很多性质都可以看作

是Fourier变换的一般化; 一些常见的性质, 比如分数

阶Fourier域卷积和乘积定理, 采样定理, 抽样率转换

理论都已经得到, 并在不同的领域得到了应用[14~26].  
采样定理是数字信号处理领域一个非常基础的

命题. 关于分数阶Fourier域的采样定理至今已有多

篇文献从不同角度进行了阐述: 文献[19]证明了传统

F o u r i e r域非带限信号可能在某个角度的分数阶

Fourier域带限; 同时文献[19~24]从不同角度给出了

分数阶Four ie r域带限信号的均匀采样插值公式 ; 
文献[23, 24]还得到了均匀采样信号和原始信号的分

数阶Fourier谱的关系. 以上考虑的采样方案都是均

匀采样. 
多通道采样和周期非均匀采样广泛存在于实际

工程应用中[27~30]. 文献[25, 26]研究了分数阶Fourier
域的多通道采样和周期非均匀采样理论, 给出了分

数阶Fourier域多通道采样和周期非均匀采样的谱特

征和重建公式. 然而, 利用直接插值方法对多通道采

样和周期非均匀采样进行原始连续信号重建是复杂

的, 因此需要研究分数阶Fourier域多通道采样和周

期非均匀采样重建原始连续信号的高效实现方法 . 
另一方面, 在一些实际工程中, 对于均匀采样以外的

其它采样方案, 也需要研究分数阶Fourier域高效的

插值算法. 
本文首先根据分数阶 Fourier 变换的特点, 推导

出分数阶 Fourier 域带限信号插值和采样恒等结构. 
然后利用该恒等结构得到了分数阶 Fourier 域多通道

采样和周期非均匀采样的滤波器组高效插值和重建

方法. 最后建立了分数阶 Fourier 域多通道采样和分

数阶 Fourier 域滤波器组的关系, 并进一步说明可以
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根据分数阶 Fourier 域准确重建滤波器组, 导出分数

阶 Fourier 域新的采样和重建策略.  

1  分数阶 Fourier 变换 
信号x(t)的α角度连续分数阶Fourier变换积分形

式定义为[1~5]

 ( ) [ ( )]( ) ( , ) ( )d ,X u F x t u K u t x t tα
α α
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= = ∫  (1) 

其中, 积分核为  

 

2 2
j cot j csc

2e , π,
( , ) ( ), 2 π,

( ), (2 1)π,

u t ut
A

K u t u t k
u t k

α α
α

α

α
δ α
δ α

+
−⎧

⎪ ≠⎪
⎨= − =⎪
⎪ + =⎩

k

+
 (2) 

式中 (1 jcot ) / 2πAα α= − , k 取整数. Fα表示α角度分

数阶 Fourier 变换算子. 可以看出, 当 π / 2α = 时, 分
数阶 Fourier 变换将变为 Fourier 变换; 而且α角度分

数阶 Fourier 逆变换就是−α角度分数阶 Fourier 变换. 
对于离散时间信号, 相应的分数阶Fourier变换

定义为理想抽样信号的分数阶Fourier变换[13,21]: 
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其中, [ ] ( )x n x nT= , T 为采样间隔. 

离散时间信号 x[n]的分数阶 Fourier 谱 ( )sX uα 是

原始连续时间信号 x(t)的分数阶 Fourier 谱 ( )X uα 以

Chirp 周期 2π sin /Tα 的延拓: 
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通过定义 uT=ω 为分数阶 Fourier 域数字频率, 
离散时间分数阶 Fourier 变换及其逆变换为  
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同时, 在分数阶 Fourier 数字频率域, 离散时间信号

x[n]的分数阶 Fourier 谱的 Chirp 周期长度被归一化为

2π sinα . 
分数阶Fourier变换具有以下重要的时移和相移

性质[1,5]: 

 
2
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其中 , τ, v分别表示时移和相移参数 . 关于分数阶

Fourier变换的其它性质, 可以参考文献[1~5]. 

2  分数阶 Fourier 域插值和采样恒等结构 
设信号 x(t)在α角度分数阶 Fourier 域上的带宽为

Bα, 也就是满足 ( ) 0X uα = , 当 .u Bα> 根据分数阶

Fourier 域采样定理, 理想采样信号不发生频谱混叠

的临界采样间隔为 , π sin /QT Bα αα= , 称为α角度分

数阶 Fourier 域带限信号 Nyquist 采用间隔. 为了得到

分数阶 Fourier 域多通道采样和周期非均匀采样重建

原始连续信号的滤波器组高效实现, 下面首先给出

分数阶 Fourier 域插值和采样的恒等结构. 
定理 1.  设 x(t)是带宽为 Bα的α角度分数阶 Fourier
域带限信号, , ( )lH uα 为图 1(a)中第 l 个通道的α角度

分数阶 Fourier 域滤波器, , 其在α角度

分数阶 Fourier 域的带宽为 Bα. 

0, , 1l M= L −

, ( )LPH uα 是α角度分

数阶 Fourier 域理想低通滤波器: 

,
,
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那么 , 对于任何整数 k, 如果 T 满足 ,/ 1QT Tα /−  

M k= , 并且图 1(b)中的α角度分数阶 Fourier 域数字

滤波器 ( )Hα ω% 满足: 

,
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图 1(a)和(b)是等价的.  
证明. 

对于图 1(a), 
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图 1  分数阶 Fourier 域插值恒等结构 
 

分数阶 Fourier 变换的相移性质, 有 
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进而有 
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对于图 1(b), 输入为 x[n], 其分数阶 Fourier 变换

( )Xα ω% 为 

 
( )

2

2

2

2

j cot
2

2πsin
j cot

2

1 2π( ) e ( sin )

e ,

T

k

k
T

X X
T T

ω α

α α

ω α
α

ω k
T

ω α
∞

=−∞

−
−

= −∑%

 

对 x[n]进行插值得到 xI[n], 其分数阶 Fourier 谱为 
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其中,  1 1 , / .QuT uT Mαω = =
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对于抽取后的 yD[n], 其分数阶 Fourier 谱 , ( )D QYα ω% 为 
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对比(10)和(11)式可以得到 , 如果图 1(a)和(b)等价 , 
需要满足: 
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证毕. 
当 M=1, T=NTα,Q 时, 图 1(a)和(b)成为图 2. 
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类似地, 可以得到分数阶 Fourier 域采样恒等结

构, 如图 3 所示. 其中 , 分数阶 Fourier 域

数字滤波器 ,

,QT NTα=

,( / )QH Tα αω π sinω α≤ . 

 

 

图 2  M=1 时分数阶 Fourier 域插值恒等结构 

 

 

图 3  分数阶 Fourier 域采样恒等结构 
 

对定理 1 的几点讨论. 
(i) 从分数阶 Fourier 域插值和采样恒等结构可

以看出, 通过选择合适的分数阶 Fourier 域数字滤波

器和内插因子, 可以把不同采样间隔的采样信号插

值为统一的分数阶 Fourier 域 Nyquist 均匀采样, 因而

可以高效地实现对原始连续信号的重建. 
(ii) 利用恒等结构 , 把分数阶Fourier域滤波器

转换为数字滤波器, 进而可以使用滤波器组重建原

始信号 . 由于滤波器组具有高效的实现方法 [16~18], 
因此可以得到分数阶Fourier域插值和重建的高效  
实现. 

(iii) 从(9)式可以看出, 图 1(b)中的分数阶 Fourier

域数字滤波器 ( )Hα ω% 由图 1(a)中的 M 个分数阶

Fourier 域滤波器 , ( )lH uα 确定, . 分数

阶 Fourier 域数字频率周期

0, , 1l M= L −

2π sinα 被均匀分为 M 段, 

在第 l 段上, ( )Hα ω% 由 , ( )lH uα 确定. 由于 , ( )lH uα 在 

α角度分数阶 Fourier 域的带宽为 Bα, 因而(9)式又可

以写作 
1

,
, ,0

2π sin( ) ,
M

l
Q Ql

M M lH H
T Tα α
α α

ω αω
−

=

⎛ ⎞+
= ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑%  

π π2π sin sin sin
M M

α α ω α− + ≤ ≤ . 

下面对定理 1 进行仿真. 信号 x(t)在 π / 6α = 角

度分数阶 Fourier 域带宽为 . 选择 M=2, 采

样间隔 T=0.25. 图 1(a)中的两路离散信号 x(nT)和

如图 4(a)和(b)所示. 

3.14Bα =

j2π /( )e n Mx nT ,0 ( )H uα 和 ,1( )H uα

是α=π/6 角度分数阶 Fourier 域上带宽为 Bα的低通滤

波器. 得到图 1(a)的输出 y(t)如图 4(c)所示. 图 1(b)中

输入离散信号 x(nT)经过数字滤波器 ( )Hα ω% 以及采样

率转换环节得到以 Nyquist 采样间隔 Tα,Q=0.5 的离散

信号 ,[ ] ( )D D Qy n y nTα= , 如图 4(d)所示. 然后通过α 

角度分数阶 Fourier 域理想低通滤波器后, 得到输出

信号 y(t), 如图 4(e)所示. 

3  分数阶 Fourier 域多通道采样和周期非均
匀采样的滤波器组实现 

多通道采样和周期非均匀采样广泛存在于实际

工程应用中. 在数字采集系统中, 由于非理想时基的

存在, 会导致实际的采样过程为周期非均匀采样过

程; 同时, 为了提高数据采样率也需要采用周期非均

匀采样. 在多路无线通信和MIMO系统中, 需要对天

线发送和接收的多个通道信号进行采样和重建. 在
文献[25, 26]中, 得到了分数阶Fourier域多通道采样

的时域直接重建公式和周期非均匀采样的谱特征和

重建公式. 建立从分数阶Fourier域多通道采样和周

期非均匀采样中重建原始连续信号的滤波器组高效

实现.  
根据分数阶Fourier域多通道采样定理 [25], 对于

分数阶Fourier域带限信号x(t)通过M个分数阶Fourier
域滤波器 ,1( )H uα , ,2 ( ), ,H uα L , ( )MH uα 后得到输出

( )kg t , 1, ,k M= L , 那么根据 ( )kg t 的采样可以完全

重建原始连续信号x(t), 其重建公式为 
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图 4  分数阶 Fourier 域插值恒等结构实例 

(a) x(nT); (b) (c) 图 1(a)的输出 y(t); (d) 图 1(b)中经过采样率转换的信号 (e) 图 1(b)的输出 y(t) j2π /( )e ;n Mx nT ,( )D Qy nTα ;
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其中, yk(t)由 M 个线性方程确定. 
利用分数阶卷积, (13)式可以表示为 

 

(14)

 

其中, 

2
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2( ) ( )e .
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那么分数阶 Fourier 域多通道采样重建的直接实现框

图如图 5 所示 , 其中每一支路的采样间隔为 T =  

,QMTα . 

 

 

图 5  分数阶 Fourier 域多通道采样信号重建 
原始连续信号框图 

 
图 5 是从多通道重建公式(13)直接得到的, 利用

定理 1 中 M=1 时的等价结构(图 2), 可以得到多通道

采样的分数阶 Fourier 域数字滤波器组实现, 如图 6

所示. 可以看出, 通过每条支路内 M倍内插和数字滤

波器环节, 图 6 中 x[n]已经变成是对 x(t) 以 Nyquist 采

样间隔 Tα,Q 进行均匀采样的序列. 因此, 通过使用数

字滤波器组, 把多通道采样转换为以 Nyquist 采样间

隔 Tα,Q进行的均匀采样序列. 进而可以利用已有的各

种高效实现方法对多通道采样进行重建. 同时由于

滤波器组具有高效的实现结构, 因而这种基于滤波

器组的插值重建方法是高效的. 

 

 

图 6  分数阶 Fourier 域多通道采样信号重建原始 
连续信号的滤波器组实现 

 

周期非均匀采样模型如图 7 所示. 相邻采样点之

间不必是均匀的, 但是每一点与其后第 M 个采样点

之间的间隔为 T. 也就是说总的采样间隔为 T=MTα,Q.
每个周期的 M 个非均匀采样点标记为 tk, k=1,…, M. 
所有的非均匀采样点为 tk+nT, k=1,…, M,  ( , )n∈ −∞ ∞ .

 

 

图 7  周期非均匀采样信号模型 

 
根据分数阶 Fourier 域多通道采样定理, 可以得

到分数阶 Fourier 域周期非均匀采样的时域重建公式: 
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(15)

 

从(15)式可以看出, 对于周期非均匀采样信号, 采用

时域直接插值方法重建原始连续信号是复杂的. 为
了得到高效的重建方法, 对(15)式交换求和的顺序, 
利用分数阶卷积表示为  
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2
, ( ) e ( ),

u

kT u H u
α

α
−

= ,kα  可以得到分数阶 Fourier

域周期非均匀采样重建的直接实现框图如图 8   
所示. 
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从图 8 可以看出, 在对周期非均匀采样信号进行

重建时, 把非均匀采样信号分为 M路, 每一路都是对

原始信号的进行采样间隔为 的理想采样. 

和多通道采样一样, 这种时域直接重建周期非均匀

采样的方法是复杂的. 利用定理 1中M=1时的插值等

价结构(图 2), 可以得到分数阶 Fourier 域周期非均匀

采样重建的滤波器组高效实现结构, 如图 9 所示. 

,QT MTα=

 

 

图 8  分数阶 Fourier 域周期非均匀采样信号 
重建原始连续信号框图 

 

 

图 9  分数阶 Fourier 域周期非均匀采样信号 
重建原始连续信号的滤波器组实现 

 
从图 9可以看出, 通过每条支路内的M倍内插和

数字滤波器环节, 得到原始信号的 Nyquist 均匀采样

序列, 因此就可以按照传统 Nyquist 采样进行重建. 
由于可以利用滤波器组的各种高效实现结构, 所以

这种通过分数阶 Fourier 域滤波器组重建周期非均匀

采样的方法比直接时域插值方法高效. 
由于分数阶 Fourier 域周期非均匀采样是分数阶

Fourier 域多通道采样的特例, 下面对分数阶 Fourier
域多通道采样的重建进行仿真. 

信号 x(t)为α=π/5 角度分数阶 Fourier 域 Bα=5 的

带限信号, 通过 2 个通道得到输出 g1(t)和 g2(t), 其中

2 个通道的滤波器分别为 和π / 5,1( ) 1H u = ,2 ( ) j .H u uα =  

选取采样间隔 . 仿真结果如图 10所示. 

其中图 10(a)和(b)是信号 x(t)的幅度以及实部和虚部, 
图 10(c)和(d)为 g1(t)和 g2(t)的采样, 图 10(e)是对原始

信号进行重建的结果. 

π /5,0.3 QT T= <

4  分数阶 Fourier 域采样和分数阶 Fourier
域滤波器组的关系 

第 3 节给出了分数阶 Fourier 域多通道采样和周

期非均匀采样重建原始信号的滤波器组实现. 如果

再结合定理 1 中采样恒等结构(图 3), 就可以得到从

采样到重建的完整滤波器组实现, 如图 11 所示. 
从图 11 可以看出, 通过分数阶Fourier域插值和

采样恒等结构, 分数阶Fourier域多通道采样和插值

可以完全采用滤波器组结构 . 因此 , 利用分数阶

Fourier域插值和采样恒等结构, 可以把多通道采样

和重建用滤波器组来实现. 也就是说, 分数阶Fourier
域插值和采样恒等结构建立了分数阶Fourier域采样

和分数阶Fourier域滤波器组的对应关系. 因此, 反过

来, 也可以根据分数阶Fourier域准确重建滤波器组, 
得到与之对应的采样策略和其重建方法. 比如, 对于

如图 12(a)所示的分数阶Fourier域非均匀准确重建滤

波器组, 其可以看作是把四通道均匀准确重建滤波

器组的下面两通道合并成一个通道等价得到, 因而

其第三路的抽取和内插因子是上面两路的一半, 其
分析和综合滤波器都已经得到[17,18]. 因此, 可以利用

定理 1 将其转化为相应的分数阶Fourier域采样策略

和直接重建方法, 如图 12(b)所示. 由于图 12(a)中非

均匀准确重建滤波器组第三路的抽取因子为上两路

抽取因子的一半, 因而根据图 2 和 3 的等价结构得到

相应的分数阶Fourier域采样和重建的第三路采样速

率为上两路的一半. 
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图 10  分数阶 Fourier 域多通道采样重建 
(a) 信号 x(t)的幅度; (b) 信号 x(t)的实部和虚部; (c) g1(t)和其采样 g1(nT); (d) g2(t)和其采样 g2(nT); (e) 原始信号 x(t)的重建 

 

 

图 11  分数阶 Fourier 域多通道采样和重建的滤波器组实现 
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图 12  (a)分数阶 Fourier 域准确重建滤波器组以及(b)与之对应的采样和重建策略 
 

5  结论 
本文根据分数阶 Fourier 变换所特有的性质, 首

先得到了分数阶 Fourier 域插值和采样恒等结构. 进
而利用该恒等结构得到了分数阶 Fourier 域多通道采

样和周期非均匀采样的滤波器组插值和重建高效方 

法. 理论研究表明, 分数阶 Fourier 域插值和采样恒

等结构建立了分数阶 Fourier 域采样和分数阶 Fourier

域滤波器组之间的关系 , 并且可以根据分数阶

Fourier 域准确重建滤波器组得到相应的分数阶

Fourier 域采样和重建策略. 
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