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拟流函数法—
叶轮机械内三维流动分析

问题和设计问题的一种求解方法
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摘 要

本文从动量方程的特点出发并满足连续方程
,

引入了两个拟流 函数
.

每个拟流

函数的主方程均只包含其 自身的二阶偏导数
,

而不包含另一个拟流 函数的二阶偏 导

数
.

这样
,

完全的三维解便可通过 两个拟流 函数主方程的分别单独求解和它们之向

的相互迭代来获得
.

文中给出了在任意非正交坐标系中拟流 函数的主方程和相应 的

边界条件
.

对叶轮机械 内部三维气动分析 问题和设计问题的求解进行 了讨论 和 计

算
,

并与解析解
、

其他数值解法做了比较
.

结果表明
:
这种拟流函数方法计算准确而

简便
,

易于得到收效结果
,

是求解三维无粘流动的好方法
.

关键词 : 叶轮机械气动热力学
,

计算流体力学
,
三维流动

一
、

引 言

直接求解三维流动是叶轮机械气动计算的一个重要方向
.

近年来
,

它 已经受到广泛的重

视
,

并取得了不少进展
.

在用时间相关法求解 E lu
e :
方程方面

,

已有不少结果
,

开始在实践中得到应用
.

尽管

E lu er 方程是准确的无粘模型
,

但由于要求很大的计算机内存和很长的计算时间
,

这一方法在

相当多的工程问题中还难以普遍采用
.

势函数方法具有计算简便的显著优点
,

特别是非等嫡势函数
1t 一 3] 的发展扩展了其应 用 范

围
.

但是
,

无旋假定仍是使用这种方法的主要限制
.

而且
,

三维非等嫡势函数计算的激波对

R一 H 条件的满足也较差闭
.

将三维流动分解为无旋部分和有旋部分的方法
,

近年来也进行了一些工作
【, , ,] .

它可视为

二维流函数方法在三维情况下的普遍化
,

或是势函数与流函数的某种组合
.

在三维流动的计算中
,

也曾考虑过流函数方法 7t, 目
.

但由于两个流函数的主方程均包含另
·

州个流函数的二阶偏导数
,

彼此藕合紧密
,

计算很复杂
.

在本文中
,

将基于动量方程的特点
,

根据连续方程的要求
,

提出两个拟流函数
。

它们主方
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程之间的联系比较松散
,

形式相近
,

而边界条件也不复杂
,

便于数值求解
.

为了说明本方法的

可行性
,

对三维气动分析问题进行了计算
,

与解析解
、

其他计算方法做了比较 ;还用这一方法求

解了给定某种形式 M ac h 数分布的三维气动设计问题
,

给出了很好的结果
.

二
、

拟流函数及其主方程

无粘性气体在以等角速度 田 旋转的叶轮机械内做相对定常
、

绝热运动的基本方程为
:

7
·

( 户W ) ~ 0
,

( l )
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瓮
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这里 I 是相对滞止转烩
.

在根据连续方程 ( l) 来引人中间变量求解三维流动的方法中
,

通常是 由满足连续方程
,

或

者得出矢量势的表达式
,

或者得出管形场的结论
,

再代人方程 ( 2 ) 和 ( 3 ) 求解
.

由于未考虑动

量方程的具体形式
,

得到的方程比较复杂
,

求解困难
.

若在根据 方程 ( l) 寻求中间变量时
,

能

与方程 ( 2 ) 的特点相结合
,

使最终的方程比较便于计算
,

无疑是有意义的
.

在任意非正交曲线坐标系 (图 l) 中
,

方程 ( l) 和 ( 2 ) 取作
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其中 r 岛是二阶 C h r i s t o , f e l 符号 ; 。 ` ,天 为顺序

记号或行列式张量
.

在从方程 ( 2 )得出方程 ( 5 )一

( 7 )时应用了状态方程
.

为满足方程 ( 4 )
,

可引人许多种函数或 其 组

合
.

这给选择中间变量很大的自由度
,

有可能考

虑动量方程的特点
,

使其求解尽可能简单
.

在二

维流动中
,

流函数的应用使计算大为简化 ;在三维

流动中
,

由流函数及其线性组合构成新的中间变量
,

法
,

引人下面的拟流函数 中和 梦 :

图 1 曲线坐标系

对计算也可能是有利的
.

基于这样的想
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将这一定义式代人方程 (5 )得到

;
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在此方程中
,

仅出现 中的二阶导数项
,

而无 梦的二阶导数项
.

可见
,

用它来作为 中的主方程是

便于求解的
.

同样
,

将 (s ) 式代人 ( 6 ) 式有
`
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这个方程不出现 少 的二阶导数项
,

是求解 梦的主方程
.

方程 ( 9 ) 和 ( 1 0) 在形式上类似
,

这是

有利于求解的
.

方程 ( s) 定义的拟流函数
,

与文献 [ 91 中的流函数形式上 类似
,

但出发点和想

法都不相同
.

在三维流动中
, 中和 了都没有明确的物理意义

.

因此
,

将它称为拟流函数
.

我们看到
,

与流函数相比
,

拟流函数也是标量函数
,

但其计算较流函数简单
.

与文献 〔1 0】

中引人的类流函数 ( S
t r e a m l ike F un

o t i on
s
) 相比

,

后者是矢量函数
,

二者是不同的 ;在具体求

解中
,

后者还要将速度分裂
,

计算比较复杂
.

可见
,

用拟流函数来求解三维定常流动是简便的
,

已经指出
,

满足连续方程的表达式可有许多种
,

这可根据欲求解问题的情况加以选择
,

使

计算最为简便
.

因此
,

拟流函数的定义可以是多种多样的
.

这 种能适应各种不同问题的灵活

性
,

是本文方法另一个显著的特点
.

从上面的分析可以看出
,

除定常
.

无粘条件外
,

拟流函数方法没有其他假定
,

是与 E lu er 方

程等价的数学模型
.

它既计及了流动中的旋度
,

又可考虑非等嫡效应
,

这种方程形式简单
、

运

用方式灵活的拟流函数方法可以成为求解三维流动的有用工具
.

在求解不可压流时
,

除前述两拟流函数主方程外
,

可通过另一方向的动量方程方便地求出

压强
.

对于可压缩流
,

可象二维流函数方法那样
,

从另一方向的动量方程来计算密度
〔川 :

, 3。 ,
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用这种方法计算出来的激波
,

满足 R an k i n e
一
H ug on io t 条件

.

三
、

边界条件和差分离散

在如图 1 所示的任意非正交坐标系
,

有以下的边界条件
.

1
.

物面 (包括叶片表面和上
、

下壁面 )条件

由无渗透条件和拟流函数定义知
,

在叶片表面的 w
`
~ 0 和壁面上的 w

,

~ 0 可分别表

为

在叶片表面
: 。 一 常数 ; 在上

、

下壁面 ; 梦 ~ 常数
.

.2 进出口 亲件

在进口边界
,

给定流速的大小和方向
.

取进口面上的 中为零
,

而 毋值由给定的速度来确定
.

其他的进口条件和 出口 条件一样
,

需根据该处的流动状态来给出
.

3
。

周期条件

对从叶片尾缘到出口边界的后周期区
,

采用不考虑尾涡面存在的简单周期条件
.

这样
,

在
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前
、

后周期区
,

对应点上的任何气体参数均应相等
.

由此可得 ;
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,
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.

在计算中
,

为使差分格式统一和保证计算的稳定
,

引人人工粘性 :
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四
、

气动分析问题的计算实例

拟流函数方法在叶轮机械气动分析问题或正问题中的计算过程可分为以下步骤 :

1
.

给定初值
。

2
.

从方程 ( 12 ) 和 ( 13 ) 解 少和 了
.

3
.

由得出的中和 『值
,

根据能量方程 ( 3 ) 和密度方程 ( 1 1) 计算温度和密度分布 (对不可

压流
,

则从动量方程 ( 7 ) 算出压强 )
,

并进而得到

新的速度场
.

4
.

重复上述两步骤
,

直至满足所要求的收敛

准则
.

为检验本文方法
,

先求解一个有解析解的
、

类

似于三维叶栅流场的旋转管道流场 ; 再对一个三

维轴流叶栅进行计算
。

算例 1
.

旋转管道
`12]

通道 的几何形状如图 2 所示 ; 计算网格见图

3
。

对这个有解析解的流场
,

其各参数取为 :

r l
~ 1

.

2 1 7
, r :
~ 1

.

8 0 2
, z 一 ~ 0

.

4
, 2 2
~ 0

.

7
, 月
~ 8

,

协 ~ 一 1 2 0 , a 一 一 3 5 , b ~ 0
.

1
, 〔。
一 一 10 次 ~ 1

.

矿
` 3= o

·

6 : 一= o
·

7

图 2 通道几何形状

( (
a
) 曲面图

,

( b ) 立体图 )
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图 3 计算网格 图 4 沿 尸 方向速度分布

( 0 为计算值
,

—
为解析解 )

计算过程收敛良好
,

每一步迭代所用机时不多
.

迭代 90 次后
,

三个方向速度的相对误差均小

于 2外
.

图 4 给出了拟流函数法得到的速度分布与解析解给出结果的比较
.

可以看到
,

计算

解与解析解是一致的
,

二者的符合是比较好的
.

这个算例表明
,

用拟流函数来求解三维流场是可行的
,

其计算简单
、

收敛快
.

算例 2
.

轴流压气机静子 13[ ,l 4]

叶型参数与文献 〔131 和 [ 14 ]中的相同
.

进
、

出口参数列在表 1上
.

计算网格划分为

9 x 9 x 5 8
,

其中前
、

后缘点分别为第 20 站和第 39 站
.

表 1 压气机静子进
、
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一 1 0 0

一〕 一〕 一〕 一飞一刁 1I
L

匆

9 0 0

` J

图6 流道中心截面等 图 7叶片中心截面 Ma oh 数分布
Ma ch 数分布(

*才良据文献[ x 3〕 ;二 根据文献[ 1 4〕 , o 为本文资料 )

图 , 给出了叶根
、

叶中和叶顶三个截面上的等 M ac h 数分布 ; 图 6 为流道中心截面上的

等 M ac h 线分布
.

从图 7所示的为本文方法计算得 出的叶中截面 M ac l 奴的分 布 与 文 献

L13
, 14] 用两族流面迭代计算得出的三维结果的比较可以看出

,

三者基本上是相似的 ;而用多

个两族流面迭代所得到的完全三维解的计算结果洲与本文的结果更为接近
.

用本文方法还计算了几个压气机和透平的算例
,

限于篇幅
,

不一一介绍
.

总的结论是
,

拟

流函数方法是一种求解三维流场的有效方法
,

数值结果准确
,

而计算简便
.

五
、

在气动设计问题中的应用

叶轮机械完全的三维反问题是根据给定的速度或压强分布
,

计算出其通道尺寸和叶片的

空间坐标
.

它包括确定流道形状
、

叶片前后缘位置和叶型坐标
.

因此
,

这种普遍意义下的反问

题是十分复杂的
.

目前
,

这方面的研究工作主要是针对计算叶型的三维坐标这一方面的课题

来进行的
〔1 , , “ , .
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图 8 叶型表面 M a ` h 数分布
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一为原始曲线
,

—
为目标曲线

, 0 为修改点 )
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15 % 叶高 如% 叶高
修改前

印% 叶高 85 % 叶两

15% 叶高 印% 叶高
修改后

图 9 修改前后等 M ac h 数分布

在现有的气动设计体系中
,

通常是根据迥转面上二维计算的结果来确定叶型
,

再经积叠而

得到整个三维叶型
.

很明显
,

基于这一叶型的三维流动计算与原来二维计算的结果不会完全

相同
.

为了保证所要求的速度或压强分布
,

必须修改叶型
.

注意到在实际应用中
,

强度和 冷却

等的要求是很重要的
,

从工程的角度看
,

根据给定的速度或压强分布来计算出叶片三维坐标的

这种设计问题或半反问题是有意义的
.

本文正是解决这一类设计问题的
,

所给定的是叶片表

面的 M
a
比 数分布

.

在叶片表面上某点
,

其 M
a o h 数与坐标之间的关系只能求得近似的表达式

.

事实上
,

将

关系式 M 一 M (扩
,
扩

,
扩 ) 在该点 ( xl

,

xz
,

扩 ) 的邻域展开有 ;

M 一 M
。
+ M“△ · ’

+
音
M ;

`

(△一
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旬% 叶高 85今乞叶高

图 10 原始叶型和修改后叶型相比较

(—
为原始曲线

, - -

一 为修 改后曲线 )

于是
,

可 以得到

△xl 一

一 、 ;士 斌M ;
’

一 2 (对
。
一 材 ) M了

2 (衬
。
一 对 )

对于这种给定 M ac h 数分布的气动设计问题
,

求解过程如下
.

1
.

给定初场和初始叶型 ;给定所要求的 Mac h 数分布
.

2
.

计算度规张量
.

3
.

解两个拟流函数主方程
,

并检验 中和 梦是否满足收敛准则
.

若不满足
,

则重新计算 中和

T
,

直至满足收敛准则
.

4
.

计算 M
a hc 数分布

,

检验是否满足收敛准则
。

若不满足
,

则修改叶片型面坐标
,

重复步

骤 2 , 3和 4 ,

开始新的一轮迭代
,

直至 M ac h 数收敛准则得到满足
.

算例 .3 轴流透平导叶

导叶共有 14 片叶片
.

进口气体参数为
: 滞止压强 10 7 80 o 00 aP

,

滞止温度 1 3 5 0 K
,

静

压 1 0 7 1 6 s l o p a ,

气流角 0 0
.

平均出口气流角是 7 4 0
.

图 8一 10 给出了部分计算结果
.

在图 8 中画出了三个典型截面上的三种 M ac h 数分布曲

线
,

它们分别是根据初始叶型计算得到的
,

设计问题所要求的和按修改后叶型算出的
.

从比较

中可 以看出
,

修改后叶型内的 Mac h 数分布与所要求的分布是完全一致的
.

从图 9 所示的三个截面上叶栅通道内的等 M ac h 数线分布来看
,

它们在初始叶型和修改

后的叶型中有明显不同
.

图 10 中修改前
、

后叶型坐标的比较表明
,

叶背中部型线有了相 当的

变化
.

由这些结果不难得出
,

拟流函数方法可以根据给定的 MaC h 数分布
,

直接计算出叶片的

三维坐标
。

应当指出
,

在本文方法中
,

设计问题的计算是与分析问题的计算紧密联系的
.

这使得本方

法易于成为叶轮机械三维气动设计体系的一个组成部分
,

成为气动设计的有用工具
.

` 、 -

, 、 、 结 语

从满足连续方程和尽可能减少 由动量方程得出的求解主方程的非线性程度出发
,

本文发

展了一种通过两个拟流函数迭代求解三维定常流动的方法
.

所得出的两个拟流函数主方程均
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只包含其自身的二阶偏导数项
,

这样
,

数值求解时易于拟线性化
.

而且
,

两个主方程间的关连

相对松散
,

可分别单独计算再迭代得到整个三维流场的解
.

给出了在任意非正交坐标中的拟流函数主方程及相应的边界条件
,

并给出了其在三维气

动分析问题和设计问题中应用的实例
.

数值结果表明
,

拟流函数法是一个简便而有效的三维

流动分析和设计工具
,

它有希望在工程实践中得到广泛应用
.

从方法上看
,

拟流函数法的基本思想在运用上是灵活的
,

对外部流动和其他内部流动也是

适用的
.

因此
,

这种在数学上与 E ul er 方程等价
、

在计算上颇为简单的拟流函数方法的应 用

范围是很广的
.
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