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摘要    稳定分层湍流是大气和海洋流动中常见的自然现象, 是预测大气和海洋流动

的重要物理机制. 我们用大涡模拟方法研究稳定分层流体湍流, 以期获得与实际大气

和海洋中稳定分层湍流相符的性质. 我们在不同初始条件的流场和不同的流动特征参

数(雷诺数Re和弗罗德数Fr)下用大涡模拟方法获得充分发展湍流场. 通过分析湍动能

和湍流特征尺度随时间的演化考察稳定分层湍流演化过程; 并通过三维能谱、水平和

垂直能谱来检验数值模拟是否和真实大气、海洋中实测结果一致. 研究结果表明, 大涡

模拟可以用较少网格数获得和实测一致的稳定分层湍流性质. 不同的初始流场都能演

化为湍流, 并且发现演化过程的后期总是内波能量占优势. 研究证实要获得和实测一

致的稳定分层湍流的关键是特征参数必须满足一定条件: 特征雷诺数和弗罗德数不一

定要和实际大气和海洋中的参数相等, 但是要求雷诺数足够大, 弗罗德数足够小(例如

Re>102, Fr<0.1); 特别重要的是组合参数ReFr2必须大于 10. 
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稳定分层是指重力场中流体密度梯度小于零 , 

d d 0zρ < (z 是与地面垂直向上的坐标), 或温度梯度

大于零, d d 0.T z >  稳定分层在大气和海洋流动中

是常见的现象, 而且是产生大气和海洋湍流的主要

因素之一. 稳定分层流体是静稳定的, 但受扰动后能

激发内波, 内波的破碎可导致湍流, 称为稳定分层湍

流, 简称分层湍流. 稳定分层流体中回复力是浮力, 
因此分层湍流也称浮力湍流. 高雷诺数稳定分层流

动中, 还可能发生准二维的有旋环流. 由于分层湍流

在大气和海洋流动的演化中起重要作用, 地球物理

学和流体力学界对这种流动都十分关注. 大气或海

洋中的分层湍流属于高雷诺数 Re 和低弗罗德数 Fr
的各向异性湍流, 除了耗资巨大的现场实测外, 对于 

这种流动的理论、实验和数值模拟研究都十分困难. 
从 20 世纪末至今, 地球物理学家和湍流研究工作者

对这种流动作了大量的数值模拟和理论研究[1~3], 对
于这种湍流有了进一步认识, 但是, 至今仍然没有完

全满意的数值模拟结果. 例如, 关于分层湍流的能谱

问题, 大气或海洋实测结果表明, 垂直湍动能能谱有

k−3规律[4], 而水平湍动能能谱有k−5/3规律[5]. 已有实

验室测量或数值模拟结果都未能获得和实测完全一

致的结果. 研究者往往把这种不满意的结果归因于

实验或数值模拟的雷诺数不够高, 或弗罗德数不够

低. 最近, Brethouwer等人[1]提出分层湍流研究不仅

需要 和1Re 1Fr 的条件 , 还需要用组合参数

来判断是否符合大气或海洋分层湍流的条2 1ReFr
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件, 他们用自己和前人的数值模拟及物理实验结果验

证了组合参数的必要性. Brethouwer等人[1]的观点是, 
虽然数值模拟和物理实验的雷诺数不可能和实际大

气、海洋流动中的雷诺数相等, 但是只要雷诺数足够大, 

弗罗德数足够小, 且组合参数满足  数值

模拟和物理实验就能获得与实测相同的能谱规律.  

2 1,ReFr

数值模拟浮力湍流的困难之一是高雷诺数. 现
有的湍流精确数值模拟有两种方法, 直接数值模拟 
(DNS)和大涡模拟(LES). 完全直接数值模拟需要很

高的分辨率, 现有的计算机资源还不可能实现高雷

诺数浮力湍流的完全直接数值模拟. 现有直接数值

模拟研究中大多数采用所谓超黏模型[6], 即在黏性项

上附加 4 阶黏性项ν2ΔΔu, 其目的是使小尺度(高波数)
湍流急速衰减, 以保证计算稳定性. 大涡模拟方法通

过附加亚格子黏性的方法保证可解尺度(大尺度)湍流

计算的稳定性. 这两种解决困难的方法并没有本质

差别, 为此, 本文采用大涡模拟的计算方法.  
理论上研究稳定分层湍流的浮力效应可暂时不

考虑剪切和旋转, 在均匀湍流中研究分层湍流基本

性质, 一方面可以直接考察稳定分层的浮力效应; 另
一方面计算简单, 可在足够大的三维立方体空间中

应用谱方法计算, 本文采用该方法研究稳定分层湍

流的基本性质. 主要算例按初始场的不同分三组, 第
一组的初始场是简单内波; 第二组初始场为简单位

涡, 即泰勒-格林涡; 第三组初始场是均匀各向同性

湍流.  

1  计算模型和计算方法 
在大气和海洋中流动的空气与水均可视作不可

压缩牛顿流体. 在温度梯度或密度梯度足够小时, 可
以采用布辛内斯克假定. 在上述条件下, 海洋中分层

流动的控制方程为 

 
0
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ρ ν
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上式中ν, D分别是流体运动分子黏性系数和密度扩

散系数; g是重力加速度, ez是垂直于地面向上的单位

向量. ρ0是具有等梯度Gρ =dρ0/dz的环境密度; p′表示

除了静水压强以外由浮力产生的压强, ρ′是由浮力产

生的密度扰动量, 并假定ρ′/ρ0 1, w是垂直向上的速

度分量.  
大气运动中, 设空气是完全气体, 即p=RρT, 当

浮力引起的密度变化为小量时, T′/T0≈-ρ′/ ρ0, 大气中

分层流动的控制方程可写作:  
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方程(6)中κ是热扩散系数. 只要以气体温度扩散系数

κ 取代质量扩散系数 D, 大气分层流动和海水分层流

动的方程组在形式和性质上完全相同. 本文将以方

程(4)~(6)作为数值计算的基本方程组.  
过滤方程组(4)~(6)可获得大涡模拟的基本方程

如下:  
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上式中有上横杠的变量为过滤后的量, 例如:  

 ( ) ( ) ( )1,
D D

t G u t
V

= −∫u x x y y y, d ,  (10) 

方程(10)中 G(x−y) 是过滤函数, u 是过滤后的速度, 
在大涡模拟中称作可解尺度速度. 方程(7)中τ称作亚

格子应力, 它是可解尺度运动和过滤掉的运动之间

的动量输运, 亚格子应力需要用模型来封闭. 同理, 
方程(9)中 q是亚格子热通量, 它是可解尺度运动和过

滤掉的运动间的热量输运, 亚格子通量也需要用模

型封闭.  
本文中亚格子应力采用 Smagorinsky 涡黏模式, 即 

 ,ji
ij t kk ij

j i

uu
x x

τ ν
⎛ ⎞∂∂

= + +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
τ δ  (11) 

在均匀湍流中, 亚格子涡黏系数全场是常数:  

 ( ) 1/ 22
s 2t ij iC S Sν = Δ ,j  (12) 

上式中 ⋅ 表示空间体积平均 , Smagorinsky系数Cs= 

0.1, 此式中Δ是过滤尺度, 计算中采用网格长度. 亚
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格子通量采用涡扩散模式, 即 

 ,i t
i

Tq
x

κ
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∂

 (13) 

均匀湍流中采用常数亚格子涡扩散系数为 
 ,t t tPrκ ν=  (14) 

Prt是湍流普朗特数, 通常采用Prt = 1.0.  
将常数涡黏和涡扩散系数模式代入公式(7)和(9), 

并略去可解尺度量的上横杠, 均匀分层湍流的大涡

数值模拟方程可写作: 

 ( )
0 0

,z t
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t T
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均匀湍流的数值计算采用谱方法, 在立方体计

算域中用周期边界条件求解控制方程组. 首先将大

涡模的基本方程(15)~(17)写成以下形式:   
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上式中Ω是速度场旋度. 将流动变量作傅里叶展开:   
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同时将物理空间的基本方程组投影到谱空间可得 
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(22)式是运动方程(18)在谱空间的表示形式; 方程(23)
是连续方程(19)在谱空间的形式, 方程(24)是温度输

运方程(20)在谱空间的形式. 公式(22)右边第 2 项中

( )ˆ ˆ ˆ, 2i i kkp t u uπ = + −k 3.τ  谱方法计算均匀湍流的

步骤是: 先将公式(22)中 π̂ 用谱空间连续方程(23)消
去 , 于是方程(22)和(24)是速度和温度的联立方程 . 
给定谱空间中速度和温度的初始分布后, 进行时间

积分, 就可以获得速度、温度在谱空间中的演化. 最
后, 利用公式(21)将谱空间量变换到物理空间来获得

速度和温度在物理空间的演化. 如果在物理空间中

给定初始速度和温度分布, 先将它们做傅里叶级数

展开, 获得谱空间中的初始分布表达式, 然后进行时

间积分. 为了提高计算速度, 方程(22)和(23)中右端

非线性项( ( ) ,
i

×u Ω  T ′⋅∇u )采用伪谱方法计算, 即非

线性项在物理空间计算后投影到谱空间, 而不用卷

积计算(卷积计算计算量很大). 关于均匀湍流的谱方

法计算理论和技巧可参见Canuto等人[7]的专著或张兆

顺等人[8]的《湍流理论和模拟》. 本文中, 非线性的混

淆误差用 3/2规则消除, 时间推进采用 4阶龙格-库塔积

分; 先积分运动方程(22), 然后积分温度输运方程(24).  
研究均匀浮力湍流有两种方法, 即强迫平稳的

浮力湍流[1]和衰减的浮力湍流[9]. 计算强迫浮力湍流

需要在动量方程(4)中附加强迫力, 在强迫力作用下, 
初始的脉动逐渐发展到平稳的湍流状态. 衰减的浮

力湍流由初始给定的能量自然衰减, 在衰减过程中, 
初始的脉动逐渐发展到浮力湍流状态. 两种方法各

有优点和不足. 强迫稳定方法能够获得平稳的浮力

湍流, 但是, 最后统计稳定的湍流状态和施加的强迫

力有关, 它是否符合实际大气或海洋中的情况很难

从理论上确定; 此外, 绝大多数浮力湍流的实验室研

究都是衰减的. 衰减浮力湍流的缺点是不能获得平

稳的湍流状态, 因此湍流雷诺数、弗罗德数随时间是

变化的. 不过浮力湍流的衰减率是比较低的, 在计算

推进的适当阶段, 当雷诺数和弗罗德数变化很小时

接近于平稳状态. 本文主要用衰减算例研究稳定分

层湍流的性质, 并在文章最后讨论强迫平稳湍流的

数值模拟结果.  
稳定分层流动中浮力的主要作用是: 一方面它

抑制重力方向的运动, 在忽略黏性(高雷诺数)条件下

可产生准二维的大尺度环流, 这种大尺度环流称为

位势涡, 简称位涡(potential vortex, PV); 另一方面, 
垂直方向运动方程和密度或温度方程耦合产生重力
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内波, 简称内波(internal wave, IW). 内波的破碎可导

致湍流[10]; 准二维的位涡在外界扰动下, 可产生垂直

方向的高剪切率, 由剪切不稳定导致湍流[3]. 根据这

种设想, 本文研究中设计了三类初始条件. 第一类算

例的初始条件是是简单内波; 第二类算例的初始条

件泰勒-格林涡, 它是一种最简单的准二维位涡; 第
三类算例的初始条件是各向同性湍流, 这种初始状

态中既包含位涡, 也有内波. 下面分别说明 3 种初始

场的生成方法.  
泰勒-格林涡初始流场为 

 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
0

0

cos cos sin ,

cos cos sin ,
0,

u u z x y

v u z y x
w

=⎧
⎪

= −⎨
⎪ =⎩

 (25) 

上式中u0是泰勒-格林涡的强度. 泰勒-格林涡初始场

的脉动温度为零, 温度脉动完全由速度脉动产生.  
初始内波流场为简单的驻波:  

( )0cos ,u u x z= +      (26) 0,v = (0cos ,w u x z= − + )

 ( )0 0 cos ,
u T N

T
g

′ = x z+  (27) 

线性内波扰动中温度脉动和速度脉动有关, 故初始

温度脉动必须由式(23)给定.  
初始各向同性湍流场在谱空间中给出, 给定湍

动能谱为 von Karman 谱, 湍动能在 3 个速度分量中

均匀分配. 具体构造方法参见文献[11], 初始各向同

性湍流场中的起始温度等于零.  

2  算例及计算结果 

2.1  算例 

算例的介质为空气, 立方体计算域边长D = 32 m, 

分子运动黏性系数ν =1.5×10−5 m/s2, 分子普朗特数Pr 

= 0.7, 空气温度T0 = 293 K, 重力加速度g = 9.81 m/s2. 

其他初始参数和特征量见表 1. 算例A组初始场是简

单内波, B组初始场是泰勒-格林涡, 算例C1 是初始场

为各向同性湍流的衰减浮力湍流, 算例C2 是初始场

为各向同性的强迫平稳的浮力湍流. 表中N是稳定分

层流动的重要时间参数, 称作Brunt-Vaïsälä频率, 其

定义是 

 2

0

1 d
d
TN

T z
= g  (28a) 

或 

 2

0

1 d ,
d

N
z

gρ
ρ

= −  (28b) 

 
表 1  算例计算参数和衰减后期的特征参数 

衰减后期的特征参数量级
算例 网格数 u0/m·s−1 N/s−1

Re Fr ReFr2

A1 1443 0.02008 0.0196 103 10−1 101A
A2 1283 0.00502 0.062 102 <10−1 <100

B1 1443 0.0502 0.062 103 10−2 100B
B2 1283 0.0502 0.0062 102 10−1 100

C1 1443 0.0502 0.0196 103 10−2 100C
C2 1443 0.01004 0.0196 103 100 104

 

2.2  算例结果 1: 特征尺度和参数的演化 

以 Brunt-Vaïsälä频率的倒数作为特征时间, 选定

特征速度 U 和特征长度 L, 浮力湍流中雷诺数、弗罗

德数的定义如下:  

 ,ULRe
ν

=  (29) 

 ,UFr
NL

=  (30) 

在算例分析中, 需要研究稳定分层湍流中各种

尺度的演化. 其中一部分尺度仍采用经典各向同性

湍流的尺度, 例如, 脉动速度均方根urms、惯性尺度L、
泰勒微尺度λ 和 科尔莫戈罗夫尺度η(后文简称科氏

尺度):  

 1 2
rms ,i iu u u=  (31) 

 
3 22

,i iu u
L

ε
=  (32) 

 
10 2

,i iu uν
λ

ε
=  (33) 

 
1 43

,νη
ε

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (34) 

公式(32)~(34)中ε 是湍动能耗散率:  

 2 i i

k k

u u
x x

ε ν
∂ ∂

=
∂ ∂

,  (35) 

理论上, 各向异性的浮力湍流需要用脉动速度的张
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量相关函数来定义各向异性尺度. 实际上, 浮力湍流

中空间尺度的主要差别表现在垂直和水平方向上 . 
根据流场的平均剪切率来定义垂直和水平尺度[9], 垂
直尺度用Lz表示, 它的定义为 

 rms
1 22 2

,z
u

L
u v
z z

=
∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞+⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (36) 

水平方向尺度LH的定义如下: 

 rms
H 1 22 2

,
u

L
w v
x x

=
∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞+⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (37) 

另外, 表示浮力湍流性质的特征尺度还常用内

波翻转尺度和Ozmidov尺度. 当内波相速度等于湍流

脉动速度时内波发生翻转, 然后破碎, 这时脉动尺度

用Lc表示:  

 rms
c ,

u
L

N
=  (38) 

Ozmidov尺度表示浮力谱 ( ) 2 3E k N kα −= 和惯性谱

( ) 2 3 5 3
KE k C kε −= 的交点, 并用Lo表示:  

 o 3 ,L
N
ε

=  (39) 

图 1(a)~(c)是由初始场为简单内波 (A1)、泰勒-
格林涡(B1)和各向同性湍流(C1)演化的衰减浮力湍流

中经典湍流尺度的演化.  
经典尺度用于判断数值计算的网格分辨度是否

足够. 进入湍流状态后, 计算域长度应大于泰勒微分

尺度 8 倍以上, 以保证有足够的大尺度脉动作用; 网

格长度应和科氏耗散尺度同一量级, 以保证包含足

够的小尺度脉动. 从图 1(a)~(c)可以看出, 算例 A1 衰

减后期的泰勒微尺度等于 2 m, 约为计算域长度的

1/16; 算例 B1, C1 衰减后期的泰勒微尺度更小. 算例

A1 衰减后期科氏尺度约为 0.1 m 和网格长度(32/144 
m)同一量级. 算例 B1, C1 衰减后期的科氏尺度则远

远大于网格长度, 该计算结果证实给定的网格分辩

率是足够的. 
图 2 是浮力湍流尺度的演化, 横坐标时间t是物

理时间乘以Brunt-Vaïsälä频率的无量纲时间(下同). 
数值模拟初始阶段的浮力尺度并不代表浮力湍流的

性质, 它们是初始状态扰动的尺度; 在数值模拟后期

的尺度属于浮力湍流的性质. 不同初始扰动诱发的

浮力湍流的特征尺度有共同的特性: 以剪切率度量

的特征长度最大, 并且水平尺度总是大于垂直尺度, 
也就是说, 稳定分层的密度梯度或温度梯度抑制垂

直方向的扰动. 算例A1 的大部分时间范围有Lc>Lo> 
η, 但是在衰减后期Lo<η, 这时的湍流不再具有浮力

湍流的性质, 而称作化石湍流[3], 它不是本文讨论的

内容. 算例B1 在 40>t>10 范围内有浮力湍流的特性. 
算例C1 的衰减后期, 浮力湍流也演化为化石湍流. 

图 3 是特征雷诺数和弗罗德数的演化规律, 图中

也展示了ReFr2随时间的变化. 图 3结果表明 3种浮力

湍流发展后期的雷诺数(以泰勒微尺度为特征长度)都
达到 103, 接近高雷诺数浮力湍流. 此时弗罗德数都

在 10−1 量级 , 而 ReFr2 在 5~10 之间 , 没有达到

Brethouwer等人[1]提出的ReFr2 1 条件, 但是下面将

看到, 算例A1, B1, C1 都具有或者接近于充分发展的

浮力湍流特性.  
 

 
 

图 1  算例 A1, B1, C1 的惯性尺度(实线)、泰勒微分尺度(虚线)和科氏尺度(点划线) 
(a) 初始内波; (b) 初始泰勒-格林涡; (c) 初始各向同性湍流 

1507 



 
 
 

 
沈治等: 稳定分层湍流的大涡模拟 
 

 

 
 

图 2  算例 A1, B1, C1 的浮力尺度演化 
(a) 初始内波; (b) 初始泰勒-格林涡; (c) 初始各向同性湍流. 实线: Lc, 虚线: Lo, 点线: Lz, 点划线: LH, 双点划线: η 

 

 
 

图 3  算例 A1, B1, C1 的雷诺数和弗罗德数 

(a) 初始内波; (b) 初始泰勒-格林涡; (c) 初始各向同性湍流. 实线: Reλ, 虚线: Fr, 点划线: ReFr2

 

2.3  算例结果 2: 位涡和内波能量 

稳定分层流动中湍流的产生归因于内波破碎[10]

或位涡的剪切不稳定[3], 或两者兼而有之. 为此需要

在脉动速度中将内波和位涡分解出来.  
在物理空间中, 将脉动速度分解为无旋的内波

和准二维位涡如下:   

 [ ]h ,z zu w hφ ψ= ∇ + + ×∇e e  (40) 

上式右端中第 1 项是内波, 它是无旋的; 第 2 项是位

涡 , 它是有旋的 , 公式中 h x yx y∇ = ∂ ∂ + ∂ ∂e e 是水

平梯度算符. 可以将物理空间的分解投影到谱空间, 
在谱空间中速度向量和波数向量垂直(23)式, 同时注

意到位涡速度和重力方向垂直(40)式, 根据以上特性, 
在谱空间可用Craya-Herring坐标系[2]分解内波和位涡

速度:  

 1 ,×
=

×
k ne
k n

 (41) 

 
1

2
1

,×
=

×

k ee
k e

 (42) 

(41)式中n是垂直方向单位向量. 脉动速度在e1上的

投影是位涡分量; 在e2上的投影是内波分量, 即 

  (43) ( ) ( ) ( ) ( )1 1ˆ ˆ ,pv
i e⎡ ⎤= ⋅⎣ ⎦u k u k e k ki

i  (44) ( ) ( ) ( ) ( )2 2ˆ ˆ ,iw
i e⎡ ⎤= ⋅⎣ ⎦u k u k e k k

在谱空间解出脉动速度后, 用公式(43), (44)可以

计算位涡和内波能量: 

 ( ) ( ) 1 2 3
1 ˆ ˆ d d d , 
2

pv pv
pv i iu u k k k= ∫∫∫E k k  (45) 

 ( ) ( ) 1 2 3
1 ˆ ˆ d d d , 
2

iw iw
iw i iu u k k k= ∫∫∫E k k  (46) 

图 4 给出 3 种初始条件下, 湍动能、内波能量、

位涡能量的演化过程. 我们发现不论初始扰动是什

么形式, 在衰减过程的后期, 均出现内波成分为主的

特性. 初始扰动为简单内波的算例(图 4(a)), 内波能 
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图 4  算例 A1, B1, C1 的湍动能的衰减过程 
(a) 初始内波; (b) 初始泰勒-格林涡; (c) 初始各向同性湍流. 实线: 总湍动能, 虚线: 位涡动能, 点划线: 内波动能 

 

量在衰减过程中一部分转移到泰勒-格林涡中, 当泰

勒-格林涡能量达到最大值后, 泰勒-格林涡能量随内

波能量一起衰减, 但是内波能量始终大于泰勒-格林

涡能量一个量级 . 在初始为泰勒-格林涡的算例(图
4(b)), 泰勒-格林涡能量衰减过程中, 一部分能量转

移到内波能量上, 当内波能量达到最大值后, 内波能

量随泰勒-格林涡能量一起衰减, 而在衰减后期, 内
波能量的衰减率远远小于泰勒-格林涡, 从而达到内

波能量占优的状态. 在各向同性湍流的初始条件下

(图 4(c)), 内波和泰勒-格林涡的初始能量相同, 两者

同时衰减, 但是内波能量的衰减远远小于泰勒-格林

涡, 在衰减后期, 内波能量大于泰勒-格林涡能量一

个量级以上. 
衰减的浮力湍流中内波占主导的现象值得注意, 

以往衰减浮力湍流数值模拟的作者并没有对此进行

分析, 认为由位涡初始场演化的浮力湍流属于位涡

不稳定产生的湍流; 由内波初始场演化的浮力湍流

是内波破碎产生的湍流. 事实上, 初始位涡、初始内

波或初始各向同性湍流演化的浮力湍流都是以内波

为主的浮力湍流. 关于内波占优的性质可解释如下: 
由于非线性相互作用, 初始的简单内波在衰减过程

能激发高频内波, 即大尺度内波能量向小尺度内波

传输, 而这种传输过程是非耗散性的. 位涡的能量从

初始大尺度向小尺度传输是通过剪切不稳定过程 , 
而高剪切层同时具有高能量耗散. 因此, 衰减过程中

位涡的衰减比内波快.  

2.4  算例结果 3: 三维能谱 

三维湍动能能谱是湍动能在谱空间的球面积分

值, 即 

 ( ) ( ) ( )2π π * 2
0 0

1 ˆ ˆ sin d d , 
2 i iE k u u k θ θ φ= ∫ ∫ k k  (47) 

利用公式(43), (44)可计算位涡脉动的能谱和内

波脉动的能谱:  

 ( ) ( ) ( )2π π * 2
0 0

1 ˆ ˆ sin d d , 
2

pv pv
pv i iE k u u k θ θ φ= ∫ ∫ k k  (48) 

 ( ) ( ) ( )2π π * 2
0 0

1 ˆ ˆ sin d d , 
2

iw iw
iw i iE k u u k θ θ φ= ∫ ∫ k k  (49) 

图 5 是衰减浮力湍流初始能谱. 图中能谱是推进

很短时间的湍动能能谱、内波能谱和位涡能谱, 对于

初始简单内波, 从图 5(a)明显看到在高波数段已激发

位涡能量和内波; 对于初始位涡, 图 5(b)可明显看到

泰勒-格林涡的能量峰值, 同样在高波数段开始诱发

内波能量. 对于各向同性初始场, 图 5(c), 初始能量

在内波和位涡间均分, 在补偿谱(即E(k)上乘以k5/3)的
高波数段(k>2)呈现一平台, 说明初始场有较宽的惯

性子区能谱.  
图 6 展示已发展的浮力湍流的三维能谱. 简单内

波诱发的浮力内波中, 图 6(a)显示位涡能量很小, 几
乎可略去不计. 位涡诱发的浮力内波在发展的浮力

内波中, 在低波数段位涡能量占优, 这是初始能量的

影响(图 6(b)), 在k >1 的波段中仍然是内波能量为主. 
从各向同性湍流开始的浮力湍流中, 也是以内波能

量为主. 在图 6(a)~(c)中附加了E(k) ~ k−5/3的惯性谱

(对数坐标中的直线), 可以看到在k~2 的低波数段, 
有接近k−5/3的能谱. 从能谱来看, 算例A1, B1, C1 计

算的浮力湍流的能谱基本符合实测大气中浮力湍流

的能谱.  
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图 5  算例 A1, B1, C1 的初始场能谱 
(a) 算例 A1, t=0.0038; (b) 算例 B1, t=0.094 ; (c) 算例 C1, t=0.0085. 实线: 总湍动能谱, 虚线: 位涡能谱, 点划线: 内波能谱 

 

 
 

图 6  算例 A1, B1, C1 发展后期(发展浮力湍流阶段)三维能谱 
(a) 算例A1, t=166 ; (b)算例B1, t=258 ; (c) 算例C1, t=118. 实线: 总湍动能谱, 虚线: 位涡能谱, 点划线: 内波能谱, 长划线: E(k) ∝ k−5/3 

 

2.5  算例结果 4: 水平和垂直能谱 

浮力湍流是各向异性的, 它在垂直方向和水平

方向的湍动能谱有明显差别, 在大气和海洋中测得

的垂直方向能谱中小波数段(大尺度)具有kz
−3规律, 而

水平方向能谱小波数段(大尺度)则有kh
−5/3规律. 实验

室和数值模拟结果能否符合实测能谱是判断其结果

正确性的依据.  
垂直能谱是脉动能量在一维波数kz上的分布, 水

平方向能谱是脉动能量在谱空间平面径向波数上的

分布, 即 

 ( ) ( ) ( )max 2π *
h h 0 0

1 ˆ ˆ d d ,
2

k
i hE k u u k ki θ= ∫ ∫ k k z  (50) 

上式中 2 2 .h xk k k= + y  

从图 7(a)可以看出, 初始简单内波衰减过程产生

的浮力湍流中水平能谱的低波数段具有k−5/3谱型, 而
垂直能谱在低波数段有k−3谱型. 图 7(b)显示初始位

涡衰减过程产生的浮力湍流中水平能谱的低波数段

也有明显的k−5/3谱型, 但是垂直能谱的k−3谱型的波段

较窄. 初始各向同性湍流衰减过程中产生的浮力湍

流中(图 7(c)), 水平能谱在低波数段有k−5/3谱型, 垂直

能谱有较窄的k−3谱型.  
能谱是检验数值模拟结果是否可靠的重要标志, 

以上结果表明, 大涡模拟能够获得和大气、海洋实测

相一致的能谱 , 特别是在低波数段水平能谱的−5/3
谱型和垂直能谱的−3 谱型. 需要说明的是本文算例

中, 在浮力湍流阶段, 雷诺数并未达到大气或海洋中

那么高的雷诺数和那么低的弗罗德数, 但是雷诺数

已达到 103, 弗罗德数低达 10−1. 最重要的是组合参

数ReFr2已达到 10 的量级, 它接近Brethouwer等人[1]

建议的ReFr2 1 的条件. 

3  讨论和结论 
(ⅰ) 讨论雷诺数和弗罗德数对浮力湍流数值模

拟结果的影响. 图 8 是算例 A2 的结果. 算例 A2 的初

始速度是和算例 A1 相同的简单内波, 但速度较小和 
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图 7  算例 A1, B1, C1 后期(发展浮力湍流阶段)水平能谱和垂直能谱 
(a) 算例A1, t=166 ; (b)算例B1, t=258 ; (c) 算例C1, t=118. 实线: 垂直能谱, 虚线: 水平能谱, 点划线: E(k) k∝ −5/3, 点线: E(k) ∝ k−3

 
平均温度梯度较大, 计算网格是 1283. 图 8(a)的内波

能量衰减和位涡能量的增加趋势与算例A1 基本相同, 
只是由于温度梯度较大, 内波能量震荡较大. 雷诺数

和弗罗德数的演化示于图 8(b), 在发展浮力湍流阶段, 
Re在 102量级, Fr降至 10−1以下量级, 还可属于高雷诺

数、低弗罗德数湍流; 但是组合参数ReFr2减小到 1
以下. 图 9 展示该算例的水平和垂直能谱. 在t=386
时, 水平能谱有k−5/3谱型, 垂直能谱有较窄的k−3谱型. 
当衰减湍流继续发展到t=849 时, 水平能谱仍有k−5/3

谱型, 而垂直能谱和k−3谱型相差很大. 需要指出在

t=386 时, ReFr2约为 0.7; 而在t=849 时组合参数已降

低到 0.1, 这表明组合参数不符合真实大气、海洋中

的参数量级, 因而不能获得和实际相一致的垂直能谱.  
图 10是算例B2的结果. 算例B2的初始场是泰勒

−格林涡, 它的初始速度和算例B1 相等, 但是密度梯

度低于算例B1, 计算网格是 1283. 图 10(a)是湍动能

衰减过程, 它和算例B1 基本相同. 衰减后期的特征

参数示于图 10(b), 当雷诺数为 102时, Fr降至 10−1级

时, ReFr2为 100量级. 这时水平能谱和垂直能谱的低

波数段都是k−5/3的能谱(图 10(c)), 在垂直能谱的低波

数段没有k−3谱型.  
以上结果说明, 组合参数ReFr2确实是数值模拟

真实浮力湍流的重要参数, 算例A1, B2 的雷诺数都

大于 102, 但是组合参数小于 1, 因此数值模拟不能得

到垂直能谱的k−3谱型. 
(ⅱ) 讨论数值模拟浮力湍流对网格分辨率的要

求. 一般来说, 均匀湍流数值模拟的网格数和算例的

雷诺数有关, 即有经典的估计: 网格数正比于雷诺数

的 9/4 次方. 对于浮力湍流来说, 不仅要从模拟的雷

诺数来考虑网格数, 而且还应当满足考虑组合参数

ReFr2 1 的要求. 当网格数减少时, 不仅能模拟的

湍流雷诺数要降低, 而且会导致组合参数ReFr2的减

小, 因而不能模拟真实浮力湍流. 前面的算例A2 和

B2 的网格数为 1283, 发展湍流的雷诺数达到 102量级, 
 

 
 

图 8  算例 A2 
(a) 湍动能衰减, 实线: 总湍动能, 虚线: 位涡动能, 点划线: 内波动能; (b) 特征参数, 实线: Reλ, 虚线: Fr, 点划线: ReFr2
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图 9  算例 A2 的水平和垂直能谱 
(a) t=386, ReFr2~1; (b) t=849, ReFr2<1. 实线: 垂直能谱, 虚线: 水平能谱, 点线: E(k) ∝ k−5/3, 长划线: E(k) k∝ −3

 

 
 

图 10  算例 B2 
(a) 湍动能衰减, 实线: 总湍动能, 虚线: 位涡动能, 点划线: 内波动能; (b) 特征参数, 实线: Reλ, 虚线: Fr, 点划线: ReFr2; (c) 水平和垂

直能谱(t=44), 实线: 垂直能谱, 虚线: 水平能谱, 点线: E(k) ∝ k−5/3, 长划线: E(k) k∝ −3 

 

不算低, 所以在三维能谱和水平能谱中都有惯性谱

k−5/3谱型; 但是组合参数只有 1 的数量级, 因此在垂

直能谱中没有浮力湍流的k−3谱型. 就是说, 浮力湍流

数值模拟的网格数不仅要考虑到惯性子区的要求 , 
还需要考虑浮力效应.  

(ⅲ) 简要地比较强迫平稳和衰减浮力湍流数值

模拟. 算例C2 是初始场为各向同性的强迫浮力湍流, 
在计算过程中, 令最低的两个波数的能谱值不变, 这
就相当于输入大尺度脉动能量. 初始各向同性湍流

要经历一段衰减过程进入到平稳状态. 从计算时间上

来说, 强迫浮力湍流的计算时间和衰减湍流相当. 图
11 是趋向稳定状态的湍动能和特征参数的演化, 从
图 11(a)可以看到大约推进到无量纲时间 50 时, 浮力

湍流进入到平稳状态, 这时和衰减浮力湍流类似, 湍
动能以内波占优. 图 11(b)表示特征参数的演化, 趋
向稳定的雷诺数达到 103量级, 弗罗德数为 100量级, 

ReFr2为  104量级. 虽然算例C2 的Re 1 和ReFr2 1, 
但是Fr>1, 没有达到低弗罗德数的浮力湍流条件. 从
趋向平稳状态的能谱也可以看到, 能谱和实测大气

或海洋的浮力湍动能谱有差别. 
图 12(a)展示三维能谱低波数段有k−5/3的谱型 , 

图 12(b)显示水平能谱在低波数段有k−5/3的谱型, 而
垂直能谱的低波数段没有k−3谱型. 其原因是弗罗德

数不够小, 浮力效应较弱.  
概括本文的结果, 大涡模拟方法可以用较少网

格数值计算浮力湍流, 获得了和实测一致的浮力湍

流特性. 数值模拟结果说明正确数值模拟浮力湍流

的条件是: 足够高的雷诺数、远小于 1 的弗罗德数以

及组合参数ReFr2远大于 1; 算例结果表明Re>102, 
Fr<0.1 和ReFr2>10 可以模拟真实浮力湍流. 不同初

始条件的数值模拟结果表明, 浮力湍流浮中内波占

优, 这是已有浮力湍流的实验和数值模拟研究中没  
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图 11  算例 C2 
(a) 湍动能演化, 实线: 总湍动能, 虚线: 位涡动能, 点划线: 内波动能; (b)特征参数, 实线: Reλ, 虚线: Fr, 点划线: ReFr2

 

    
 

图 12  算例 C2 的能谱 
(a) 三维能谱(t=45), 实线: 总湍动能, 虚线: 位涡, 点划线: 内波, 点线: E(k)∝k−5/3, 长划线: E(k)∝k−3; (b) 水平和垂直能谱(t=45), 实线: 

垂直能谱, 虚线: 水平能谱, 点线: E(k)∝k−5/3, 长划线: E(k)∝k−3 

 

有注意的问题. 作者认为这是深入研究浮力湍流特

性和数值模拟的重要问题, 认识该问题的关键是正

确模拟浮力湍流中内波和位涡间非线性的能量输运, 
这是本文作者继续研究的问题. 
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