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摘要    逆问题通常分为两大类: 优化设计和参数识辨. 在讨论数学物

理逆问题的参数识辨前, 测量点的数目和位置的选取是对大量数据的分

析和评估中两大至关重要的问题. 针对参数识辨中的这两大问题, 应用

贝叶斯理论, 首次将信息熵引入到测量信息的描述中, 提出了描述测量

点的数目和位置对重构精度影响的数学方法和手段. 最后通过具体的计

算实例说明了该方法的有效性.  
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逆问题是由果求因的问题. 从应用的角度, 我们可以将逆问题分为两大类: 优化设计问题

和参数识辨问题 [1]. 优化设计问题是工程设计中的重要课题; 而参数识辨问题在地质勘探、无

损检测和医学成像等工程技术领域有着更为重要的应用价值. 本文讨论的就是参数识辨中测

量信息的描述问题.  
在逆问题的解决过程中, 当得到测量信息之后, 通常需要先对大量数据筛选, 即进行参数

识辨前大量数据的分析和评估, 以减小重构计算量的压力. 在参数识辨问题的研究中, 已有的

大量文献主要就重构方法进行了讨论 [2,3], 而忽略了对参数识辨前大量数据的分析和评估. 这
里我们以微波生物医学成像为例说明参数识辨前分析和评估的重要意义. 如图 1 所示, Ω1是包

含被测生物体的计算区域, Ω2 是均匀的背景媒质区域. 其原理是用微波照射被测生物体, 然后

通过生物体外部区域Ω2 中的散射场的测量值来重

构Ω1 内部的复介电常数 ∗ε 的分布.  

一般人们会认为, 为了精确重构Ω1 内部的复

介电常数 ∗ε 的分布, 所需区域Ω2 内散射场的测量

点应该越多越好, 因此采集的Ω2 内散射场的测量

数据将会非常多. 实际上, 测量点的增加会急剧

加重重构计算的资源消耗和成本, 同时, 由于在

 

图 1  微波成像示意图 
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实际测量中总会有一定的误差, 测量点太多也会导致重构计算中误差的积累. 因此, 在数学物

理逆问题参数识辨前的分析和评估中有两个问题必须得以解决: (ⅰ) 用多少测量点上的散射

场值能够精确重构Ω1 内部的复介电常数分布; (ⅱ) 由于测量点是有限的, 那么, 在什么区域上

的测量值更有价值. 到目前为止, 我们还缺乏数学手段和方法来描述这些问题.  
与以往文献中熵的用法 [4,5]相比, 本文首次提出将熵用在逆问题参数识辨前的分析和评估

中, 以解决参数识辨中测量点数和测量位置的选取问题. 本文首先结合贝叶斯方法 [6~8], 提出

采用待识辨参数分布的后验概率来定义参数样本出现的概率, 再计算出参数对应的最大熵, 
求出包含不同测量点数的测量组对应的评价因子, 通过评价因子即可确定我们所需的测量点

数, 解决分析和评估中的第一大问题; 其次, 利用前面得到的最大熵, 用信息熵的方法确定包

含在不同测量区域中的信息增量, 即表示出不同位置测量区域的“贡献”大小, 解决分析评估

中的第二大问题. 不失一般性, 本文在最后引入一实例对参数识辨遇到的上述两大问题进行

说明. 计算结果表明: 我们可以根据一定的评价因子确定重构所需的测量点数, 根据信息增量

确定实际测量区域对参数识辨的贡献大小.  

1  测量区域和测量点数的选取及贝叶斯方法 

1.1  信息熵的定义 

在信息论中, 信息熵就是随机事件不确定性大小的度量 [9]. 设逆问题的模型用算子方程

表示为 ,Af y=  f是待识辨参数, y 是测量项, 它关于 f 的有限次测量值是 1 2, , , my y y , A 是

将 f 映射到测量值 1 2, , , my y y 的正向算子 . 如果设随机事件 f 具有多种可能的结果

1 2, , , nf f f ,每种结果出现的概率为 1 2, , , nP P P , 则该随机事件对应的信息熵定义为  

 
1 1

1( ) ln ln .
n n

i i i
ii i

H f P P P
P= =

= − =∑ ∑  (1) 

如果设参数 f 在获得某一个测量信息Y 之前的熵为 ( )H f , 得到测量信息Y 之后熵应减

小, 设为 ( )YH f , 那么, 包含在测量信息Y 中关于参数 f 的信息增量为 

 ( , ) ( ) ( ),YI Y f H f H f= −  (2) 

但是, 如何量化测量信息Y 对 ( )YH f 中 iP 的影响呢？根据贝叶斯方法, 本文采用随机事件的

后验概率来定义 ( )YH f 中的 iP [10]. 这样, 就可以得到参数f在已知每个测量区域的测量值后的

信息熵, ( , )I Y f 越大的测量区域对参数识辨的贡献也就越大.  

1.2  贝叶斯方法和最大熵 

贝叶斯方法所考虑的先验概率常常伴有主观成分, 先验信息包括主观性先验和客观性先

验, 其中, 主观性先验有专家的经验和意见等, 客观性先验有相关的历史数据. 根据贝叶斯假

设 [6], 当无任何先验信息时 , 参数 f 可能的结果 1 2, , , Nf f f 对应的先验概率 ( )i fπ  

( 1, 2, ,i N= )应在 f 的取值范围 D 内是“均匀”分布的, 所以 ( )i fπ 可写成  
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1 , ,

( ) 1, 2, , ,
0,  ,

i
f D

f i NN
f D

π
⎧ ∈⎪= =⎨
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 (3) 

其中 N 为参数 f 所有的样本数. 我们令 max ( )H f 为待识辨参数对应的最大熵(无任何先验信息

时的熵), 则最大熵 max ( )H f 应为 

 max
1 1

1 1 1( ) ( ) ln ln ln .
1( )

N N

i
ii i

H f f N
f N

N

π
π= =

= = =∑ ∑  (4) 

贝叶斯方法的基本思想是将包含先验信息的先验概率和包含测量信息的似然概率进行融

合, 得到问题的后验概率, 利用测量信息对先验信息进行更新和修正以获得对问题的最终认

识.  
根据贝叶斯方法的原理, 定义 f 为待识辨参数, 1, , my y 为已知测量值, 有贝叶斯公式:  

 1
1

1
1

( ) ( , , )
( , , ) ,

( ) ( , , )

i i m
i m N

i i m
i

f y y f
f y y

f y y f

π π
π

π π
=

=

∑
 (5) 

此时, 上式右端的分母是一个常数, 于是 1( , , )i mf y yπ 正比于分子, 即  

 1 1( , , ) ( ) ( , , ),i m i i mf y y f y y fπ π π∝  (6) 

其中 ( )i fπ 是 f 的先验概率, 反映了 f 的先验信息; 1, , my y 是试验发生的事件, 是测量信息; 

1( , , )i my y fπ 为包含了测量信息的似然概率; 1( , , )i mf y yπ 是 f 的后验概率, 即(1)式中的

iP , 它综合了过去提供的经验—参数 f 的先验信息和 1, , my y 提供的新信息—测量信息, 

反映了参数 f 的综合信息, 它定义在整个解空间, 表示了问题的“完全”解, 即由所有可能出现

的解组成的解集中任意一个解出现的概率.  
当无任何先验信息时, 如果略去(3)式中概率取 0 的部分, (3)式可写成 

 1( ) ,          ,i f f D
N

π = ∈  (7) 

将(6)与(7)式结合, (6)式可简化为 

 1 1( , , ) ( , , | ),i m i mf y y y y fπ π∝  (8) 

此时, 已知 m 个测量点的测量值后参数 f 对应的信息熵为 

 1 2
1 21

1( ) ( , , , ) ln .
( , , , )

N

m i m
i mi

H f y y y f
y y y f

π
π=

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑  (9) 

为了描述似然概率的本质, 我们令 

 1( , , ) exp( ),i m iy y fπ τ∝ −  (10) 

而误差 iτ 可由算子方程左右两端差值的范数的平方给出 [10]:  

 2|| || ,i iAf yτ = −  (11) 

当

当

当
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将(10)与(11)式结合, 代入(9)式, 有 

 
1

1( ) exp( ) ln ,
exp( )

N

m i
ii

H f τ
τ=

⎛ ⎞
= − ⎜ ⎟−⎝ ⎠

∑  (12) 

该式即为逆问题中已知 m 个测量点的测量值后参数 f 的信息熵.  
通常对于实际问题的分析评估, 必须要对测量点的数目和位置给出统一的描述方法. 我

们令 m 个相邻的测量点为一测量区域, 当 m 相同而测量位置不同时, ( )mH f 也会有所不同, 

将 max ( )H f 和 ( )mH f 代入(2)式, 我们就可以得到包含在不同测量区域中关于参数 f 的信息增

量:  
 max ( ) ( ),mI H f H f= −  (13) 

通过它便能判别不同测量区域对参数识辨的贡献大小. ( )mH f 越小, I 越大, 则该测量区域

对参数 f 识辨的贡献也就越大. 接着, 我们定义  

 max

max

( ) ( )
ln

( )
mH f H f

H f
η

−
= −  (14) 

为已知 m 个测量点的测量值后的评价因子, 根据评价因子可以判断重构实际所需的测量点数.  
通常情况下, 由于待识辨参数 f 的样本空间 N 的值都很大, 我们不能对所有样本进行逐

一计算, 所以我们采用马尔可夫链蒙特卡罗法—Gibbs 抽样器对总体样本进行抽样, 产生一

组服从后验概率 1( , , )i mf y yπ 的样本. 下面用一个具体实例进行说明.  

2  实例的讨论 
这里我们采用数值实验, 利用一个一维的参数识辨模型来说明参数识辨前测量点的数目

和测量位置的选取方法. 本例的模型为 

 

2

2
d ( ) ( ) ( ) 0, [ 1,1],

d
( ) 1.71653,                              1,

y x f x y x x
x

y x x

⎧
+ ⋅ = ∈ −⎪

⎨
⎪ = = ±⎩

 (15) 

( )f x 为待识辨参数, ( )y x 为测量项.  

当已知 ( )f x 的解析式为 

 ( )f x = 2cos( ) sin ( ),x x−   [ 1,1]x ∈ −  (16) 

时, 结合(15)式我们可以得到 ( )y x 的准确测量值分布, 如表 1 所示.  

为了验证前面关于逆问题参数识辨前测量信息的熵描述, 下面我们假设 ( )f x 的解析式未

知. 已知表 1 中 ( )y x 的 7 组测量值, 将用有限差分法求得的 ( )f x 的解 ( )cf x 与其解析解比较, 

得到参数 ( )f x 的重构误差:  

 ( ) ( ) 100%,
( )

cf x f x
f x

δ −
= ×  (17) 

再将重构误差和用熵描述的评价因子进行对比, 从而说明用评价因子描述实际所需测量点数
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的有效性. 
 
表 1  包含不同测量点数的测量组 

y(x) 
xi 

3 个测量点 4 个测量点 5 个测量点 6 个测量点 7 个测量点 8 个测量点 9 个测量点 
x1= −1 - 1.71653 1.71653 1.71653 1.71653 1.71653 1.71653 

x2= −3/4 2.40508 - - 2.07859 2.07859 2.07859 2.07859 
x3= −1/2 - 2.40508 2.40508 2.40508 2.40508 2.40508 2.40508 
x4= −1/4 - - - - - 2.63508 2.63508 

x5=0 2.71828 2.71828 2.71828 2.71828 2.71828 2.71828 2.71828 
x6=1/4 - - - - 2.63508 - 2.63508 
x7=1/2 - 2.40508 2.40508 2.40508 2.40508 2.40508 2.40508 
x8=3/4 2.40508 - - - - 2.07859 2.07859 
x9=1 - - 1.71653 1.71653 1.71653 1.71653 1.71653 

 
为了方便计算, 我们先将 ( )f x 沿 x 轴在 [ 1,1]− 区间均匀离散, 离散间隔 1/ 4xΔ = , 则离散

后的分量个数 9k = . 根据先验信息, ( )f x 的取值范围 [ 1/ 5,1]D = − , 再将 ( )f x 在 [ 1/ 5,1]− 范围

内等间隔离散, 离散间隔 2 /15fΔ = , 则离散后的分量个数 10l = . 所以, 离散后 ( )f x 的总样本

数 910kN l= = . 此外, 根据离散间隔 xΔ , 将 3 个相邻的点划为一个测量区域, 则在 [ 1,1]− 内共

有 7 个测量区域.  

本例中, 按 0.2%的概率选取的随机抽取样本数 62 10M = × , 根据(4)式, 待识辨参数对应

的最大熵 6
max ( ) ln ln 2 10 14.50866H f M= = × ≈ . 然后运用有限差分对

2

2
d ( )

d
y x
x

展开, 再将(15)

式代入(11)式, 此时 iτ 即为  

 
2

2

( 2 ) 2 ( ) ( 2 )
( ) ( ) , 1, , ;  1, , ,

(2 )
j j j

i i j j
y x x y x y x x

f x y x i M j k
x

τ
+ Δ − + − Δ

= + ⋅ = =
Δ

 (18) 

其中 k 是 ( )f x 沿 x 轴在 [ 1,1]− 区间均匀离散后的分量个数.  

对于表 1 中包含不同测量点数的测量组, 分别将 ( )f x 的 M 个样本代入(18)式求得 M 个τ

值, 结合信息熵的计算式(12)和评价因子的计算公式(14), 将 iτ 代入, 便得到包含不同测量点

数的测量组对应的评价因子, 结果如图 2 所示. 由于已知测量信息是离散的, 图 2 中及后面出

现的重构误差均是在 ( )y x 相应测量点上 ( )f x 重构误差的平均.  

通过图 2 我们可以看出, 评价因子能够较好地反映重构误差的变化规律. 结合表 1 和图 2, 
不难得到这样的结论: 在不考虑测量误差的情况下, 已知的测量点越多, 其对应的重构误差越

低, 评价因子越低. 由图 2 还可以直观地看到, 要实现 5%以下的重构误差, 即达到小于 4.5 的

评价因子, 我们只需要 6 个测量数据即可, 相对 9 个测量数据可以节省 33.3%的资源消耗和计

算成本. 这就说明了用评价因子可以对逆问题参数识辨前分析和评估中的测量点数进行描述.   
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图 2  不同测量点数对应的评价因子和重构误差 

 
对于之前划分好的 7 个测量区域, 使用与 7 个测量组相同的信息熵的计算方法, 分别得到

已知 7 个不同测量区域的测量值后参数 f 的信息熵, 再将得到的信息熵代入信息增量 I 的计算

公式(13), 即可得到包含在每个测量区域中关于参数 f 的信息增量, 具体结果见表 2.  
 

表 2  7 个不同测量区域对应的信息增量和重构误差 

测量区域 第一区域 
(x1, x2, x3) 

第二区域 
(x2, x3, x4) 

第三区域 
(x3, x4, x5) 

第四区域 
(x4, x5, x6) 

第五区域 
(x5, x6, x7) 

第六区域 
(x6, x7, x8) 

第七区域 
(x7, x8, x9) 

I 0.04124 0.17631 0.19164 0.27315 0.19164 0.17631 0.04124 

Δ 2.33% 8.40% 84.65% 92.58% 84.65% 8.40% 2.33% 

 
Δ是在表 1 中的 9 个测量点的基础上去掉表 2 中相应测量区域的测量点后的重构误差, 该

误差越小, 说明该测量区域对重构影响越小, 即对参数识辨贡献越小. 通过表 2 我们可以看出, 
对于测量点数相同但测量位置不同的测量区域, 包含在该区域的信息增量有一定的差异, 根
据重构误差 Δ 比较各测量区域的信息增量, 我们就可以判别不同测量区域的贡献大小. 一般

情况下, 包含在测量区域中的信息增量越大, 则该区域对参数识辨的贡献就越大. 就本例来 
说, 由 4 5 6, ,x x x 组成的第四个测量区域对参数识辨贡献最大, 由 1 2 3, ,x x x 组成的第一个测量区

域和由 7 8 9, ,x x x 组成的第七个测量区域对参数识辨的贡献最小. 此时, 说明了用信息增量可以

对不同测量区域的贡献大小进行有效地描述.  

3  结论 
在数学物理逆问题的工程应用中, 测量点的数目和位置的选取是在参数识辨前对大量数

据的分析和评估中两大至关重要的问题. 本文将信息熵引入到了数学物理逆问题中, 结合贝

叶斯理论, 将待识辨参数的先验信息描述为先验概率, 测量信息表示为似然概率, 二者共同得

到包含待识辨参数综合信息的后验概率. 结合后验概率和熵的计算公式, 得到已知不同测量
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信息时参数的信息熵, 最后利用最大熵和参数的信息熵可以推出不同测量组对应的评价因子

和包含在不同测量区域的信息增量, 根据这两种方法即可选取合适的测量点数和测量位置. 
本文最后通过具体的计算实例表明: 用信息熵表示的评价因子能够较好地反映重构误差的变

化规律, 可以用来描述参数识辨中实际所需的测量点数; 另外, 将信息熵引入逆问题的参数识

辨中, 还能够有效地描述不同测量区域对参数识辨的贡献大小. 该项研究对逆问题的工程研

究具有重要的指导意义.  
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