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摘要    基于蔡氏混沌振荡电路, 设计了一个含有两个忆阻器的五阶混沌电路, 建立了其无量

纲数学模型. 利用常规的动力学分析方法, 进行了该电路平衡点集的稳定性分析, 得到了忆阻

器初始状态所对应的稳定的和不稳定的区域分布, 并研讨了该电路依赖于电路参数与忆阻器

初始状态的复杂动力学行为. 理论分析和数值仿真结果表明, 本文设计的忆阻混沌电路具有一

个位于忆阻器内部状态变量所构成平面上的平衡点集, 平衡点集的稳定性取决于电路参数与

两个忆阻器的初始状态, 由此产生了状态转移和瞬态超混沌等非线性动力学现象.  

关键词   

忆阻器 
混沌电路 
初始状态 
平衡点集 

稳定性 

  

 
 
自忆阻器实现性报道后[1, 2], 人们在忆阻器的物

理实现、基本电路特性分析和应用电路设计等方面开

展研究工作. 研究了基于半导体纳米技术实现具有

不同特性的忆阻器[2~4]、忆容器和忆感器等的方法[5]; 

研究了基于忆阻器的基本电路特性, 包括忆阻器的

电路建模[6]、SPICE 宏建模[7,
 
8]、伏安特性分析[9~13]

以及等效电路实现[14, 15]等; 研究了基于忆阻器的各

种应用电路设计及其相应的系统特性的理论分析和

数值仿真方法[14~21].  

忆阻器是一个非线性元件[9], 很容易实现混沌振

荡的信号产生. 因此基于忆阻器构造实现的忆阻混

沌电路得到了研究人员的密切关注[14, 15, 17~21]. Itoh 和

蔡少棠[17]采用一个特性曲线为分段线性且单调上升

的忆阻器替换各类蔡氏振荡器中的蔡氏二极管 [22], 

导出了两类基于忆阻元件的类正弦振荡或混沌振荡

电路. 类似地, Muthuswamy 和 Kokate[18]采用一个不

连续分段线性忆导函数的含源忆阻电路替换蔡氏振

荡器或类蔡氏混沌电路中的蔡氏二极管, 导出了一

些新的基于忆阻器的混沌电路. 这些忆阻混沌电路

在一定的电路参数条件下可生成不同形状的混沌吸

引子. 在文献[17,18]中, 所采用的忆阻器特性曲线均

是非光滑的分段线性函数, 导致它的忆阻或忆导均

是不连续的非线性函数, 这类忆阻器在物理上的实

现或者采用已有元器件等效电路实现都是很困难的. 

Muthuswamy 在文献[15]中提出了一个具有三次非线

性特性曲线的磁控忆阻器, 并采用已有元器件构建

了它的等效电路. 然而文献[15]和[17, 18]没有对所提

出的基于忆阻器的混沌电路的动力学特性进行相应

的分析. 值得注意的是, 由于忆阻器在电路中的介入, 

使得新构建的电路有着许多与众不同的非线性物理

现象. 与此同时, 我们在文献[19~21]中也提出了具

有三次[19, 20]和二次[21]非线性特性曲线的光滑磁控忆

阻器, 发现了忆阻混沌电路的动力学特性依赖于忆

阻器的初始状态[21], 并分析了忆阻混沌电路所特有
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的复杂动力学现象[20].   

不同于一般的混沌系统 [22~24], 具有忆阻器的电

路系统的平衡点为分布于忆阻器内部状态变量所对

应坐标轴上的点集, 不同位置的平衡点具有不同的

稳定特性, 因此从不同的初始状态出发的系统轨线

将趋于一个稳定的汇或者极限环或者混沌轨或者无

穷发散 [19~21]. 在文献[19~21]中, 研讨了含有一个忆

阻器的混沌电路, 它有着一些特殊的复杂动力学现

象, 如瞬态混沌、阵发混沌、系统轨线状态转移、瞬

态混沌过程但全局稳态周期振荡等非线性物理现象. 

但对于含两个忆阻器的混沌电路, 它的平衡点集将

位于两个忆阻器内部状态变量所构成的一个平面上, 

这使得关于平衡点集稳定性的定性分析变得更为复

杂. 本文将提出一个含两个忆阻器的混沌电路, 通过

数学建模, 重点研究它的平衡点集在一个平面上的

稳定性区域分布, 并揭示和分析该混沌电路在电路

参数与两个忆阻器初始状态变化时所产生的复杂非

线性动力学现象.  

1  含两个忆阻器的混沌电路 

1.1  电路和数学模型 

包含两个无源二端口光滑磁控忆阻器的混沌电

路如图 1 所示. 该电路是从蔡氏混沌振荡电路演变而

来的: 用一个忆阻和一个负电导构成的有源忆阻电

路来代替原电路中的蔡氏二极管[5], 再在 LC 谐振部

分与 RC 非线性滤波部分之间的耦合电路上插入一个

忆阻器. 新电路由五个动态元件组成, 分别是两个忆

阻、两个电容和一个电感, 它们所对应的五个状态变

量分别是1, 2, v3, v4, 和 i5, 这里1 和2 是两个忆阻

器的内部状态变量.  

由基尔霍夫电流、电压定律和各元件的伏安特性,  

 

 

图 1  两个忆阻器的混沌电路 

可得图1电路的状态方程为5个联立的一阶微分方程组 
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设 x=1, y=2, z=v3, u=v4, v=i5, a=1/C1, b=1/L, 

c=r/L, d=G, e=R, C2=1, 以及分别定义非线性函数 q(w)

和 W(w)[15, 20] 
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(1)式的状态方程可以重写为 

 
2

1 2 2

2 2

,
( ) (1 ),

( ) ( ) (1 ),
( ) (1 ) ,

,  

x z

y u z eW

z az d W a z u W eW

u z u W eW v

v bu cv


  
    
   
  







 (3) 

式中, 2 2
1 21 3 ,  1 3W x W y    . 因此, 新提出的含两

个忆阻器的混沌电路是一个 5 维系统, 它的动力学特

性由(3)式描述, 基于该式的代数方程可以进行相应

的理论分析和数值仿真.  

1.2  典型混沌吸引子 

选择电路参数使得 a=8, b=10, c=0, d=2 和 e=0.1, 

对于初始条件(0, 0, 0, 1×104, 0), 系统(3)生成了一个

双涡卷混沌吸引子, 其运行轨线在相平面上的投影

如图 2 所示. 利用 Jacobi 方法计算 Lyapunov 指数得

L1=0.4086, L2=0, L3=–0.1358, L4=–0.1844, L5=2.0506, 

Lyapunov 维数为 dL=2.1723. 因此从 5 阶忆阻电路的

相轨图、Lyapunov 指数和维数, 可知该电路是混沌振

荡的.  

2  平衡点集与稳定性分析 

令 0,x y z u v         可得(3)式的平衡点为集合 

 E={(x, y, z, u, v)| z=u=v=0, x=c1, y=c2},  (4) 
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图 2  两个忆阻器混沌电路的吸引子 
(a) xy; (b) xu 

即位于 x-y 平面上的每一个点均是平衡点, 这里 c1 和

c2 是实常数. 选择电路参数使得 a=8, b=10, c=0, d=2, 

选择 e, c1和 c2 为可变参数, (3)式在平衡点处的 Jacobi

矩阵 JE 为 
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其中 2
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平衡点集 E 的特征根方程为 
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(6)式表明系统(3)有 2 个零特征根和 3 个非零特征根. 

(6)式括号中的三次多项式方程的系数均为非零实常

数, 根据 Routh-Hurwitz 稳定条件, 该三次多项式方

程的所有根具有负实部的充要条件是 
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若选择 e=0.1, 即除两个忆阻器的初始状态外电

路参数均固定不变, 而选择 c1=0.8 ~ 0.8, c2=0.4 ~ 

0.4, 则满足(8)式的参数分布在图 3 中的白色部分, 

即由两个稳定区域组成. 图 3 中白色部分是稳定区域, 

灰色部分是不稳定区域. 若两个忆阻器的初始值满

足(8)式, 其他初始值为零, 则系统(3)从这两个稳定

区域出发的解是渐近稳定的, 这时平衡点集E除两个

零特征根之外的三个非零特征根的实部均为负. 反

之, 图 3 中灰色部分为不满足(8)式的参数范围, 即由

两个不稳定区域组成, 在此范围内, 平衡点集 E 是不

稳定的. 若不考虑两个零特征根对系统稳定性的影

响, 一般由两个不稳定区域出发的系统(3)的解是不

稳定的, 其解的运行轨线趋于极限环或者混沌轨或

者无穷发散.  

令 c2=0, 在 c1 坐标轴上所对应的不稳定范围为 

 1 0.1741,c  10.234 0.5206.c   (9) 

令 c1=0, 在 c2 坐标轴上所对应的不稳定范围为 

 2 0.1925,c  2 0.2202.c   (10) 

需要说明的是, 含有两个忆阻器的混沌电路的 

 

 

图 3  平衡点集 E 三个非零特征根的稳定性分布 
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稳定性不能简单地由平衡点集E的 3个非零特征根来

确定, 下面的数值仿真结果说明了 2 个零特征根在一

定的电路参数下对含有两个忆阻器的混沌电路的动

力学特性也有很大的影响.  

对于上述确定的参数值 , 选择初始状态 (x(0), 

y(0), 0, 1×10-4, 0)中的 x(0)和 y(0)为可变参数 . 当

y(0)=0 时 , 系统 (3) 随初始状态 x(0)=c1 变化的

Lyapunov指数谱如图 4(a)所示; 当 x(0)=0时, 系统(3)

随初始状态 y(0)=c2 变化的 Lyapunov 指数谱如图 4(b)

所示. 为了图示清晰, 图 4 中第 5 根 Lyapunov 指数曲

线只给出了部分.  

图 4 数值仿真结果与上述理论分析结果在 0.12< 

c1<0.23区间和0.19<c2<0.16区间存在差异, 在此区

间内系统(3)是一个稳定的汇. 该差异主要是系统(3)

的平衡点集 E除了 3个非零特征根外还有 2个零特征

根所导致的[21].  

3  依赖于电路参数的动力学分析 

与一般混沌电路的动力学分析一样, 先借助分

岔图和 Lyapunov 指数谱等常规的动力学分析工具, 

对图 1 所示的具有两个忆阻器的混沌电路在电路参

数发生改变时进行其动力学行为研究.  

选择上述电路参数且 c1 和 c2 均为零, 并选择电

路参数 e 为可变参数, 即电阻 R 的阻值可调. 参数 e

增加时, Lyapunov 指数谱和状态变量 x 的分岔图分别

如图 5(a)和(b)所示. 需说明的是, 画分岔图所选择的

庞加莱截面 z=0 是一个在 5 维相空间中垂直于 z 轴的

过原点的平面. 可见图 5 中 Lyapunov 指数谱与分岔

图所表现的运行轨线稳定与不稳定区域是一致的 , 

但与一般混沌系统所不同的是, 含两个忆阻器的混

沌电路在周期区域内其最大 Lyapunov 指数为正值. 

从图 5(b)可观察到忆阻混沌系统(3)通向混沌的道路, 

它是从一个有界点转变为不稳定的周期轨道, 历经

倍周期分岔后进入了混沌轨道, 然后又经反向倍周

期分岔后逐步过渡为周期轨道, 最后突变为一个有

界点. 显然, 在混沌带中系统存在几个周期窗口. 相

应的电路参数 e 所对应的动力学区域列于表 1 中.  

系统(3)所产生的典型的周期轨道、混沌轨道和

稳定汇在 y-z 平面上的投影如图 6 所示, 其中各子图

所对应的运行轨道和电路参数分别为: 图 6(a)周期 1 

(e=0.032)、图 6(b)周期 2 (e=0.038)、图 6(c)周期 5  

 

图 4  忆阻器初始状态变化时 Lyapunov 指数谱 
(a) c1变化; (b) c2变化 

 

图 5  电路参数 e 变化时 Lyapunov 指数谱和分岔图 
(a) Lyapunov 指数谱; (b) 分岔图 
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表 1  参数 e 区间所对应的动力学行为 

For 0  e  0.019, stable sink 

For 0.019 < e < 0.043, limit cycle 

e = 0.035, 0.04, period-2, -4 bifurcation 

For 0.043  e < 0.358, chaotic attractor 

0.047 < e  0.051, period-3 windows 

Near e = 0.06, period-5 windows 

0.072  e < 0.076, period-3 windows 

0.091 < e < 0.096, period-5 windows 

Near e = 0.26, period-5 windows 

For 0.358  e  0.46, limit cycle 

e = 0.361, 0.387, period-4, -2 bifurcation 

For 0.46 < e  0.6, stable sink 

 
(e=0.26)、图 6(d)双涡卷混沌吸引子(e=0.28)、图 6(e)

单涡卷混沌吸引子(e=0.32)、图 6(f)稳定汇(e=0.47). 

图 6(a)和 6(b)描述了周期 1 和周期 2 极限环, 它们印

证了系统(3)呈现出的倍周期分岔行为; 图 6(c)示出

了一个周期窗内的周期 5 轨道; 图 6(d)和 6(e)反映了

混沌区域内双涡卷和单涡卷混沌轨道; 图 6(f)表明了

系统轨道渐趋于一个稳定的有界点.  

4  依赖于忆阻初始状态的动力学分析 

具有两个忆阻器的混沌电路的平衡点为位于整

个 x-y 平面上的点, 且存在不同的稳定性, 电路从不

同区域出发的运行轨线将有着不同的动力学行为 . 

在下面数值仿真分析中 , 选择电路参数使得 a=8, 

b=10, c=0, d=2, e=0.1, 并选择 c1 和 c2 为可变参数.  

4.1  状态转移现象 

当 c1=0.264且 c2=0时, 从图 4(a)可观察到忆阻混

沌电路具有一个正的 Lyapunov 指数(L1>0), 这意味

着电路应处于混沌状态, 但数值仿真结果表明电路

只存在瞬态和稳态周期 1 极限环. 忆阻混沌电路随时

间演化的 Lyapunov 指数谱和相应的运行轨线如图 7

所示. 图 7(a)结果说明电路在长时间演化后将存在一

个正的 Lyapunov 指数, 而图 7(b)结果则说明在时间

序列演变过程中, 忆阻混沌电路的运行轨线发生了

复杂的状态转移现象.  

从图 7(b)可清晰地观察到, 电路的运行轨线从最

初的一个有界点, 在 t=60 s 附近逐步演变成一个周期

1 极限环. 随着时间的进一步演化, 极限环在 z 轴方

向上的动态幅度范围从[0.22, 0.25]到[0.31, 0.36]慢

慢地扩展, 在 t=640 s 附近发生突变, 极限环在 z 轴方

向上的动态幅度范围最终变成了[4.92, 4.65].  

4.2  瞬态超混沌现象 

从图 4(b)可观察到, 在 2| | (0.02,0.06]c 区域内, 

第 2根Lyapunov指数 L2 > 0, 表明系统(3)存在超混沌

现象.  

当 c2=0.06 且 c1=0 时, 忆阻混沌电路随时间演化

的 Lyapunov 指数谱和相应的运行轨线如图 8 所示. 

从图 8(a)中可知, 随着时间的不断演化, Lyapunov 指

数谱趋于稳态值 :  L 1 =0.417,  L 2 =0 .1204,  L 3 =0 , 

L4=0.6639, L5=1.5419, 因此系统(3)从此初始状态

出发的运行轨线将在两个方向上分离, 其动力学特 

 

 

图 6  系统(3)在不同电路参数时的相轨图 
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图 7  状态转移现象. (a) 随时间演化的 Lyapunov 指数谱; 
(b) 随时间演化的运行轨线 

性变得更为复杂. 图 8(b)给出了系统(3)中状态变量 z

的时间序列, 图中结果说明了忆阻混沌电路在时间

区间 [0 s,  6750 s]t 内呈现为一个长时间的、有着不

同动力学行为的瞬态过渡状态, 而在 t>6750 s 后则表

现为稳态的周期 1 极限环. 在有限时间尺度内出现的

混沌称之为瞬态混沌[19, 22]. 由于这时电路存在两个

正的 Lyapunov 指数, 因此在图 8(b)中出现的复杂瞬

态过渡状态称之为瞬态超混沌现象.  

显然, 图 8(b)中的时间序列与其他混沌系统[23-26]

所产生的时间序列完全不同, 其运行轨线从最初的

一个周期 4 极限环经过一段时间的演化后转移到一

个双涡卷的超混沌吸引子, 然后再演变成一个单涡

卷混沌吸引子并转变成一个周期 2 极限环、一个单涡

卷混沌吸引子, 最后稳定在一个周期 1 极限环上. 忆

阻混沌电路的运行轨线随时间演化的整个过渡过程是

连续的, 在一些典型的时间区间内在 y-z 平面上的投

影如图9所示, 其中各子图的时间区间分别为: 图9(a) 

[200 s, 600 s](周期 4)、图 9(b)[1000 s, 1400 s](超混沌)、 

 

图 8  瞬态超混沌现象. (a) 随时间演化的 Lyapunov 指数谱; 
(b) 随时间演化的运行轨线 

图 9(c)[3000 s, 3400 s](混沌)、图 9(d)[3900 s, 4200 s](周

期 2)、图 9(e)[6000 s, 6400 s](混沌)、图 9(f)[7600 s, 

8000s](周期 1). 图 9(a)至 9(e)示出了复杂的瞬态周期

4、周期 2、超混沌和混沌的轨道, 由此反映了忆阻混

沌电路在一个有限时间尺度内有着复杂的动力学行

为; 而图 9(f)则显示了在一个较长的瞬态过程结束后

最终所形成的周期轨.  

4.3  复杂现象分析 

发生上述复杂的非线性现象, 究其原因, 是由于

忆阻混沌电路存在一个或两个正的 Lyapunov 指数以

及在 x-y 平面上有着稳定的和不稳定的区域等因素相

互影响而导致的.  

一方面, 从上述两个初始状态出发的运行轨线, 

正的 Lyapunov 指数将致使其在一个或两个方向上不

断地扩张, 但所有 Lyapunov 指数之和为负值又将致

使其在这些方向上不断收缩或折叠, 从而形成混沌

或超混沌吸引子. 另一方面, 由于忆阻混沌电路在 
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图 9  系统(3)在不同时间区间内的相轨图 

xy 平面上存在两个稳定区域和两个不稳定区域, 两

个不稳定区域之间有着一定宽度的稳定区域, 从不

稳定区域出发的运行轨线在五维相空间中从一开始

表现为不断扩张或收缩, 但在穿越稳定区域时在其

运行方向上受到一定程度的干扰, 改变了忆阻混沌

电路最初的动力学特性, 导致其动力学行为不可预

测. 一个正的 Lyapunov 指数的轨线流只在单个运行

方向上受到干扰, 而两个正的 Lyapunov 指数的轨线

流在两个运行方向上都会受到干扰, 因此, 随着时间

的不断演化, 瞬态超混沌现象中的动力学行为要比

状态转移现象中的更为复杂.  

5  结论 

含有两个忆阻器的混沌电路具有一个位于忆阻

器内部状态变量所构成平面上的平衡点集, 并且平

衡点集的  3 个非零特征根在两个忆阻器初始状态的平

面上有着稳定的和不稳定的区域分布. 因此, 含有两

个忆阻器的混沌电路区别于一般的混沌系统, 其动

力学特性除了随电路参数变化外, 还极端依赖于电

路中两个忆阻器的初始状态, 有着一些与众不同的

非线性动力学行为, 例如状态转移和瞬态超混沌等

复杂的动力学现象.  

本文通过把两个具有光滑特性曲线的磁控忆阻

器引入到蔡氏混沌振荡电路中, 得到了一个新的具有

两个忆阻器的混沌电路. 利用常规的动力学分析方法, 

定性分析了忆阻混沌电路的平衡点集在一个平面上

的稳定性区域分布, 并借助于数值仿真手段研究了在

不同电路参数和忆阻器初始状态下忆阻混沌电路所

产生的复杂动力学现象. 本文所提出的平衡点集稳定

性的定性分析方法可适合于一类含有忆阻器的特殊

电路或具有平衡点集的复杂系统的稳定性分析, 所揭

示的复杂物理现象可丰富混沌动力学理论中的相关

内容, 有着重要的理论物理意义和工程应用价值. 
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