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摘要 令 U 为 U -半富足半群的投射元集合. 每个 H̃-类含投射元的 U -富足半群称为 U -

超富足半群. 这种半群是完全正则半群和超富足半群在 U -半富足半群类中的一个共同推

广. 1941 年, Clifford 证明了半群 S 为完全正则半群, 当且仅当 S 为完全单半群的半格. 40

多年后, Fountain 将这一结果推广到了超富足半群上. 本文关于 U -超富足半群得到了广义

Clifford 定理. 这一结果分别以 Clifford 和 Fountain 的上述结果为其推论.

关键词 Clifford 定理 完全正则半群 超富足半群 U -富足半群 U -超富足半群
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1 引言

令 E(S) 为半群 S 的幂等元集合, U 为 E(S) 的一个非空子集. 由 Lawson的文献 [1]引

入的半群 S 上的关系 L̃ 和 R̃, 分别定义如下:

(a, b) ∈ L̃, 当且仅当 (∀e ∈ U) ae = a ⇐⇒ be = b,

(a, b) ∈ R̃, 当且仅当 (∀ e ∈ U) ea = a ⇐⇒ eb = b.

易知, L̃ 和 R̃ 均为 S 上的等价关系. 它们的交 L̃ ∩ R̃ 用 H̃ 来表示, 它们的连 L̃ ∨ R̃ 用
D̃ 来表示.

为了便于将正则半群推广到富足半群, Fountain 在文献 [2] 中采用了以下的广义 Green

关系:

L∗ = {(a, b) ∈ S × S : (∀x, y ∈ S1)ax = ay ⇔ bx = by},
R∗= {(a, b) ∈ S × S : (∀x, y ∈ S1)xa = ya ⇔ xb = yb}.

容易看出, L ⊆ L∗ ⊆ L̃ 以及 R ⊆ R∗ ⊆ R̃. 据 Fountain 的文献 [2], 半群 S 称为富足的,

如果 S 的每一 L∗-类和每一 R∗-类都含有幂等元. 特别地, 正则半群都是富足半群. 为了富

足半群的进一步推广, 考虑每一 L̃-类和每一 R̃-类都含有 U 中元素的半群 S, 称这种半群 S
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为 U -半富足半群,集合 U 称为 S 的投射集, U 中的元素称为 S 的投射元 (见文献 [3]). 文献

[1] 注意到, 半群 S 上的等价关系 L̃ 未必是右同余, R̃ 也未必是左同余. 因而, 称 U -半富足

半群 S 为 U -富足的, 如果 S 满足同余条件, 即 L̃ 为 S 上的右同余, R̃ 为 S 上的左同余. 近

些年来, U -半富足半群及其子类被广泛研究 (见文献 [1, 3–9]).

本文将研究每一 H̃-类都含投射元的 U -富足半群,称其为 U -超富足半群. 这种半群为完

全正则半群和超富足半群在 U -半富足半群类中的一个共同推广 (见文献 [10–12]). 早在 1941

年, Clifford 证明了半群 S 为完全正则的, 当且仅当 S 为完全单半群的半格. 后来, Fountain

将 Clifford 的这一重要结果推广到了超富足半群. 这里, 我们将在 U -富足半群类中, 关于

U -超富足半群得到广义 Clifford 定理. 这一结果分别以 Clifford 和 Fountain 的上述结果作

为其推论.

文中未提到的术语和记号, 参见文献 [2, 7, 12, 13].

2 预备和关系 J̃
令 S 为 U -半富足半群, U 为 E(S) 的非空子集. 首先列举 U -半富足半群的一些基本性

质.

引理 2.1[3] 令 S 为 U -半富足半群, 且 e, f ∈ U . 则 eL̃f ⇔ eLf 及 eR̃f ⇔ eRf .

下面引理的证明是显然的.

引理 2.2 (i) (x, e) ∈ L̃, 其中 e ∈ U , 当且仅当关于任意 f ∈ U , xf = x ⇔ ef = e. 特别

地, xe = x.

(ii) (x, e) ∈ R̃, 其中 e ∈ U , 当且仅当关于任意 f ∈ U , fx = x ⇔ fe = e. 特别地, ex = x.

易知, U -半富足半群 S 的子半群未必是 U -半富足的. 因此, U -半富足半群 S 的子半群

T 称为 S 的 V -半富足子半群, 如果 T 为 V - 半富足半群且投射集 V = U ∩ T . 我们用 L̃(S)

和 L̃(T ) 分别表示 S 和 T 上的关系 L̃. 含元素 a 的半群 S 的 L̃-类记作 L̃a 或者 L̃a(S). 此

外, 用相应的符号表示其它关系的类.

引理 2.3 令 T 为 U -半富足半群 S 的 V -半富足子半群, 其中 V = U ∩ T . 则下述两条

成立:

(i) L̃(S) ∩ (T × T ) ⊆ L̃(T ).

(ii) R̃(S) ∩ (T × T ) ⊆ R̃(T ).

证明 由定义立得.

据 Lawson的文献 [1],半群 S 的右理想 I 称为 S 的 U -允许右理想,如果关于任意 a ∈ I,

有 R̃a ⊆ I. 类似地, 半群 S 的左理想 I 称为 S 的 U -允许左理想, 如果关于任意 a ∈ I, 有

L̃a ⊆ I. 若 a ∈ S, 则 S 的含元素 a 的主 U -允许左理想定义为 S 的含元素 a 的所有 U -允许

左理想的交, 简记为 L̃(a). 对偶地, 可定义 S 的含元素 a 的主 U -允许右理想, 并记为 R̃(a).

沿用上述记法, 称半群 S 的理想 I 为 S 的 U -允许理想, 如果 I 既为 S 的 U -允许右理

想, 又为 S 的 U -允许左理想. 易证, S 的任何 U -允许理想的交要么为 S 的 U -允许理想, 要

么为空集. 因此, 我们定义 S 的含元素 a 的主 U -允许理想为 S 的含元素 a 的所有 U -允许

理想的交, 简记为 J̃(a). 显然, 关于任意 a ∈ S, L̃(a) ⊆ J̃(a) 及 R̃(a) ⊆ J̃(a).

现在定义半群 S 上的关系 J̃ .
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定义 2.4 令 S 为半群, U 为 E(S) 的非空子集. 则 S 上的关系 J̃ 定义为:

(a, b) ∈ J̃ 当且仅当 J̃(a) = J̃(b) (a, b ∈ S).

下述引理给出了 J̃(a) 的另一个刻画.

引理 2.5 令 a ∈ S. 则 b ∈ J̃(a), 当且仅当存在 a0, a1, . . . , an ∈ S, x1, x2, . . . , xn, y1, y2,

. . . , yn ∈ S1, 使得关于 i = 1, 2, . . . , n, 有 a = a0, b = an, 且 (ai, xiai−1yi) ∈ D̃.

证明 令 B 为半群 S 中所有满足所给条件的元素 b 的集合. 假设 b ∈ B. 那么存

在 a0, a1, . . . , an ∈ S, x1, x2, . . . , xn, y1, y2, . . . , yn ∈ S1, 使得关于 i = 1, 2, . . . , n, 有 a =

a0, b = an, 且 (ai, xiai−1yi) ∈ D̃. 若 ai−1 ∈ J̃(a), 则因 J̃(a) 为理想, 得 xiai−1yi ∈ J̃(a). 由

(ai, xiai−1yi) ∈ D̃,知存在 z1, z2, . . . , zm ∈ S使得 (xiai−1yi, z1) ∈ L̃, (z1, z2) ∈ R̃, . . . , (zm, ai) ∈
R̃.又由 J̃(a)为 S的 U -允许理想和 xiai−1yi ∈ J̃(a),得 z1 ∈ J̃(a).类似地,得到 z2, . . . , zm, ai ∈
J̃(a). 换句话, 我们证明了 ai−1 ∈ J̃(a) 蕴涵 ai ∈ J̃(a). 因 a0 = a ∈ J̃(a), 则关于

i = 1, 2, . . . , n, ai ∈ J̃(a). 特别地, b = an ∈ J̃(a). 因此 B ⊆ J̃(a). 易知, 若 b ∈ B, 则

关于任意 x, y ∈ S1, xby ∈ B. 而且, 有 L̃b ⊆ B 及 R̃b ⊆ B. 这样, B 为 S 的一个 U -允许理

想. 又显然, a ∈ B. 因此, 据定义, J̃(a) ⊆ B. 这证明了 J̃(a) = B.

下文中, 假设 S 为 U -富足半群, 其中 U 为 E(S) 的非空子集. 我们考虑下面的半群类.

定义 2.6 U -富足半群 S 称为 U -超富足半群, 如果 S 的每一 H̃-类含 U 中的元素.

定义 2.7 半群 S 称为 J̃ -单半群, 如果 J̃ 为 S 上的泛关系. U -富足半群 S 称为完全

J̃ -单半群, 如果 S 为 U -超富足的, 且为 J̃ -单的.

引理 2.8 若 S 为 U -超富足半群, 且 a ∈ S, 则 J̃(a) = SeS, 其中 e ∈ H̃a ∩ U .

证明 据引理 2.5, e ∈ J̃(a). 又由 J̃(a) 的定义, 得 SeS ⊆ J̃(a). 故只需证理想 SeS

为 S 的一个含元素 a 的 U -允许理想. 显然, 由 a = ae ∈ SeS, 知 SeS 包含元素 a. 任取

b = uev ∈ SeS, 其中 u, v ∈ S, 且取 f ∈ H̃ue ∩ U . 则由 ueL̃f , 知 ue · e = ue 蕴涵 fe = f . 因

L̃ 为 S 上的右同余, 有 bL̃fv. 取 g ∈ H̃fv ∩ U , 由 f · fv = fv 和 fvR̃g, 得 fg = g. 从而,

g = fg = feg ∈ SeS. 注意到 fvL̃g,我们有 bL̃g. 取 h ∈ H̃b ∩U . 则 gL̃h. 据引理 2.1,有 gLh.

因此, h = hg = hfeg ∈ SeS. 若 x ∈ L̃b, 则显然 xL̃h. 据引理 2.2, 得 x = xh. 由 h ∈ SeS,

从而 x ∈ SeS 及 L̃b ⊆ SeS. 类似地, 若 y ∈ R̃b, 则有 y = hy ∈ SeS. 因此, R̃b ⊆ SeS. 这样,

SeS 为 S 的含元素 a 的 U -允许理想. 因此, SeS = J̃(a).

引理 2.9 在任意 U -超富足半群 S 上, J̃ = D̃.

证明 据引理 2.5 和定义 2.4, D̃ ⊆ J̃ . 令 a, b ∈ S 且 aJ̃ b. 据引理 2.8, 存在幂等元

e ∈ H̃a∩U 和 f ∈ H̃b∩U ,使得 SeS = SfS. 这样,存在 x, y, u, v ∈ S1,使得 e = xfy, f = uev.

取 g ∈ H̃xf ∩ U 及 h ∈ H̃ev ∩ U. 显然 xf · f = xf 和 gL̃xf 蕴涵 gf = g. 类似地, eh = h.

易知, fg 和 he 是幂等元且满足 fgLg 和 heRh. 因 L 为右同余, R 为左同余, 得 fgeLge 和

fheRfh. 又因 g ∈ H̃xf ∩ U , 显然 gL̃xf 和 gR̃xf . 因此, 据引理 2.2, (xf)g = xf = g(xf), 且

有 ge = gxfy = gxf ·y = xfy = e. 类似地, fh = uevh = u ·evh = uev = f . 所以, eLfeRf . 由

L ⊆ L̃ 和 R ⊆ R̃, 得 aL̃eL̃feR̃fR̃b. 这导致了 aD̃b. 从而 J̃ ⊆ D̃. 这样, 我们证明了 J̃ = D̃.

引理 2.10 令 S 为 U -超富足半群. 则 J̃ 为 S 上的半格同余.

证明 若 a ∈ S, 则存在幂等元 e ∈ U 使得 aL̃e 且 aR̃e. 据引理 2.2, a = ae = ea. 因

L̃ 和 R̃ 分别为 S 上的右同余和左同余, 所以 a2L̃ea = a 和 a2R̃ae = a. 因此, aH̃a2. 从而,
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J̃(a) = J̃(a2). 若 a, b ∈ S, 则 J̃(ab) = J̃(abab). 据引理 2.5, abab ∈ J̃(ba), 从而, J̃(ab) ⊆ J̃(ba).

对称地, 有 J̃(ba) ⊆ J̃(ab). 因此, J̃(ab) = J̃(ba).

现取 e ∈ H̃a∩U 及 f ∈ H̃b∩U . 据引理 2.8, J̃(a) = SeS及 J̃(b) = SfS. 取 d ∈ J̃(a)∩J̃(b),

则存在 x, y, s, t ∈ S 使得 d = xey = sft. 因此, d2 = xeysft ∈ SeysfS ⊆ J̃(eysf) = J̃(feys) ⊆
J̃(fe) = J̃(ef),亦即, d2 ∈ J̃(ef). 但 dH̃d2,从而, d ∈ J̃(ef). 因 aL̃e和 L̃为 S 上的右同余,得

abL̃eb. 类似地,有 ebR̃ef.由此得 abD̃ef . 据引理 2.9, d ∈ J̃(ab). 这证明了 J̃(a)∩J̃(b) ⊆ J̃(ab).

显然, J̃(ab) ⊆ J̃(a) ∩ J̃(b). 因此, J̃(a) ∩ J̃(b) = J̃(ab).

容易看出, S 的所有主 U -允许理想 J̃(a) 的集合在集合交运算下形成一个半格 Y , 所以,

我们考虑从 S 到半格 Y 上的映射 ϕ : a 7→ J̃(a). 易证映射 ϕ 为从 S 到 Y 上的半群同态, 从

而 J̃ 为 S 上的半格同余. 这完成了证明.

3 主要结果

据文献 [7] 中的引理 2.3, 我们先来观察半群 S 上的关系 L̃ 和 R̃.

(i) 若 S 为富足半群且 U = E(S),则在 S 上 L̃ = L∗ 及 R̃ = R∗. 从而,在 S 上 H̃ = H∗
及 J̃ = J ∗. 在此情形下, L̃ 和 R̃ 分别为 S 上的右同余和左同余. 这样, S 为 E(S)-富足半

群.

(ii)若 S 为正则半群且 U = E(S),则在 S 上 L̃ = L及 R̃ = R. 从而,在 S 上 H̃ = H 及
J̃ = J . 在此情形下, L̃ 和 R̃ 分别为 S 上的右同余和左同余. 因此, S 为 E(S)-富足半群.

定理 3.1 半群 S 为 U -超富足半群, 当且仅当 S 为完全 J̃ -单半群 Sα (α ∈ Y ) 的半格

Y , 且关于 α, β ∈ Y 满足下述两条:

(i) 关于每一 a ∈ Sα, L̃a(S) = L̃a(Sα) 及 R̃a(S) = R̃a(Sα).

(ii) 关于任意 a, b ∈ Sα 和 x ∈ Sβ , (a, b) ∈ L̃(Sα) 蕴涵 (ax, bx) ∈ L̃(Sαβ), 及 (a, b) ∈
R̃(Sα) 蕴涵 (xa, xb) ∈ R̃(Sαβ).

证明 充分性. 若 S 为上述半群 Sα 的半格 Y , 则由条件 (i) 知, 关于每一 α ∈ Y , S 的

每一 H̃-类恰好是 Sα 的 H̃-类. 由条件 (ii) 易知 S 满足同余条件. 因 Sα 的每一 H̃-类包含投

射集 U 中的元, 从而 S 一定为 U -超富足半群.

必要性. 据引理 2.10,易知 U -超富足半群 S 为半群 Sα (α ∈ Y )的半格 Y ,其中 Sα (α ∈
Y ) 为 S 的 J̃ -类.

令 α ∈ Y . 假设 a, b 为 S 的 J̃ -类 Sα 的元素且满足 (a, b) ∈ L̃(Sα). 取 e ∈ H̃a(S) ∩U 及

f ∈ H̃b(S)∩U . 易知, e, f ∈ Sα 且由引理 2.3, Sα 为 V -超富足半群, 其中投射集 V = U ∩ Sα.

据引理 2.3, 知 (a, e) ∈ L̃(S) 蕴涵 (a, e) ∈ L̃(Sα) 及 (b, f) ∈ L̃(S) 蕴涵 (b, f) ∈ L̃(Sα). 因

此, (e, f) ∈ L̃(Sα). 从而, 据引理 2.1, 有 (e, f) ∈ L(Sα), 即, ef = e, fe = f . 这导致了

(e, f) ∈ L(S) ⊆ L̃(S) 以及 (a, b) ∈ L̃(S). 这证明了 L̃(Sα) ⊆ L̃(S) ∩ (Sα × Sα). 又由引理 2.3,

得 L̃(S) ∩ (Sα × Sα) ⊆ L̃(Sα). 从而, 关于任意 a ∈ Sα, 有 L̃a(S) = L̃a(Sα). 类似地, 可证

R̃a(S) = R̃a(Sα). 因此, 条件 (i) 成立, 且 H̃a(S) = H̃a(Sα).

由上可知, 因 S 为 U -超富足半群, 显然 S 的每一 J̃ -类 Sα 为 V -超富足半群, 其中 Sα

的投射集 V = U ∩ Sα. 为证每一 Sα 为完全 J̃ -单的, 假设 a, b ∈ Sα. 显然, (a, b) ∈ J̃ (S). 据

引理 2.9,显然 (a, b) ∈ D̃(S). 因此,存在 x1, x2, . . . , xk ∈ S,使得 aL̃(S)x1R̃(S)x2 · · ·xkR̃(S)b.

由前面的证明, 知 aL̃(Sα)x1R̃(Sα)x2 · · ·xkR̃(Sα)b. 这样, (a, b) ∈ D̃(Sα), 即, a, b 在 V -超富足
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半群 Sα 中是 D̃ 相关的. 又据引理 2.9,知 (a, b) ∈ J̃ (Sα). 从而, Sα 为 J̃ -单的. 因此,据定义

2.7, Sα 为完全 J̃ -单半群. 又注意到 S 满足同余条件, 显然, 条件 (ii) 成立. 这完成了证明.

综上观察和定理 3.1,我们有下面的推论.这些推论可分别看作定理 3.1在完全正则半群

和超富足半群上的应用.

推论 3.2 [2] 半群 S 为超富足半群, 当且仅当 S 为完全 J ∗-单半群 Sα (α ∈ Y ) 的半格

Y , 并满足关于 α ∈ Y 和 a ∈ Sα, L∗a(S) = L∗a(Sα) 且 R∗a(S) = R∗a(Sα).

推论 3.3 (Clifford 定理)[10] 半群 S 为完全正则半群,当且仅当 S 为完全单半群的半格.

致谢 作者十分感谢审稿人提出的宝贵的修改意见.
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