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摘要    用时间连续二维 PIV 测量充分发展湍流边界层, 对测量得到的(x, y)平面速

度场应用有限时间 Lyapunov指数方法辨识 Lagrangian拟序结构, 发现湍流边界层中

的典型 Lagrangian 拟序结构(LCS)是广义马蹄涡结构, 其一端延伸至近壁流区, 另一

端向外层伸展, 在头部具有明显的展向旋转趋势. 对从 FTLE 场中辨识出的 LCS 的

空间形态进行统计分析, 发现 LCS 的倾斜角θ 的概率密度分布在近壁区符合 t 分布, 
而在外层呈现为双峰分布, 其概率峰分别对应马蹄涡的头部和颈部. 空间相关分析

表明, LCS 的平均倾斜角θ R沿法向先增加后减小, 其数值和变动趋势与瞬时 LCS 倾

斜角θ 的均值相同. θ 的最可几值在 y+ = 100 附近达到最大值 24°, 说明马蹄涡由涡颈

过渡到涡头的位置最有可能出现在 y+ = 100 附近. 最后对 FTLE 场进行了时间-空间

相关分析, 发现 LCS 的平均对流速度沿法向的分布在对数区与当地边界层的时均速

度型基本一致, 说明在湍流边界层中马蹄涡的对流决定了边界层内的流体输运特性. 
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壁湍流普遍存在于自然界和工程实际中, 20 世

纪 60 年代Kline等人[1]在湍流边界层中发现快慢条带

结构和猝发事件, 改变了此前所认为的湍流是完全

随机的紊乱流动的传统观点. 此后, 人们对湍流边界

层中的各种拟序结构进行了持续研究, 结果表明旋

涡是壁湍流拟序结构的核心, 将影响条带、猝发、鼓

包等其他拟序结构的发展和演化[2~4]. 壁湍流中已经

观察到的旋涡结构包括马蹄涡、横向涡和流向涡等, 
其中马蹄涡被认为是基本涡结构, 马蹄涡的再生和

繁殖是其他拟序结构能够自维持的必要条件[5].  
湍流边界层中的马蹄涡往往淹没于小尺度的强

随机脉动中, 其对称性和演化发展过程受随机脉动

的影响很大, 这给直接研究湍流边界层中的马蹄涡

特性带来了一定的困难. 因此人们往往使用人工激

励的方式[6~8]在层流边界层内产生具有较好完整性和

对称性的马蹄涡, 进而研究其演化发展规律.  
近年来, 旋涡辨识技术得到了长足发展, 人们因

此能够以更加精细的方式从湍流速度场中辨识并提

取旋涡结构. 旋涡辨识方法主要包括Q准则[9]、λ2 准

则[10]、Δ准则[11]和λci准则等[12], 这些涡辨识方法均基于

Euler体系, 以速度梯度张量 v∇ 某些特性作为旋涡

辨识的依据. 由于要计算速度梯度张量场, 因此需要

得到具有较高空间分辨精度的三维速度场, 现有实

验手段还不能满足这一要求, 所以对这些涡辨识准

则的应用目前还主要限于槽道湍流直接数值模拟

(direct numerical simulation, DNS)得到的数据库

的

[12,13]. 
另一类涡辨识准则基于Lagrangian体系, 以流体

质点在流场中对流特性的时间积分为主要考虑因素, 
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无需使用速度梯度张量, 因此对速度场的空间分辨

能力要求较低 , 有限时间Lyapunov指数 (finite-time 
lyapunov exponents, FTLE)方法即是其中一种. Green
等人[14]使用FTLE方法在槽道湍流DNS数据库中成功

辨识出马蹄涡结构, 但尚未见到有应用该方法处理

实验得到的湍流边界层速度场的文献报导. 因此, 本
文将使用时间连续的二维粒子图像测速(particle im-
age velocimetry, PIV)技术测量充分发展湍流边界层, 
对测量得到的二维速度场应用FTLE方法辨识典型的

Lagrangian拟序结构 (Lagrangian coherent structures, 
LCS), 并进一步分析LCS的空间形态和对流速度的

统计特性.  

1  有限时间 Lyapunov 指数方法 
Lyapunov指数是描述混沌现象的一个重要参数, 

它表征了系统在相空间中相邻轨道间收敛或发散的

平均指数率 . 对于一个动力学系统而言 , 如果最大

Lyapunov指数大于零, 意味着在系统相空间中, 初始

间距无穷小的两条相邻轨迹线将随时间不断分开 , 
两者的间距呈指数增长. 从Lagrangian观点出发, 可
以将旋涡边界视为分割旋涡内部流体微团和环境流

体的物质面, 考虑旋涡内外两个由旋涡边界分开但

彼此无限接近的流体质点的运动轨迹, 由于旋涡边

界以内的流体微团呈旋转状态, 因此在一个很短的

时间范围内两个流体质点要么相互离开要么相互靠

近, 两个流体质点离开或靠近的速率和它们与旋涡

边界的初始距离成反比. 借用Lyapunov指数的观点, 
可以认为在旋涡边界处两个无限接近的流体质点将

具有最大的离开或靠近速率, 对应于该位置上出现

最大或最小Lyapunov指数. Haller等人[15,16]通过严格

的数学推导证明, 流体微团将在旋涡边界面上出现

最大拉伸率或压缩率, 因此旋涡的边界对应于在有

限时间内积分的Lyapunov指数场出现极值的位置. 
有限时间 Lyapunov 指数(以下简称 FTLE)描述初

始时刻位于空间某位置处的流体质点与其极小距离

邻域内流体质点的相对距离在有限时间范围内的平

均变动率, 每一流体质点在不同时刻的空间位置可

以通过质点在 Euler 速度场中对流而求出. 图 1 给出

计算 FTLE 时进行流体质点对流的示意图, 在 t0+T 时

刻位于中心位置(i, j)上的质点与初始 t0时刻邻域内其

他质点的距离定义为 
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Haller[16]经过推导得出: 流体质点组相对距离的变动
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其中 x(t0+T, x0, t0)表示 t0 时刻在 x0 位置开始对流的质

点经过 T 时间后所在的空间位置. 在 T 时间内的

FTLE 为 

 0 0 0 0
1( ,  ) log ( ,  ).

2T TFTLE x t x t
T

σ=  (3) 

固定初始时刻 t0计算 FTLE 的空间标量场, FTLE 的空

间分布在脊线处具有最大或最小值, 因此 FTLE 空间

上的脊线可以表征旋涡结构的边界, 用此方法得到

的结构称为 Lagrangian 拟序结构(LCS). 考虑到旋涡

边界或者具有最大拉伸率或者具有最大压缩率, 如
果沿流体质点轨迹进行后向积分(对应 T < 0), 所得到

的 FTLE 脊线显示的是具有最大压缩率的吸引

LCS(attracting LCS), 类似于染色液被旋涡卷携而显

示旋涡形态. 如果沿流体质点轨迹进行前向积分(对
应 T > 0), 所得到的 FTLE 脊线将显示具有最大拉伸

率的排斥 LCS(repelling LCS). 
 

 
 

图1  计算有限时间 Lyapunov指数时进行流体质点对流的

示意图 
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Shadden等人[17,18]使用该方法研究了涡环边界处

的流体输运特性; Mathur等人[19]辨识了二维湍流中的

LCS; Green等人[14]进一步在槽道湍流DNS数据库中

辨识出具有马蹄涡形态的LCS. 上述研究均表明, 相
比于Euler体系的涡辨识方法 , FTLE方法用具有

Lagrangian性质的物质线显示旋涡边界, 无需人为定

义判别阈值, 因此具有客观性. 其次, 判别函数不使

用速度梯度张量, 因此对速度场的空间精度要求不

高. 另外, 该方法考虑流体质点在流场中的对流特性, 
衡量的是时间积分信息, 故而对速度场中的个别异

常数据不敏感, 具有较好的鲁棒性, 这使得该方法尤

其适合在  PIV 测量得到的具有一定异常数据的湍流

场中进行旋涡辨识. 最后, 在使用短时间冻结假设的

前提下, 可以使用该方法从时间连续二维速度场中

得到三维旋涡结构的截面形状. 但FTLE方法的缺陷

是需要用到时间连续的速度场信息, 这给实验测量

和数值模拟提出了较高要求. 此外, 该方法沿时间维

度积分流体质点的迹线, 其计算量远大于Euler体系

的涡辨识方法.  

2  实验模型和测量技术 
二维 PIV 测速实验在北京航空航天大学低速回

流式水槽中进行, 水槽实验段长 4.8 m, 横截面积 0.6 
m×0.6 m, 实验段流动均匀度为 2%, 湍流度不超过

0.8%. 边界层在长 2200 mm、宽 600 mm、厚 10 mm

的有机玻璃平板上表面发展, 平板前缘按 4:1 半椭圆

修形. 平板水平放置, 距离水槽底面200 mm, 通过微

调平板相对自由来流的迎角来保证前缘附近流动附

着无分离. 使用绊线法在平板上表面产生湍流边界

层, 绊线直径 d = 6 mm, 平行前缘贴在壁面上 x = 70 
mm 处, 引起边界层提前转捩. 经测量, 在下游 x = 

700 mm 之后形成充分发展的湍流边界层.  
所使用的PIV系统针对低速流动进行时间连续测

量(time-resolved measurement)而设计, 以半导体激光

器产生波长为 532 nm的连续激光, 通过转接透镜输

出厚度为 1 mm的片光, 激光器输出功率 1.5 W; 配合

连续激光, 使用高速CCD相机进行图像记录, CCD相

机分辨率为 640 pix×480 pix, 最高采样频率为 200 Hz. 
在低速流动(速度小于 15 mm/s)、CCD采样频率 120 
Hz的情况下, 粒子在两帧间的位移一般不超过 5 pix, 

因此可以用“连续激光+高速CCD相机”的组合方式来

代替“双曝光激光+低速CCD相机”, 并实现时间维度

上的连续测量. 示踪粒子为空心玻璃微珠, 其平均直

径 5 μm、平均密度 1.05 g/mm3. 对粒子图像用商业软

件MircroVec®进行处理, 该软件使用高斯拟合将相关

峰识别精度提高到亚像素量级, 并使用多重网格迭

代和变形窗口算法[20](multi-grid iteration with window 
deformation)提高查询窗口的跟踪精度, 软件系统的

相对测量误差约为 1%. 
用该 PIV 系统对充分发展湍流边界层(x, y)平面

(侧视图)进行测量. 激光片光位于平板中心面上, 平
行来流垂直于平板, CCD 相机光轴与片光平面垂直, 
片光和 CCD 相机均可沿流向平移, 光路布置和坐标

系定义见图 2. CCD 相机采样频率 200 Hz, 单帧曝光

时间 1 ms. 粒子图像的视野范围 80 mm×60 mm. 粒
子在图像上的平均直径 dp 约为 2 pix, 因此相关峰锁

定效应(peak-locking effect)可以忽略不计. 互相关计

算时查询窗口尺寸为 16 pix×8 pix, 对应的重叠率为

50%. 为进行统计分析, 在每一个片光位置上进行 4
次重复测量, 每次记录 5000 帧图像, 持续时间 25 s. 

 

 
 

图 2  PIV 测量充分发展湍流边界层侧视平面的光路示意

图和坐标系定义 
 

图 3 给出了在 x = 1050 mm, y = 3.41 mm 位置处

湍流边界层中的最大速度脉动强度 urms,max 对统计样

本 N的依赖性, urms,max在 N > 18000后呈收敛趋势, 说
明 PIV 测量提供的样本数目足够进行时均特性和脉

动特性的统计分析. 
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速度U∞无量纲化, 时均速度U和法向位置y分别用摩

擦速度uτ 和湍流边界层内尺度y*无量纲化. 如图 4(a)
所示, U+(y+)与Spald ng速度分布公式i [21]基本  吻合: 

2 3( ) ( )e e 1
2! 3!

KB KU KU KUy U KU
+

+ +

 

图 3  PIV 测量得到的湍流边界层内 urms,max 随统计样本数

目 N 的收敛性 
x = 1050 mm, y = 3.41 mm 

 

在得到时间连续的二维速度场后, 使用软件包

MANGEN®计算 FLTE 场, 流体质点的迹线由四阶

Runge-Kutta-Fehlberg 积分方法通过速度场推进得到, 
由于 PIV测量速度场的离散性, 使用三阶插值得到任

意空间位置上的速度信息.  

3  基本流场 
图 4给出了流向时均速度U+和速度脉动强度 urms, 

vrms 在 x = 1020, 1035 和 1050 mm 三个流向位置上沿

法向的分布, 其中速度脉动强度 urms, vrms 用自由来流 

,+ − +⎡+ ⎤
= + − − − −⎢ ⎥

⎣ ⎦
 

(4) 
式中 U + = U/uτ, y+ = y/y* = yuτ /υ, 系数K = 0.4, B = 5.5. 
图 4(b)显示流向速度脉动强度urms的最大值约为

0.15U∞, 出现在y+ ≈ 14 的高度上, 与前人的研究结果

一致 [22]; 而法向速度脉动强度 vrms的最大值约为

0.04U∞, 出现在y+ ≈ 40的高度上. 此外, U+(y+), urms(y+)
和vrms(y+)在三个不同流向位置上均基本重合, 说明边

界层的时均和脉动特性呈现自相似, 湍流边界层已

经充分发展. 表 1给出了湍流边界层在x = 1050 mm处

的基本参数. 

4  LCS 的空间形态 
对由二维 PIV 测量得到的时间连续速度场计算

向后时间积分的 FTLE, 积分时长为 T = −2 s, 得到二

维 FTLE 场随时间的变化. 图 5 给出了某一特定时刻 

 

 
 

图 4  湍流边界层中时均速度型 U+(y+) (a)和速度脉动型 urms(y+)及 vrms(y+) (b) 
○示 x = 1020 mm, ×示 x = 1035 mm, *示 x = 1050 mm, ——示 U + = y+, ······示 U+=klny++C, — · —示(4)式 

 
表 1  湍流边界层在 x = 1050 mm 处的基本参数 

U∞/mm·s−1 δ/mm δ1/mm θ /mm H Reθ uτ /mm·s−1 δ + 
86.1 39.3 8.7 5.9 1.47 481 4.6461 173 
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图 5  湍流边界层中 FTLE 在(x, y)平面内的典型分布及 
LCS 倾斜角θ 的定义 

灰度图只显示 FTLE > 0 的情况, 黑线表示 FTLE 的空间脊线, x 轴

的原点位于 x = 1050 mm 
 

FTLE在(x, y)平面内的分布, 其中x轴的原点位于x = 
1050 mm处. 如图 5 所示, 由FTLE脊线显示的LCS呈
向壁面倾斜的条状结构, 其靠近上游的一端延伸进

入边界层的近壁区. 具有这种形状的LCS在FTLE场
中经常出现, 代表了湍流边界层侧视图中的典型拟

序结构. Green等人[14]在时均槽道湍流中用FTLE方法

辨识人工产生的马蹄涡的空间形态, 他们观察到的

马蹄涡在(x, y)截面上的形态与图 5 显示的LCS相似. 
为了进一步考察在相同流向位置上FTLE沿时间的变

化, 图 6 给出了x = 1100 mm处FTLE在(t, y)平面上的

典型分布, 可将图 6 视为空间冻结的LCS按时间先后

顺序流经观测位置x = 1100 mm. 如图 6所示, FTLE脊
线所显示的条状结构是边界层内的典型LCS, 这些向

壁面倾斜的LCS在边界层外区的末端均出现明显弯

折, 并在某些情况下(图 6 中t +5Δt, y+ = 130 处)形成半

封闭的环状结构, 这说明侧视图中的LCS实际上显示

了广义马蹄涡结构在(x, y)截面上的投影. 马蹄涡的

涡腿位于边界层的近壁区并在流向上拉伸, 而其头

部可以伸展至y+ = 130 的高度. 此外, 图 6 在t ~ t+Δt
的时间范围内出现前后紧邻的三个马蹄涡, 它们的

空间位置依次降低, 前一个马蹄涡的涡腿与后一个

马蹄涡的涡头彼此连接, 说明这三个马蹄涡之间互

为父子关系, 三者通过自繁殖和自组织机制[8]形成马

蹄涡包.  
Adrian等人 [23]在研究壁湍流中的马蹄涡结构时

发现, 在以某一特定速度沿主流方向平移的参考坐

标系中, (x, y)平面内的瞬时速度向量场在某些地方呈

封闭的圆形或椭圆形 , 表征绕z轴旋转的展向旋涡 , 
参考坐标系的平移速度即为该旋涡结构的对流速度; 
他们因此将展向涡和旋涡下方存在贡献第二象限速

度脉动(u′< 0, v′> 0)且与壁面成 30°~60°倾角的强剪切

层视为马蹄涡的辨识准则. 图 7(a)和(b)将FTLE场、 
平移坐标系下的速度向量这两种方法对马蹄涡的辨

识能力进行了对比, 灰度图表示(x, y)平面内 FTLE 场

的瞬时分布, 箭头表示参考坐标系下的瞬时速度向

量, 参考坐标系沿流向平移, 平移速度 Uframe在图 7(a)
和(b)中分别为 0.7U∞和 0.9U∞. 图 7(a)和(b)中 FTLE
场的脊线显示了两个典型的 LCS 结构, 表征两个具

有不同尺度、位于不同高度的广义马蹄涡结构; 图
7(a)和(b)中的瞬时速度向量分别在黑色线框所示的

范围内呈现旋转形态, 其空间位置对应于此区域内

由 FTLE 脊线显示的 LCS 的头部, 说明 LCS 的头部

存在展向旋转运动. 注意到用“参考坐标系下速度向

量呈封闭的圆形或椭圆形”这一准则只能判别出对流

速度等于坐标系平移速度 Uframe 的展向旋涡, 因此图

7(a)和(b)中的速度向量无法显示黑色线框以外的另

一个马蹄涡的涡头. 在使用速度向量法时, 由于事先

并不知道马蹄涡涡头的确切位置, 因此需要对 Uframe

进行试算; 事实上, 我们尝试了 Uframe从 0.6U∞~1.0U∞

的多种情况, 最终发现当 Uframe = 0.7U∞和 0.9U∞时速

度向量场中出现明显的椭圆形封闭区域 . 对照图

10(将在下一节讨论)可以发现, Uframe = 0.7U∞和 0.9U∞

分别对应于马蹄涡在 y+ = 30 和 90 附近的平均流向对

流速度.  
相比于速度向量法需要试算马蹄涡涡头的对流

速度, FTLE 法能够直观的给出马蹄涡的空间形态, 
并且不需要人为给定判别阈值, 因此具有客观性; 同
时能够一次性给出具有不同对流速度的马蹄涡结构, 
提高了判别精度. 此外, 图  7(c)中的伪彩色图给出了

瞬时展向涡量ωz 的分布, 对照图 7(a)和(b)可以发现, 
左下方小尺度马蹄涡的涡头具有相对集中的负展向

涡量, 但其形状并不规则; 而右上方大尺度马蹄涡涡 
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图 6  FTLE 在充分发展湍流边界层中(t, y)平面内分布的示意图 

x = 1100 mm, ∆t = 0.5 s 
 

 

图 7  用 FTLE 场、平移坐标系下的速度

向量和涡量场 3 种方法辨识旋涡结构的

对比 
(a) 伪彩色图为 FTLE 场, 箭头为平移坐标系

下的瞬时速度向量, 平移坐标系的流向速度

Uframe = 0.7U∞; (b) 伪彩色图为 FTLE 场, 箭头

为平移坐标系下的瞬时速度向量 ,  U f r a m e  = 
0.9U∞; (c) 伪彩色图为瞬时展向涡量场ω z, 箭
头为平移坐标系下的瞬时速度向量, Uframe = 

0.7U∞, x 轴的原点位于 x = 1050 mm 
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头所在的空间位置上并不存在明显的涡量集中区 . 
这一结果说明, 在剪切流动中不能简单的用涡量集

中区来表示旋涡结构, 必须使用涡辨识方法对旋涡

结构进行定量辨识. 

5  LCS 的统计特性 
由于 LCS 主要呈现为向壁面倾斜的条带状形态, 

因此它与壁面的夹角θ 是描述 LCS 空间形态的一个

重要指标, LCS 与壁面夹角θ 的定义见图 5. 为了对θ 
进行统计分析, 需要对每一时刻 FTLE 在(x, y)平面内

的分布抽取典型LCS, 其方法如图  5所示: 忽略FTLE 

< 0 的空间点, 对剩余的空间点寻找 FTLE 空间导数

( ) (2 )2FTLE x FTLE y∂ ∂ + ∂ ∂ 接近零的位置; 如果该位

置处的FTLE在 5×5个网格点的邻域内有当地最大值, 
则将其标记为最大值点 ; 连接所有最大值点得到

FTLE 的空间脊线, 如果脊线的长度大于特定阈值, 
则将该脊线认为是典型 LCS, 对应于马蹄涡在截面

上的投影. 对抽取出来的 LCS 在不同的法向高度上

计算与壁面的倾斜角θ, 图 8(a)~(c)分别给出了 LCS
倾斜角θ 在法向高度 y+ = 15, 55 和 115 处的概率密度

分布. 在靠近壁面的 y+ = 15 和 55 高度上, θ 的均值分

别为 6°和 13°, 其概率密度分布近似于 t 分布:  

 

1
21

2( ) ,
π

2

P

υ
θ μυ υ

σθ
υ υσ υ

+−
⎡ − ⎤⎛ ⎞+⎛ ⎞ +Γ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥=

⎛ ⎞ ⎢ ⎥Γ ⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎣ ⎦

 (5) 

其中μ为中值, σ 为标准差. 而在 y+ = 115 的高度上, θ
的概率密度呈现为双峰分布, 两个概率密度峰分别 

出现在θ = 0°和 25°附近, 结合瞬时马蹄涡的形态(图 6
和图 7), 马蹄涡的头部和颈部都可能出现在 y+ = 115
的高度附近, 因此θ = 0°的概率峰值可能对应于马蹄

涡的涡头, 而θ = 25°的概率峰可能描述马蹄涡颈部的

倾角.  
LCS 与壁面的夹角θ 还可以通过 FTLE 的空间相

关来计算. 空间两点FTLE信号的相关系数定义如下:  

 
, 0 0

A 0 0 B 0 0

A B

( , , , )

( , ) ( , )
.

FTLE FTLER x y x y

FTLE x y FTLE x x y y
σ σ

Δ Δ

+ Δ + Δ
=

 
(6)

 

图 9(a)给出了四组 FTLE 的空间相关系数 RFTLE,FTLE (x0, 
y0, ∆x, ∆y)在(∆x, ∆y)平面内的分布, 每组 RFTLE,FTLE  

(x0, y0, ∆x, ∆y)有相同的 x0(x0 = 1050 mm)和不同的 y0
+ 

(y0
+ = 15, 50, 85 和 120). 如图 9(a)所示, 在不同 y0

+高度

上的 RFTLE, FTLE(x0, y0, ∆x, ∆y)都呈现出向壁面倾斜的

条状分布 ,  与瞬时  LCS  类似 ,  其拓扑形态可以用

RFTLE, FTLE(x0, y0, ∆x, ∆y)分布的脊线来表述. 对不同的

RFTLE, FTLE(x0, y0, ∆x, ∆y)分布在(x0, y0)处计算其脊线与

壁面的夹角θ 
R. 图 9(b)对比了由抽取瞬时 LCS 得到

的倾斜角θ 的统计均值、最可几值和空间相关系数的

脊线在(x0, y0)处的倾斜角θ 
R. 总体而言, 由瞬时 LCS

得到的倾斜角θ 的统计均值和由空间相关系数脊线

得到的倾斜角θ 
R 在整个法向范围内的数值均比较接

近, 证明 RFTLE, FTLE(x0, y0, ∆x, ∆y)在空间分布的脊线

在(x0, y0)附近可以代表该位置处瞬时马蹄涡的平均

形态. 两者的数值沿法向先增加后减少, 可用二阶多

项式进行拟合. 在法向高度 y+ < 60 的范围内, θ 的统

计最可几值与θ 的统计均值和θ 
R 在数值上接近, 结 

 

 
图 8  LCS 倾斜角θ 在不同法向高度上的概率密度分布 

(a) y+ = 15; (b) y+ = 55; (c) y+ = 115; – – –示 t 分布, —·—示θ 的均值 

633 



 
 
 

 
潘翀等: 湍流边界层 Lagrangian 拟序结构的辨识 
 

 

 
 

图 9  用空间相关法计算充分发展湍流边界层侧视图中 LCS 的倾斜角θ 
(a) 不同(x0, y0)位置上 RFTLE,  – –示 y0

+ =50; —· ·—示 y0
+ = 

 
图 8(a)和(b)可以发现, 在近壁区 P(θ )的分布较集

马蹄涡的存在, 空间上某固定点的 FTLE 在

数值

A

 

FTLE(x0, y0, Δx, Δy)在(x, y)平面内的分布, x0 = 1050 mm, 等值线图表示: —示 y0
+=15; –

85; · · · ·示 y0
+=120, 等值线图的数值从 0.4~0.8 间隔 0.2 变动, —·—示各等值线图的脊线; (b) LCS 的倾斜角沿 y 方向的分布: ○示由空间

相关系数脊线得到的倾斜角θ 
R, ▲示由瞬时 LCS 得到的倾斜角θ 的统计均值, ∗示由瞬时 LCS 得到的倾斜角θ 的统计最可几值, ——示二 

阶多项式拟合 

合

中, 说明马蹄涡在近壁区保持较为单一的形态. 在 y+ > 

60 之后, θ 的统计最可几值与θ 的统计均值的偏差逐

渐增大, θ 的最可几峰值出现在 y+ = 100 的高度上, 其
数值为 24°. 在 y+ = 100 之后θ 的最可几值逐渐减少, 
说明马蹄涡开始逐渐向壁面弯折. 因此可以判断, 马
蹄涡从颈部向头部的过渡最有可能出现在 y+ = 100 附

近, 图 5 和 7 显示的瞬时马蹄涡形态可以部分证明这

一推论. 
由于

上将出现准周期性的变化, 这一变化即可反映

马蹄涡向下游对流的信息, 因此可以对 FTLE 进行时

空相关分析以得到 LCS 的对流速度. 空间上高度相

等、流向距离相差Δx 的 , B 两点的 FTLE 时空相关

系数按照下式计算:  

, 0 0( ,FTLE FTLER x y

0 0 0 0

, , )

( , , ) ( , , )
 .

A B

x

FTLE x y t FTLE x x y t

τ

τ
σ σ

Δ

+ Δ +
=

 
(7)

 

在实际计算中 A 点的流向位置固定在 x0 = 1050 mm, 

FTLE(t)具有最大相关性, 因此可以将τc
+视为  FTLE所

c

法向高度可变, Δx = 10 mm. 图 10(a)给出了 A 点位于

x0 = 1050 mm, y0
+ = 50, B 点位于 xB = x0+Δx = 1060 mm, 

yB
+ = y0

+ = 50 时的时空相关系数 RFTLE, FTLE(x0, y0, ∆x, τ). 
如图 10(a)所示, 相关系数在τ = τc

+的位置上出现峰值, 
说明 B 点的 FTLE(t)在经历时间延迟τc

+之后与 A 点的 

显示的LCS从A点对流至B点的平均时间. 如果A点

和B点之间的距离Δx足够小, 则可以用Δx/τc作为LCS
平均对流速度的流向分量Uc的近似, 即Uc ≈ Δx/τc. 用
这种方法可以得到LCS在不同y0 高度上的平均流向

对流速度Uc. 图  10(b)给出了在x0 = 1050 mm处U 沿法

向的分布, 其中Uc用自由来流速度U∞无量纲化. 如
图 10(b)所示, Uc(y)在y+ > 30 的高度以上与当地湍流

边界层的时均速度型基本一致, 这一结果与Adrian等
人[23]在湍流边界层远壁区观测马蹄涡涡头对流速度

的结果相一致, 并进一步说明: 在湍流边界层对数区

以上的范围内, 马蹄涡的对流能够决定流体的输运

特性, 从而决定边界层的时均速度型.  

6  结论 
本文应用基

Lyapunov 方法

于 Lagrangian 体系的有限时间

, 从 PIV 测量得到的充分发展湍流边

界层二维速度场中辨识具有 Lagrangian 性质的拟序

结构. 典型的 LCS 在(x, y)平面内呈现向壁面倾斜的

条带状形态, 一端延伸至近壁流区, 另一端向外层伸

展, 并具有明显的展向旋转趋势. 通过和前人研究的

比较可以发现, 这种 LCS 显示的是广义马蹄涡在侧

视图上的投影. 将有限时间 Lyapunov 方法与速度向

量法在旋涡辨识能力上进行对比, 发现 FTLE 方法不 
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图 10  由 FTLE 的时空相关计算 LCS 的对流速度 
(a) 空间 A, B 两点 FTLE(t)的时空相关 050 mm 处 LCS 对流速度的流向分量

 
要试算马蹄涡涡头的对流速度即可直观地给出马

场中辨识出的 LCS进行统计分析, 发
现其

小, 与瞬时 LCS 倾斜角θ 的统计均值相一致. θ 的最
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