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变换矩阵 (m o d n) 的阶及两种

推广 A r n ul d 变换矩阵
*

杨礼珍 陈克非“

(上海交通大学计算机科学与工程系
, _

仁海 (洲洲)3 0 )

摘要 分析 了矩阵 (m
o d n) 的阶的结构

,

然后给出有限域上的矩阵的阶与其

oJ dr an 标准形的关系
.

接着给出两种 2维 A m ol d 变换矩阵的
n 维推广

: A 型 A m ol d

变换矩阵和 B型 A nr ol d 变换矩阵
,

并在给出的关于矩阵阶的结果的基础上给出它

们 的阶的分析结果和其他性质
.

关键词 矩阵 J or d a n 标准形 有限域 信息隐藏

随着 网络技术的快速发展
,

越来越多的私有信息和公众信息通过网络传播
.

如何通过网络安全地传递信息成为一个迫切需要解决的问题
,

现 己发展了不少

技术来保证信息的安全
,

信息隐藏是其中一项重要技术
.

信息隐藏 [ ’〕包含数字水

印 ( w a t e r m a坎 )
、

数字指纹 ( if
n g e r p r i n t ) 和信息伪装 (

s t e g a n o g r a p h y)
.

置乱技术是图

像信息隐藏的一项技术 l2]
,

本文将对置乱技术的两个方面进行研究
:
变换矩阵 (或

矩阵 (m od n) )的阶的理论分析
,

以及提出新的置乱变换并对之进行分析
.

确定变换矩阵的阶是置乱变换的重要方面
,

但现有文献中缺少这方面的理

论分析结果
,

仅有文献 2[ 〕研究了矩 阵变换 (模运算 )具有周期 (即阶 )的充要条件 ;

因此
,

在本文中我们对矩 阵的阶进行了理论分析
: 在第二部分

,

给 出了矩阵的阶

的结构
,

在第三部分
,

给出了矩阵的阶与其 J or d an 标准形的关系

文中的另一方面是提出两种新的 n 维 A r
on dl 变换 3[] 矩阵 : A 型和 B 型 A f

on dl

变换矩阵
.

A m ol d 变换由于对图像的置乱处理具有 良好的效果而受到重视 l2] : 文

献 4[ ]把平面 A r
on dl 变换推广到三维空间

,

文献 2[ ]推广到任意 n 维空间
.

本文中
,

不仅给出了两种新的 Am ol d 变换的推广
,

且在矩阵的阶的理论结果上给出它们
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的性质及阶的分析结果 ;这些将在第四部分给出
.

1基本定义及已有结论

记号 :g cd (
·

)表示最大公约数
,

cI m (
·

)表示最小公倍数
,

m in(
.

)表示取最小的

数
,

川 表示
x 的整数部分

,

上月表示地板函数
,

de t (A )记为矩阵 A 的行列式
,

了记为

单位矩阵
,

R 表示环
,

F 表示域
,

G (F q) 表示阶为 q 的有限域 ; al b 表示 a 整除 .b

定义 l 对于一给定的素数 尸
,

设丫 ! , n ,

即尸 I n ,

: 邢
+ ,才n ,

则记 尸o tP n = m
.

定义 2 环 R 上的 n
维矩阵构成的环记为 Mn ()R

,

Mn ()R 上的可逆元的全体记

为 G鸟 (R )
.

定理 A[ 习 环 R 上的 ` 入汪)R对矩阵乘法构成一个群
.

定理 1B 5] 如果 R 是一个交换环
,

那么矩阵 A o M
。

( )R 是 可逆的当且仅当它

的行列式在 R 中是可逆的
.

定义 3 域 F 上的元素 a 的阶定义为 im n{
。 : 。

” = 1
, 。 。 z +

}
,

记为 o dr 试a)
,

F =

G (F q) (q 为素数 p 的乘幂 )时
,

简记为 口 dr 抓a )
.

定义 4 环 R 上的可逆矩阵 A 的阶定义为 im n{
n : A” 二 l

, n 0 2 十

圣
,

记为 口

drs (A ),

当 R 二 吞 时简记为
o dr N (A .)

定义 51 21 对给定的 N 阶数字图像 尸
,

我们说变换

a 百1 a l Z

a Z一 a 22

a n 、 a 月 2 …
(

一 ( l )

xlx2
/

.1.

11
`、ō l
es
护

we
.
.

.

es
J

aln甄…ann
,

为
"

x2…
"厂

.

|、

…
.

1
几、

a( 。为整数
, * 1 ,

…
, x 。 。 {0

,

1
,

…
,

N 一 l} )关于 尸的周期为 。 N ,

指 m 、 是使得图像 尸经一

系列变换后回复到 尸 的最少次数
.

变换矩阵不是对所有的向量都具有周期
,

如所有矩阵对 O 向量都具有周期
,

不可逆矩阵可能对非零向量不具有周期
,

这里只讨论对所有的向量都具有周期

的矩阵
.

以下定理说明了矩阵变换对所有向量都具有周期的充分必要条件
.

定理 C[ 2] 矩阵变换 A 对所有向量都具有周期的充分必要条件是 d et (A )与 N

互素
.

此处 A 是变换的矩阵
.

注 i 由定理 B 可知 de t (A )与 N 互素
,

即 A o G吞
二

(Z 、 )
.

可逆矩阵 A 对不同向量的周期是不同的
,

如所有可逆矩阵对零向量的周期都

是 l
,

但对非零向量的周期就比较复杂
,

因为矩阵 A 可逆
,

所以必存在正整数 m

使得 A胡 = I
,

这时对所有 y 。 (nz )
”

恒有 y 二 A与
,

所以我们只讨论矩阵 A 的阶

o r dN (八)
.
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2 矩阵的阶的结构

下面我们给出G 粼( 吞 )上的矩阵的阶的结构分析
.

定理I N为正整数
,

且 N = vu
, “ 和 、 互素

,

对任意 z 上的矩阵 A 满足

A m o d (幻
。 G nL (Z 、 )

,

有

o
dr
刀 ( A m o d ( N )) = le m ( o

dr
“

( A m o d ( u ) )
, o

dr
:

(A m o d ( v ) ) )
.

证 因为 lA n o
d( 幼

。 ` 乙内 ( z 耐
,

由定理 B 得到 de t (A ) (m o dN )和 N 互素
,

所以

d e t (A ) (m
o d u

)
= d e t (A ) (m o d的 (m

o d u
)与 u 互素

,

由定理 B 得到 A m o d ( u )是风 (uZ )的

可逆元
.

同理 A m od (
、 )是 Mn (乙 )上的可逆元

.

因此 A m od (u) 和 A m ed (v) 分别在

Mn (uZ )和 Mn (vZ )上存在阶
.

记
u ` = o

dur ( A (mo d u ) )
, v ’ = o

dr
:

( A (m o d y ) )
,

因为

A
u “ I (m o d u

)
,

(2 )

其中
, u ’

是满足等式 ( 2 )的最小正整数
,

所 以存在 B o
M

。
(z

“
)

,

B 笋 0 (m o d u )
,

以及

整数 灸 > o
,

使得 八
u ’

= z + 。 `召
.

设 m = l e m (
u ` , 、 `

)
, 、 = m z“

’ .

考察以下二项展开式
:

A m = ( , + u k刀 )
` = , +

峨
u k刀+ … +

C
一 , u k`, 一 , ,召

, 一 , + 。 k ,

召` ,

( 3 )

由上式得到 A爪 二 了(m od u)
.

同理可证 A m 二 (I m od ; )
.

因为 “ 和 、 互素
,

所 以

A m 二 , (m o d m )
,

因 此 。耐 、 ( A (om d N ” l e m ( o心
。
(八(m o d u

)
, o心 ( A m o d ( v ) ) )

.

另 一 方

面
,

设 N
’ = 。

心、 ( A (m o d 刀 ) )
,

必存在 e 。 材
。

( z 、 )
,

e 羊。 (m o d N )
,

以及整 数 人 >

o
,

使 得 A N
`

= z + 刀 h e
,

所 以 A N
’

二 , (m o d u )
,

因 此 。心
“

(入(m o d u ) ) ! 厅
’ .

同 理

o 心
、

(A (m o d y ) ) IN
` ,

所以 le m ( o
dr

“

(A (m o d u ) )
, o

dr
、

(A (m o d y ) ) ) I N
` .

综上所述
,

即可得

到 o
dr
刀 (A m o d (N ) ) = le m ( o

dur (注 m o d (u ) )
, o dr

、

(A m o d ( v ) ) )
.

由定理 1 立即得到以下结论 :

定理 Z N 为正整数
,

且 N 的因式分解为 N 二
砰

.

~ p汤
,

其中 p ,和 jP i( 半 j)

是互 不相 同的素数
, : ` ) l (1 簇 i延 m )

,

那 么 对 任意 z 上 的矩 阵 A 满足

A m o d (的
。 G几 (z N ) 有 。心 、 (八m o d (N ) ) = l e m ( o耐

。

(八m o d ( p ` ) )
.

1 = 1
. ·

… m 、
.

P
’

、

所以只要确定了模为素数幂的矩阵的阶
,

即可求出模为合数的阶
.

下面对文献 6[ 」的两个定理进行推广
,

这两个定理是关于模为素数的乘幂时
,

关于矩阵的阶的结论
.

虽然文献 6[ ]的结论只针对 2 阶矩阵
,

但其证明是和矩阵的

阶数无关的
,

所以我们不加证明直接引用推广后的定理
.

定义 6 设 p 是素数
,

令 kj 记为 A m od p 了

的阶
.

记 A k , = z + 尸勿
,

召若。 (m o d 尸)
,

其中整数
s > 0

.

定理 1D 6] 如果素数 p 是奇数
,

或者 , > 1
,

那么 k , 二 棍 =
·

一 ks
,

并且对所有

的 i = 1
,

2
,

…
,

有 灸
: + , = 夕`k l

.

w w w
.

s e ie h i
n a

`

c o m
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定理 E 16] 设 尸 = 2
, 、 = 一

,

那么 走: = 2走、 ,

设 人 k Z 二 z + 2` 。
,

其中 。 羊。 (m o d Z )
,

那么当 2 蕊 i 〔 t 时
,

k , 二 k Z ,

当 i > r 时
,

k , = 2
`一 ` k 2

.

注 2 定理 E 在表达形式上与文献 6[ ]稍有差别
.

3 有限域上的矩阵的阶

这一部分我们将给出有限域上的矩阵的阶与其 Jor d an 标准形的关系
.

定义 7 矩阵 A 和 B 相似
,

如果存在可逆矩阵 尸使得 A = 尸一 , B .P

接下来我们有关于相似矩阵的阶的结论
,

结论是显而易见的
.

定理 3 设 R 是环
, n 为任意正整数

,

那么 G鸟()R 上的相似矩阵的阶相同
.

定理 4 设 F 是域
,

F’ 是 F 的扩域
, n 为任意正整数

,

A 二 G纵 ( )F
,

那么 A 在

F 上的阶等于 A 在 F’ 上的阶
.

门||||1
1.1

1
1||||J

00…仪· · 8 J O r 。

一
。 (

一…
了

仁U

弓}理 l [7 ]

00000ù丫
, 。 (。 )。 _

…
。 :

…
` .

a m

以
。 阴 一 , “ m

n {明
,
n 一 l }“ m 一 nr i n ( 脚

, n 一 l )

c粼。
m 一 ,

Cg
i n {阴

, n 一 l } a m 一 m i n
(从

, n 一1 )

0

以。 , 一 `

定理 (F Lcu as 相似定理 )81[ 令 p 为素数及

r = 、 p阴 + 二 + ` p + 0r (0 延 ` < 川
,

k = k从尸水 + … + k一尸 + k o (0 毛 k i < 尸 )
,

那么 e户
一

fl
C

}
,

(m o d , )
·

引理 2 设 尸为素数
,

整数 n > l
, r = a f , f + … + a l。 + a 。 ,

这里
,

l 延 a z < z
, ,

0 蕊 a i < P
,

尸
十 } ln

i = O
,

1
, …

,

f 一 1
,

l 宾 : < n ; 那么 以
三

心矛
二 二 《 三

0( mod )P 当且仅当

证 设 。 = b 、产
+ 二

八 p + b0
,

其中
,

1 〔 气
< p

,

0 ( b , < P, j = 0
,

1
,

…
,

、 一 L

显然 g ) f

)I 充分 性
.

因为 p+f , ln
,

所 以 札一执 -

一娜
一 0

.

对任 意 1簇 m 毛
r ,

设
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m 二弘矿+.
二 十cl p + c0

,

其中
,

1毛 c 。 < p
,

o 成 cj < p
,

j = O
,

1
,

一
,

h 一 ;1 根据定

h

理 F, 有 C罗
三

n 以
三 0 (m o d 。 )

·

i= 0

2) 必要性
.

对任意 m 二
矿 蕊

; ,

其 中 。蕊 h ( f, 由题意及定理 F 知
,

哪
“

呱
三气 三 0( m od : )

,

故 b人 二 o
,

0 延 九 毛 关 因此 : +f , .。
.

引理 3 设 q 是素数 p 的乘幂
,

议是有限域 G (F 动上的可逆元
, n > 1

, n 一 1 =

a f : f + … + a ,。 + a 。 ,

这里
,

l 毛 a f < 。 ,

0 毛 a ,
< 尸

,

i = 0
,

l
,

…
,

f 一 l
,

那么

o dr 。 ; (。 ) ( J 。 ( n ) ) 一 尸 f
+ 1 o

dr o F (。 ) ( a )
·

证 由引理 1容易得到 J a( n) 阴 = I
,

当且仅当 a , = l
,

以。 用一 ` = 0
,

i = 1
, ·

,’,

m in( m
, n 一

1)
.

而 a 从 二 1 当且仅当 口
dr 。 (q) (动 1m

.

因为 a 为可逆元
,

所 以

以。 爪 一` = o 当且仅 当以
二 o (m o d尸 )

.

若 嘿
, n (m

, n 一 , ) 二 o (m o d尸 )
,

则 m i n
(m

, 。 一 l ) , m
,

即 m > 。 一 l
,

那么 由引理 2 得到以
二 0( m ed 川 ( i = 0

,

…
, 。 一 1 )当且仅当 p +f , l m

,

其

中 f 为引理所定义
.

综上所述
,

z 。 (
n
)m 一 , 当且仅当 le m ( o

drG
: (。 ) ( a )

,

: f
+ , ) l m

,

因为 o
dr

G : (。 ) (a ) 和

尸互素
,

故 o
dr

。 : (、 ) ( J 。 ( n ) ) = : f + ,
·

o
dr

o r (。 ) (“ )
·

定理 5 设 p 是素数
,

F 是特征为 p 的有限域
,

A o G几
之
( )F

,

A 的特征多项式

为 f 眯 )
,

f 以 )的分裂域为 F’
,

其所有特征根为入
,

…
,

孤
,

去所对应的 J or da n 块的

维数为 k ,
,

, ,

j 一 l
,

…
, s , ,

设 k 一 m a x
{k

i 了 ,

i 一 l
,

…
,

m
,

了一 l
,

…
, s ,

}
.

若 k 一 l
,

则 。

畴“ )

= cI m (o dr F’ (却
,

…
, 口

dr 月孤 ;)) 若 k > 1
,

设 k 一 1 = af p f +.
二 十 a , p + a0

,

其中
,

1宾价 < 尸
,

o ( a 。
< 尹

, 。 = o
,

l
,

…
,

f 一 l : 那么
, o心 : (A ) = 尸f

+ , le m ( o心 ;
,

(击)
,

…
,

口
dr F’ (孤 ))

证 A 和以下形式的 J or d an 标准形相似 l9] :

J凡 (k一
,

一) O

O

J入 (k l
, 、 ,

)

O J凡 (k Z
,

一)

O

O J 弋 (k m
, 、。

)

厂|||!l

|
l

|…
||L

因此矩阵A 的阶等于其 J or d an 形的各个 J or d an 子矩阵的阶的最小公倍数
,

由引理

3 容易得到结论
.

注 3 求 or dF (A )的关键在于计算 d 二 k m o( dr F’ 叭 )
,

…
, 口

dr F’ (丸 ))
,

其中兄1 ,

…
,

孤 为矩 阵 的所 有特 征 根
.

若 F 的特 征 为 p
,

A 的维 数 为 n ,

则 or d F (A 卜

w w w
.

s e ie h i
n a ￡ o m
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m 二弘矿. +
二 十l c p +c 0

,

其中
,

1毛 c 。 < p
,

o 成 cj < p
,

j = O
,

1
,

一
,

h 一 ;1 根据定

h

理 F, 有 C罗
三

n 以
三 0 (m o d 。 )

·

i= 0

2) 必要性
.

对任意 m 二
矿 蕊

; ,

其 中 。蕊 h ( f, 由题意及定理 F 知
,

哪
“

呱
三气 三 0( m od : )

,

故 b人 二 o
,

0 延 九 毛 关 因此 : +f , .。
.

引理 3 设 q 是素数 p 的乘幂
,

议是有限域 G (F 动上的可逆元
, n > 1

, n 一 1 =

a f : f + … + a ,。 + a 。 ,

这里
,

l 毛 a f < 。 ,

0 毛 a ,
< 尸

,

i = 0
,

l
,

…
,

f 一 l
,

那么

o dr 。 ; (。 ) ( J 。 ( n ) ) 一 尸 f
+ 1 o

dr o F (。 ) ( a )
·

证 由引理 1容易得到 J a( n) 阴 = I
,

当且仅当 a , = l
,

以。 用一 ` = 0
,

i = 1
, ·

,’,

m in( m
, n 一

1)
.

而 a 从 二 1 当且仅当 口
dr 。 (q) (动 1m

.

因为 a 为可逆元
,

所 以

以。 爪 一` = o 当且仅 当以
二 o (m o d尸 )

.

若 嘿
, n (m

, n 一 , ) 二 o (m o d尸 )
,

则 m i n
(m

, 。 一 l ) , m
,

即 m > 。 一 l
,

那么 由引理 2 得到以
二 0( m ed 川 ( i = 0

,

…
, 。 一 1 )当且仅当 p +f , l m

,

其

中 f 为引理所定义
.

综上所述
,

z 。 (
n
)m 一 , 当且仅当 le m ( o

drG
: (。 ) ( a )

,

: f
+ , ) l m

,

因为 o
dr

G : (。 ) (a ) 和

尸互素
,

故 o
dr

。 : (、 ) ( J 。 ( n ) ) = : f + ,
·

o
dr

o r (。 ) (“ )
·

定理 5 设 p 是素数
,

F 是特征为 p 的有限域
,

A o G几
之
( )F

,

A 的特征多项式

为 f 眯 )
,

f 以 )的分裂域为 F’
,

其所有特征根为入
,

…
,

孤
,

去所对应的 J or da n 块的

维数为 k ,
,

, ,

j 一 l
,

…
, s , ,

设 k 一 m a x
{k

i 了 ,

i 一 l
,

…
,

m
,

了一 l
,

…
, s ,

}
.

若 k 一 l
,

则 。

畴“ )

= cI m (o dr F’ (却
,

…
, 口

dr 月孤 ;)) 若 k > 1
,

设 k 一 1 = af p f +.
二 十 a , p + a0

,

其中
,

1宾价 < 尸
,

o ( a 。
< 尹

, 。 = o
,

l
,

…
,

f 一 l : 那么
, o心 : (A ) = 尸f

+ , le m ( o心 ;
,

(击)
,

…
,

口
dr F’ (孤 ))

证 A 和以下形式的 J or d an 标准形相似 l9] :

J凡 (k一
,

一) O

O

J入 (k l
, 、 ,

)

O J凡 (k Z
,

一)

O

O J 弋 (k m
, 、。

)

厂|||!l

|
l

|…
||L

因此矩阵A 的阶等于其 J or d an 形的各个 J or d an 子矩阵的阶的最小公倍数
,

由引理

3 容易得到结论
.

注 3 求 or dF (A )的关键在于计算 d 二 k m o( dr F’ 叭 )
,

…
, 口

dr F’ (丸 ))
,

其中兄1 ,

…
,

孤 为矩 阵 的所 有特 征 根
.

若 F 的特 征 为 p
,

A 的维 数 为 n ,

则 or d F (A 卜

w w w
.

s e ie h i
n a ￡ o m
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n维 Am l od变换矩阵
.

定义 1 0吞上的 A型 n维 Am l od变换矩阵为以下 nx n矩阵:

1…2

l… l

(7 )

门 l ssssssssss eeeeeeeeee
s es ess ee

1 . L.. Jl

…
1 .1

弓̀
曰

l,1…
`

11
`

l
曰 .
1
---`1..` .1广lsssssssssseeeeeeeeeesessseee

一一n
aR

定理 6 R a 。

和 nH 相似
.

证 二 = 2 时
.

令 尸 一

)
0 `

」
[ 1 0」

「
O

’ ” ’ 2 盯
’

令 尸 一

[{

O

I
n 一 2 ;{

。」

,

其中 nI
_ 2是 (n

一 2)

x (n
一 2) 单位矩阵

,

有 p 一 , = 尸
,

而且 坑
= 尸一 , R入 .P

由定理 3得到
,

凡 和 R a 。

有相同的阶
,

所以只需要讨论 R a 。

的阶
,

就可以得到

拭 的阶
.

容易证明以下性质 :

性质 1 环 吞 上的 A 型 A r
on kl 变换矩阵的行列式恒为 1

.

性质 2 环 吞 上的 A 型 n 维 iA on dl 变换矩阵的可逆矩阵为
门||||||||||!
!|
||||||

000…01--l00…01一 1 一 1

01:0001…00

n--l衬:
·

--l--l

定理 7 n 为大于 1 的整数
,

N 为 2 的乘幂时
,

A 型 A r
no ld 变换矩阵 R a 。

的阶

l)
n 为 偶数 时

2 + P o t Z (k + l )
,

3 + P o勺k
,

n = 4 k + 2
,

n = 4 k ;

n = 4 k + 2
,

n 二 4 k
. 那么

,,6l
护

It

一一S

艺> 农,ù

3,5,乡!
.

1
了

l
一一aRdrO

2) n 为 奇 数 时
,

令
一

{厂
` 尸口`2 (“ ` ,

’
n 二 4 k + 3

n 二 4 k + l
那 么 o

dr
Z,

( R an )

{
4

,

2 1一 t + 2 ,

证

…
, f ,

l > .t

对 R a 。

进行分块 :

w WW
.

s e i e h i
n a e o m
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刁
. ` l
.

sss eee J

R a
。 一

r
_

二
L“

仪

X + I
n 一 l

其中 “ =
l (

,

…
,

1)为 。 一 l 维向量
,

I
n _ 1是 (n 一 1)双 。 一 l) 单位矩阵

,

X 是所有元素均

为 l 的 ( n 一 l ) x ( n 一 l ) 矩阵
.

那么

(
n + l )了

( n + l )“

( n + 2 )X + I
n

1
。 3

仁
a

,

」
’ `

L掀
,

ba

cX
+ I

n一」
n _ 、

f
J

「ea
,

Xj

创万

+ I
n 一 1」

其 中
, 。 二 。 2 + 。 一 l, 方 = n ( n + 2 )

, e = ( n + l ) ( n + 2)
,

J = 。 3 + 2 n 2 一 。
一

,

( n + l ) (
。 2 + 2

。 一 l )
,

f
= ( n + l ) ( n Z + 3。 + 1 )

.

容易验证
,

对所有 。 > 一
,

尺a n Z 若 ,
。

(m o d Z)
.

l) 当 n 为偶数时:

1
.

1 ) 容易验证
,

尺a o 3 二 z
。
(m o d Z )

,

所以
o
dr Z ( R a 。

) = 3
·

「a 一 l ab ]
1

.

2 ) 令 B = R a 。 j 一 I
。 =

}
二

}
.

考蔡 g e d ( a 一 1
,

b
, e ) = n + 2

,

沂 以当 n = 4 k +

[ab
’

cX 」

2 时
,

有 2一 ,刀 二 o (mo d Z )
,

根据定理 D
,

若 t = 尸o r Z g e d ( a 一 l
,

b
, e

) = 2 + 尸o t Z (k + l )
,

则

当 2 毛 i 簇 t 时
, o dr Z ( R a 。

) 一 3
,

当 i > t 时
, o dr Z ( R a 。

) 一 3
·

2
’ 一 `

·

1
.

3 ) 若 。 = 4走
,

有 2一 ’ 刀羊。(m o d Z )
,

根据定理 E
, o dr 4 (R a 。

) 二 Zo dr Z ( R a 。

) = 6

2 + ( n 一 l )白2

+ ( n 一 l )
e + l ) a T

b ( a + ( n 一 1) c + l )a

(方2 + ( n 一 l ) c Z + Zc
)x + z

n
一

因为

a Z + (
n 一 l )右2 一 l = n (

n 一 1) (
n + 2 ) ( n Z + 3 n + 1)

,

b ( a + ( n 一 l )
e + l )

:

方2 + ( n 一 l ) e Z + Ze

= n (
n + l ) ( n + 2 ) ( n Z + Z

n 一 2 )
,

= n ( n + 2 ) ( n 3 + 4 n 2 + 3 n 一 l ) ;

且
。 3 + 4 n 2 + 3。 一 l 为奇数

,

所以

尸o r Z罗d ( a Z + (
n

一 )台2 一 l
,

白( a + (
。
一 ) e + l )

,

白2 + (。 一 ) e Z + Z e
)

尸o f Z [n ( n + 2 ) ] = 3 + 尸o t Zk
.

由定理 E 得到
,

当 2 夏 i 蕊 t 时
, 。

dr
,

(R % ) = 口 dr 4 (R an ) = 6
,

当 i > I 时
,

o dr Z ( R a 。

) = 6
·

2
`一`

.

2) 当 n 为奇数时 :

2
.

1 ) 容易验证
,

尺 a n 3 笋 z
,:

(m o d Z )
,

尺a o 4 二 z
。

(m o d Z )
,

所以 o dr Z (R a 。
) = 4

S C I E N C E I N C H IN A S e r
.

E eT
c h n o lo g i

c a
l S e ie n c e s
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2
.

2 )设 、 = J一 1一 (。 +l ( )n Z +。 一2 )
,

令 、
’ = 。 2 + 。 一 2

, 。 ’ = 。 2 + 2。 一 l
,

f
’ = n Z +

3。 + l ; 那 么 g = (
。 + l )g

’ , 。 = (。 + l ) e ` ,

f
= (。 + 1) f

’
.

因为 g
`
+ f 牡 Ze ` = l

,

所 以

g c d ( g
` , e ` ,

f
`

) = l
,

因此 g e d ( g
, 。 ,

f ) = n + 1
.

当
n = 4k + 3 时

,

令 t = 尸o tZ g c d (、
, e ,

f ) = 2 + 尸o t Z (k + 1)
, ,

由定理 D 得到
,

当 2 〔

.

蕊 t 时
, o

dr
Z ( R a 。

) 一 4
,

当 i > t 时
, o

dr
Z ( R a 。

) 一 2 `一广+ 2
·

2
.

3 ) 当 n = 4 k + l 时
,

有 尸o r Z g e d (、
, e ,

f ) = l
,

由定理 E 得到

O
dr

4 (R a 。

) = Zo
dr

Z (R a 。

) = 8
.

考察 R a 。 8 一 ,
。 =

「
义

Ly“

l )
, z = 。 2 + (。 一 l ) f

Z + Z f
=

{
,

其中 二 = J Z + (。 一 l ) e Z 一 l
,

夕 = 。 ( J +
(

n 一 l )f +

(
。 + l ) z ’ ,

其中
, z ` = (。 + l ) e ` 2 + ( n Z

x 三 0 (m o d 4 )
,

y 三 0 (m o d 4 )
, : 三 O(m o d 4 )

, z ` 三 2(om d 4 )
,

一 l) 厂
“

+2 厂
.

容易验证

n + 1三 2 (m o d 4 )
,

所 以

。 o t Z z = 2
,

: o t Z g c d ( x ,

夕
, z ) = 2 ; 由定理 E 得到

,

当 i 妻 2 时
, o

dr
Z (R a 。

) 一 2 `刊

定理 8 环 吞 上的 A 型 n 维 A nr ol d 变换矩阵 R a 。

的特征多项式

{兄
2 一 3兄+ 1

.

(j 幻 = 弓
L(兄 一 l )

“ 一 `

(兄
` 一兄( n + 1 ) + 1)

,

n = 2
,

n > 2
.

证 n 二 2 时容易证之
.

n > 2 时
,

对您
一 R a 按顺序实行以下初等变换

: 1

n 一 1
,

…
,

2 ; 2 ) 第 i 行 = 第 i行 / (兄一 1)
,

i = 3
, 二 、 n ; 3 )

列
,

i = n 一 l
,

…
,

;2 得到

(8 )

一 第 ( i 一 z )行
,

i = n ,

二 第 i列 十 第 i(
+

l)

列行

ū

|
:
!

…
|J

--100…01--200兄一 l 一 (
n 一 l )

一兄 兄一 1

0 0

0 0

O 0

` (
n 一 2 )

O

1

Ol0O

户

|…|…
IL

一一T

所以 f 份 ) 二 (兄一 l )
n 一 2 一T 一眯 一 l )

n 一 2以 2 一兄(。 + 一) + 一)
.

由注 3 知道
,

计算 R a 。

的阶关键在于计算其特征根
.

而由定理 8 可知
,

R a 。

有

n 一 2 个根为 1
,

其余两个根为 护 一叙 二
+l ) +l 的根

.

以下命题讨论了兄“ 一双。
+l ) +l

的根
.

命题 1 设 p 为奇素数
, 。 ) 2

,

设 G F勿)上的多项式 烈幻 = 尸 一狱。
+1 ) +l 的

两个根为儿
,

凡
,

那么

w w w
.

s e i
e
h i

n a
.

e o m
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扁
二
凡

= l,

入
=
几

= 一 l,

凡护 几
,

n 三 l (m o d P )
,

n 三 一 3 (m o d P )
,

其他
.

`

1
1!l

g( 助 二 0

入
=
几

二 l,

如果 g (助有重根
,

必有 g
’

(兄) = 2兄一 (。 + l ) = o
,

即 兄= 2一 ` 只 (。 + z)
,

代入

并解之得到 n 三 z(m o d 夕)或 n 三 一 3 (m o d尸 )
.

容易验证 : 当 。 二 z(nr o d尸 ) 时
,

当 。 二 一3( m o d 川 时
,

儿
=
凡

= 一 ;l 否则
,

二根互异
.

4
.

3
.

2 B 型 A r n o l d 变换矩阵

定义 n 对任意正整数 N
,

吞上的 B 型 n 维 A r n ol d 变换矩阵为以下 n x n 知

,

ǐ les卫
月

l
.

les
es

l
j

R (b )
。 =

b

b + 1

b + l

b + l

b + l

b 二 b

b + l … b + l

b 十 2 … b + 2

b + 2 … b + (
n 一 2 )

b + 2 … b + ( n 一 2 )

b

b + 1

b + 2

(9 )

b + ( n 一 2 )

b + ( n 一 l )

其中 b 为 吞上的可逆元
.

从我们的定义可看出
,

( 5) 式中定义的 n 维 A r
no kl 变换矩阵 (即文献 〔9 」所定

义的
n 维 A m ol d 变换矩阵 )是 b 二 1 时的 B 型 n 维 A r n ol d 变换矩阵

.

容易证明以下性质 :

性质 3 吞上的 B 型 n 维 A r
no kl 变换矩阵 (R b)

。

的行列式为 .b

因此 B 型 n 维 A r
no kl 变换矩阵为 R N 上的可逆矩阵

.

定理 9 寿上的 B 型 n 维 A m ol d 变换矩阵 (R b)
。

的特征多项式 f (助满足

:;洲
一

)七
`

汀
一 ’

:幼
证 对 兄E 一 (R b)

。

实行 以下初等变换 : 第 i 行 =
第 i 行 一 第 i(

一
)I 行

,

n,
’ · ` ,

2
,

得到
门|

l|
!1
|

1
1||J

--b--1刁ù功n刁ù兄一 b

一兄

0

一 b

兄一 1

一兄

一 b

一 1

兄一 1

xn =

兄一 1

一兄

一 l

兄一 l

O00 000

尸

l
|
1|1
.

|1
.
.

||
èeì
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.
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-- bl --l --ù以 l ---- b月 l --一 b

兄一 1

一兄

一 b

一 1

兄一 1

元一 1

一元

0O000O

厂 |||||||

|
||||| L

一一
月 y

分别对 x。

和 y
。

的最后一行进行 Lp al c a
e展开得到

于
“ e` (、 ’= (兄一 ` ,“ e` ( x

一 ’ 十 “ “ e ` ( y一 , ’
,

{d
e t (夕

。

) = 一 d e t (` 一 1 ) + 元d e t (夕
n 一 l )

·
( 10 )

定理结论由 ( 10) 式易得
.

由于 R ( b)
。

的特征多项式的表达式 比较复杂
,

使得特征根的分析较为困难
,

所以我们不对 (R b)
I:

的阶进行一般性讨论 ; 但根据文献 [2] 的计算机计算结果
,

可

知道当模为 2 和 4 时
,

R ( 1) : 和 R ( l )
; 的阶都为 7

,

模为 8 时
,

阶都为 14
,

根据定理

D 和 E 得到以下结论 :

定理 1 0 当 N = 2
,

4 时
,

尺( l )
3和 尺( l )

; 的阶均为 7 ; 当 N = 2
` ,

i > 2 时
,

R ( l )
3 和

R ( l )
4 的阶为 7

·

2 一̀ 2
.

4 ..3 3 优点和应用

A 型 n 维 A m ol d 变换矩阵和 n 一

P H T 变换矩阵是相似的
,

所以我们也给出了
n 一

P H T 的相应结果
.

同时
,

A 型 n 维 A r n ol d 变换也具有 n 一

P H T 变换的优点 : 矩阵

元素由 1 和 2 组成
,

使得计算快速简单
.

由于 n 一

P H T 变换矩阵可用在分组密码设

计中
,

A 型 n 维 A m ol d 变换矩阵也可应用到分组密码设计中
.

我们期望
,

A 型 n 维

A rn ol d 变换矩阵也可应用到图像置乱变换中
.

B 型 n 维 A r n ol d 变换矩阵进一步推广了齐东旭等人提出的推广 n 维 A r
on dl

变换矩阵
,

进一步扩大了图像隐藏的加密容量
.

9

】U
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