
论 文

中国科学 : 数学 2017年 第 47卷 第 7期 : 811∼ 826

SCIENTIA SINICA Mathematica

英文引用格式: He L, Cao G F. Toeplitz operators on Bergman-Sobolev space with positive integer derivative (in Chinese). Sci

Sin Math, 2017, 47: 811–826, doi: 10.1360/SCM-2016-0111

c⃝ 2017《中国科学》杂志社 www.scichina.com mathcn.scichina.com

正整数阶 Bergman-Sobolev 空间上的
Toeplitz 算子

何莉1, 曹广福2∗

1. 广州大学数学与信息科学学院, 广州 510006;

2. 华南农业大学数学与信息 (软件) 学院, 广州 510642

E-mail: helichangsha1986@163.com, guangfucao@163.com

收稿日期: 2016-02-19; 接受日期: 2016-12-08; 网络出版日期: 2017-03-03; * 通信作者

国家自然科学基金 (批准号: 11501136 和 11671152)、广东省高水平大学建设重点学科建设 (批准号: 4601-2015) 和广州市市属高

校科技计划 (批准号: 1201630152) 资助项目

摘要 单位圆盘上的 Bergman-Sobolev 空间上的 Toeplitz 算子比 Hardy 空间和 Bergman 空间复杂许

多, 很多基本问题都有待解决. 本文刻画了正整数阶 Bergman-Sobolev 空间上的 Toeplitz 算子的有界

性、紧性和 Fredholm 性质.
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1 引言

记 D 为复平面 C 中的单位圆盘, T 为其边界. dA 为 D 上的正规化 Lebesgue 测度. 记 R 为实数
集, N 为自然数集, N∗ 为正整数集.

若记 H(D) 为 D 上的调和函数空间, 则对 ∀ f ∈ H(D), f 可分解成

f(z) =
∞∑
k=0

akz
k +

∞∑
k=1

bkz̄
k.

对 β ∈ R, 1 6 p < +∞, Sobolev 空间 Lβ,p 是指 H(D) 中满足

∥f∥Lβ,p =

{∫
D
|Rβf |p + |R̂βf |pdA

} 1
p

<∞

的函数全体所组成的集合, 其中 Rβf(z) =
∑∞
k=0 k

βakz
k 为 f 对 z 的 β- 阶径向导数,

R̂βf =
∞∑
k=1

kβbkz̄
k
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为 f 对 z̄ 的 β- 阶径向导数.

为方便起见, 当 β = 0 时, 记 R0f(z) = R̂0f(z) = f(z).

当 p = 2 时, Lβ,2 关于以下内积:

⟨f, g⟩Lβ,2 =

∫
D
fdA ·

∫
D
gdA+ ⟨Rβf,Rβg⟩L2 + ⟨R̂βf, R̂βg⟩L2 , ∀ f ∈ Lβ,2, g ∈ Lβ,2

构成 Hilbert 空间, 其中 L2 = L2(D, dA) 为通常的 Lebesgue 空间, ⟨·, ·⟩L2 为 L2 上的标准内积.

当 p = +∞ 时, 相应的 Sobolev 空间定义为

Lβ,∞ = H∞
β +H∞

β,0,

其中 H∞
β = {f | Rβf ∈ H∞}, H∞

β,0 = {f ∈ H∞
β | f(0) = 0}. 显然, 对 ∀ f ∈ Lβ,∞, 有 Rβf ∈ L∞,

R̂βf ∈ L∞. 且由文献 [1, 命题 2.6], 不难得到

Lβ,∞ = H∞
β +H∞

β ⊆ H∞
k +H∞

k = Lk,∞

对 ∀ 0 6 k 6 β 成立, 即对 ∀u ∈ Lβ,∞, 有 u ∈ Lk,∞. 于是, 对 ∀ 0 6 k 6 β, 有 Rku ∈ L∞, R̂ku ∈ L∞.

特别地, 对 ∀β ∈ N∗, 有 Lβ,∞ ⊆ L1,∞. 由 Sobolev 嵌入定理 (参见文献 [2, 定理 5.4]) 知, L1,∞ 函数可

连续延拓到闭单位圆盘 D 上, 故每个 Lβ,∞ 函数也可连续延拓到 D 上. 因此, 对 ∀ f ∈ Lβ,∞, 本文将 f

在 D 上的延拓仍记成 f .

将 Lβ,p 中满足 f(0) = 0 的解析函数全体所组成的集合记成 Apβ , 则 Apβ 为 Lβ,p 的子空间, 称为

Bergman-Sobolev 空间. 定义 ∥f∥Ap
β
= ∥Rβf∥Ap , 其中 ∥ · ∥Ap 为 Bergman 空间 Ap 上的范数, 则当

1 6 p 6 +∞ 时, ∥ · ∥Ap
β
为 Apβ 上的范数, Apβ 关于该范数构成 Banach 空间.

众所周知, Sobolev空间理论的产生对偏微分方程的发展意义非凡. Sobolev型空间是经典 Sobolev

空间结构与实变量的经典函数空间结构相结合的产物,源于调和分析中对具有非光滑核的奇异积分算

子有界性问题的估计 (参见文献 [3]). 由于缺乏解析结构,对这类型空间的结构及其算子与算子代数的

研究非常复杂,本质的困难在于相关不等式的估计.近年来,数学工作者们通过对 Sobolev型空间赋予

解析结构,研究了解析 Sobolev型空间的结构及其上的积分算子. 例如,对 Bergman-Sobolev空间及其

相关问题的研究 (参见文献 [4–7]), 对 Hardy-Sobolev 空间及其相关问题的研究 (参见文献 [8–12]), 对

Fock-Sobolev 空间及其相关问题的研究 (参见文献 [13–17]) 等. 我们也围绕某些解析 Sobolev 型空间

及其上的乘子和复合算子做了一些原创性工作, 可参见文献 [1, 18–20].

Bergman-Sobolev 空间, 作为一类新型解析函数空间, 几乎包含了所有经典解析函数空间. 例如,

A2
0 = L2

a, 为 Bergman 空间; A2
1
2

= H2, 为 Hardy 空间; A2
1 = D, 为 Dirichlet 空间. 这意味着 Bergman-

Sobolev 空间具有比经典解析函数空间复杂得多的结构, 其上的算子与算子代数问题自然也比经典情

形复杂很多. 本文对正整数阶 Bergman-Sobolev 空间上的 Toeplitz 算子展开了研究, 刻画了 Toeplitz

算子的有界性、紧性和 Fredholm性质. 本文所采用的方法是全新的,与经典的研究方法和技巧有本质

的不同. 然而, 我们还不清楚本文的结论是否能推广到分数阶导数的情形. 对一般的 β, 我们暂时无法

证明类似引理 2 的结论, 因此, 甚至无法合理定义分数阶导数的 Bergman-Sobolev 空间上的 Toeplitz

算子.

2 几个引理

本节探索 Bergman-Sobolev 空间与 Bergman 空间上投影算子的内在联系.
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记 A2 为 Bergman 空间, Q 为 L2 到 A2 的正交投影算子, 则对 ∀φ ∈ L2, 有

Qφ(z) =

∫
D
φ(w)Qz(w)dA(w) =

∞∑
k=0

(k + 1)zk
∫
D
wkφ(w)dA(w), z ∈ D,

其中

Qz(w) =
1

(1− ⟨w, z⟩)2
=

∞∑
k=0

(k + 1)zkwk, z, w ∈ D

为 A2 的再生核函数.

注意到
∫
D |zk|2dA(z) = 1

k+1 , 有

∥zk∥2A2
β
= k2β

∫
D
|zk|2dA(z) = k2β

k + 1
.

令 ek = zk

∥zk∥
A2

β

, 则 {ek} 为 A2
β 的一组正交基底, 故

Kz(w) =

∞∑
k=1

ek(w)ek(z) =

∞∑
k=1

k + 1

k2β
zkwk

为 A2
β 的再生核函数. 为了定义 A2

β 上的 Toeplitz 算子, 首先给出以下两个重要结论.

引理 1 若 p > 1, β ∈ R, β′ ∈ R, β > β′, 则 Apβ ⊆ Apβ′ . 特别地, 对 ∀β ∈ N∗, 有 ∀A∞
β ⊆ A∞.

证明 类似文献 [1, 命题 2.6], 此处略.

引理 2 设 β ∈ N, f ∈ A2
β . 若 u ∈ Lβ,∞,则 uf ∈ Lβ,2,且存在正常数 C 使得 ∥uf∥Lβ,2 6 C∥f∥A2

β
.

证明 显然, 由 u ∈ Lβ,∞ 知, 对 ∀ k ∈ N, 0 6 k 6 β, 有 Rku ∈ L∞, R̂ku ∈ L∞. 又 A2
β ⊆ A2

k, 且

对 ∀ f ∈ A2
β , 有 ∥Rk−1f∥A2 6 ∥Rkf∥A2 , 故

∥uf∥2Lβ,2 = ⟨Rβ(uf),Rβ(uf)⟩L2 + ⟨R̂β(uf), R̂β(uf)⟩L2

=

∥∥∥∥ β∑
k=0

Ckβ(Rβ−ku)(Rkf)

∥∥∥∥2
L2

+ ∥f(R̂βu)∥2L2

6 22β max
06k6β

{∥Rβ−ku∥2∞}∥Rβf∥2A2 + ∥f∥2A2∥R̂βu∥2∞

6 22β max
06k6β

{∥Rβ−ku∥2∞}∥f∥2A2
β
+ ∥R̂βu∥2∞∥f∥2A2

β

= C2∥f∥2A2
β
,

其中 C = 22β max06k6β{∥Rβ−ku∥2∞}+ ∥R̂βu∥2∞. 引理得证.

对 β ∈ N∗, 令 P 为 Lβ,2 到 A2
β 的正交投影算子. 由再生核函数的性质, 对 ∀u ∈ Lβ,2, 有

(Pu)(z) = ⟨u,Kz⟩A2
β
=

⟨
u,

∞∑
k=1

k + 1

k2β
zkwk

⟩
A2

β

=

⟨
u,

∞∑
k=1

k + 1

k2β
zkwk

⟩
A2

β

=

⟨
Rβu,Rβ

[ ∞∑
k=1

k + 1

k2β
zkwk

]⟩
A2

=

∫
D
RβuRβ

[ ∞∑
k=1

k + 1

k2β
zkwk

]
dA(w)

=
∞∑
k=1

k + 1

kβ
zk

∫
D
wkRβu(w)dA(w), z ∈ D.
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给定 u ∈ Lβ,∞, 对 ∀ f ∈ A2
β , 由引理 2 知 fu ∈ Lβ,2. 定义 Tu : A2

β → A2
β , 使得

Tuf = P (uf), ∀ f ∈ A2
β ,

则称 Tu 为具有符号 u 的 Toeplitz 算子.

性质 3 对 β ∈ N∗, u ∈ Lβ,2, 有

Rβ(Pu)(z) = Q(Rβu)(z)−Q(Rβu)(0).

证明 由

Q(Rβu)(z) =
∞∑
k=0

(k + 1)zk
∫
D
wkRβu(w)dA(w)

=

∫
D
Rβu(w)dA(w) +

∞∑
k=1

(k + 1)zk
∫
D
wkRβu(w)dA(w)

= Q(Rβu)(0) +
∞∑
k=1

(k + 1)zk
∫
D
wkRβu(w)dA(w)

= Q(Rβu)(0) +Rβ(Pu)(z),

有 Rβ(Pu)(z) = Q(Rβu)(z)−Q(Rβu)(0). 证毕.

以下介绍 Bergman 空间 A2 上的 Toeplitz 算子及其紧性刻画.

对 ∀φ ∈ L∞, 记 Sφ 为 A2 上具有 φ 符号的 Toeplitz 算子, 即

Sφf = Q(φf), ∀ f ∈ A2.

显然, Sφ 是 A2 上的有界算子. 给定 A2 上的任意有界线性算子 S, 其 Berezin 变换定义为

S̃(λ) = ⟨Sqλ, qλ⟩A2 =

∫
D
SqλqλdA, λ ∈ D,

其中 qλ(z) =
Qλ(z)

∥Qλ∥A2
是 A2 的正规化再生核函数.

众所周知, S̃ 在 D上连续,且 Toeplitz算子乘积的 Berezin变换具有保符号连续性的性质,即若任

意给定的符号函数 φ, ψ ∈ L∞ 在 D上是连续的,则相应 Toeplitz算子乘积的 Berezin变换 S̃φSψ 在 D
上也是连续的, 且在边界 T 上满足 S̃φSψ = φψ, 可参见文献 [21, 命题 2.1].

此外,可通过 Berezin变换在边界处的行为刻画相应 Toeplitz算子的紧性. 具体说来,对给定符号

φk, ψk ∈ L∞ (1 6 k 6 N),
∑N
k=1 Sφk

Sψk
是 A2 上的紧算子当且仅当 lim|λ|→1− [

∑N
k=1 S̃φk

Sψk
](λ) = 0,

可参见文献 [22, 定理 A].

由 Lβ,∞ 函数可连续延拓至边界 T, 不难得到如下结论.

引理 4 设 β ∈ N, uk, vk ∈ Lβ,∞ (k = 1, 2, . . . , N), Suk
和 Svk 为 A2 上相应的 Toeplitz 算子, 则∑N

k=1 Suk
Svk 是 A2 上的紧算子当且仅当

∑N
k=1 ukvk 在 T 上消失为零, 即当且仅当

∑N
k=1 ukvk |T = 0.

3 Toeplitz 算子的有界性和紧性

本节考虑 A2
β 上 Toeplitz 算子乘积的有限和的有界性和紧性. 由已有结论: 对 ∀ f ∈ A2, |f(0)|

6 ∥f∥A2 (其证明可参见文献 [23, 定理 2.1]), 可刻画 A2
β 上具有 Lβ,∞- 符号的 Toeplitz 算子的有界性.
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命题 5 若 β ∈ N∗, u ∈ Lβ,∞, 则 Toeplitz 算子 Tu 在 A2
β 上有界.

证明 对 ∀ f ∈ A2
β , 有

∥Tuf∥2A2
β
= ∥P (uf)∥2A2

β
= ∥Rβ [P (uf)]∥2A2

= ∥Q[Rβ(uf)](z)−Q[Rβ(uf)](0)∥2A2

6 {∥Q[Rβ(uf)]∥A2 + |Q[Rβ(uf)](0)|}2.

由 u ∈ Lβ,∞ 知, 对 ∀ k ∈ N, 0 6 k 6 β, 有 Rku ∈ L∞. 于是有

∥Q[Rβ(uf)]∥A2 6 ∥Rβ(uf)∥L2 =

∥∥∥∥ β∑
k=0

Ckβ(Rku)(Rβ−kf)

∥∥∥∥
L2

6
β∑
k=0

Ckβ∥Rku∥∞∥Rβ−kf∥A2 6 C1

β∑
k=0

∥Rβ−kf∥A2 ,

其中 C1 = max06k6β{Ckβ∥Rku∥∞} 为正常数. 注意到

∥f∥A2 6 ∥Rf∥A2 6 ∥R2f∥A2 6 · · · 6 ∥Rβ−1f∥A2 6 ∥Rβf∥A2 = ∥f∥A2
β
, (3.1)

有

∥Q[Rβ(uf)]∥A2 6 C1(β + 1)∥f∥A2
β
.

同样可证 |Q[Rβ(uf)](0)| 6 C1(β + 1)∥f∥A2
β
. 令 C = 2C1(β + 1), 则

∥Tuf∥A2
β
6 C∥f∥A2

β
.

证毕.

对 ∀λ ∈ D, β ∈ N∗, 令

Eλ(z) = RβKλ(z) =

∞∑
k=1

k + 1

kβ
λkzk, z ∈ D,

则 Rβ [Eλ(z)] = Qλ(z)− 1, 且

∥Eλ∥2A2
β
= ∥RβEλ∥2A2 = Qλ(λ)− 1 =

1− (1− |λ|2)2

(1− |λ|2)2
, λ ∈ D.

观察到

∥Qλ∥A2 = [Qλ(λ)]
1
2 =

1

1− |λ|2
,

可得

lim
|λ|→1−

∥Qλ∥A2

∥Eλ∥A2
β

= lim
|λ|→1−

1

1− |λ|2
· 1− |λ|2

[1− (1− |λ|2)2] 12
= 1.

取 eλ(z) =
Eλ(z)

∥Eλ∥A2
β

, 则有如下命题.

命题 6 当 |λ| → 1− 时, eλ 在 A2
β 上弱收敛到 0.

证明 对 ∀ f ∈ A2
β , 有

⟨f, eλ⟩A2
β
=

1

∥Eλ∥A2
β

⟨f,Eλ⟩A2
β
=

1

∥Eλ∥A2
β

⟨Rβf,RβEλ⟩A2
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=
1

∥Eλ∥A2
β

⟨Rβf,Qλ − 1⟩A2 =
1

∥Eλ∥A2
β

[⟨Rβf,Qλ⟩A2 − ⟨Rβf, 1⟩A2 ]

=
1

∥Eλ∥A2
β

[Rβf(λ)−Rβf(0)] =
(1− |λ|2)

[1− (1− |λ|2)2] 12
[Rβf(λ)].

由文献 [23, 定理 2.1] 知, 对 ∀G(λ) ∈ A2, 有 lim|λ|→1−(1 − |λ|2)G(λ) = 0. 而对 ∀ f ∈ A2
β , 有 Rβf(λ)

∈ A2. 故 lim|λ|→1−(1− |λ|2)[Rβf(λ)] = 0. 于是有

lim
|λ|→1−

⟨f, eλ⟩A2
β
= lim

|λ|→1−
(1− |λ|2)[Rβf(λ)] · 1

[1− (1− |λ|2)2] 12
= 0.

这意味着当 |λ| → 1− 时, eλ 在 A2
β 上弱收敛到 0. 证毕.

事实上, 由以下引理还可得到: 当 |λ| → 1− 时, ∥eλ∥A2 → 0.

引理 7 由 A2
β 到 A2 的恒等算子是紧的.

证明 由 (3.1) 可知, A2
β- 范数下的任意有界序列 {fn} 在 A2- 范数下也一定是有界的. 故存在

{fn} 的子序列 {fnk
} 局部一致收敛到某个 A2 函数. 因此, A2

β 到 A2 的恒等算子是紧的.

故对 A2
β 上弱收敛到 0 的任意序列 {fj}, 有 ∥fj∥A2 → 0 (j → ∞). 事实上, 还可证得: 对 β > β′,

嵌入映射 A2
β ↪→ A2

β′ 是紧的. 见以下引理.

引理 8 若 u ∈ Lβ,∞, {fj} ⊆ A2
β , 且 {fj}

w−→ 0 (j → ∞), 则对 ∀ γ ∈ N, γ 6 β, 有

lim
j→∞

Q[Rγ(ufj)](0) = 0.

证明 首先证明如下断言: 若 {fj} 为 A2
β 上弱收敛到 0 的序列, 则对 ∀ l ∈ N, l 6 β, 有 {Rlfj}

在 A2 上弱收敛到 0; 对 ∀ l ∈ N, l 6 β − 1, 有 ∥Rlfj∥A2 → 0.

由于 fj ∈ A2
β , 且 {ek}∞k=1 为 A2

β 的正规正交基底, 故对每个 fj , 有 Taylor 展式

fj(z) =

∞∑
k=1

a
(j)
k ek(z) =

∞∑
k=1

a
(j)
k

√
k + 1

kβ
zk.

对每个固定的 m ∈ N, 当 j → ∞ 时, 有 a
(j)
m = ⟨fj , em⟩A2

β
→ 0.

令 êk =
√
k + 1zk, 易知 {êk}∞k=0 为 A2 的一组正规正交基底. 对每个 m ∈ N, l ∈ N 且 l 6 β, 有

⟨Rlfj , êm⟩A2 =

⟨ ∞∑
k=1

a
(j)
k

√
k + 1

kβ−l
zk,

√
m+ 1zm

⟩
A2

=
a
(j)
m (m+ 1)

mβ−l ⟨zm, zm⟩A2 =
a
(j)
m

mβ−l → 0, j → ∞.

此外, 对 β − l > 1, 有

∥Rlfj∥2A2 =

⟨ ∞∑
k=1

a
(j)
k

√
k + 1

kβ−l
zk,

∞∑
k=1

a
(j)
k

√
k + 1

kβ−l
zk

⟩
A2

=

∞∑
k=1

[a
(j)
k ]2

k + 1

k2(β−l)
⟨zk, zk⟩A2 =

∞∑
k=1

[a
(j)
k ]2

k2(β−l)
→ 0, j → ∞.

断言得证. 故对 ∀ γ ∈ N, γ 6 β − 1, 有

|Q[Rγ(ufj)](0)| =
∣∣∣∣Q[ γ∑

k=0

Ckγ (Rγ−ku)(Rkfj)

]
(0)

∣∣∣∣
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=

∣∣∣∣ γ∑
k=0

CkγQ[(Rγ−ku)(Rkfj)](0)

∣∣∣∣ 6 γ∑
k=0

Ckγ |⟨Rγ−ku,Rkfj⟩A2 |

6
γ∑
k=0

Ckγ∥Rγ−ku∥∞∥Rkfj∥A2 = C

γ∑
k=0

∥Rkfj∥A2 → 0, j → ∞,

其中 C = max06k6γ{Ckγ∥Rγ−ku∥∞}.
若 γ = β, 则

|Q[Rβ(ufj)](0)| =
∣∣∣∣Q[ β∑

k=0

Ckβ(Rβ−ku)(Rkfj)

]
(0)

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ β∑
k=0

CkβQ[(Rβ−ku)(Rkfj)](0)

∣∣∣∣
6

∣∣∣∣ β−1∑
k=0

CkβQ[(Rβ−ku)(Rkfj)](0)

∣∣∣∣+ |Q(uRβfj)(0)|

6
β−1∑
k=0

Ckβ∥Rβ−ku∥∞∥Rkfj∥A2 + |Q(uRβfj)(0)|,

其中

Q(uRβfj)(0) =

∫
D
u(w)Rβfj(w)dA(w) = ⟨Rβfj , u⟩L2 = ⟨Rβfj , Q(u)⟩A2 .

由 Rβfj
w−→ 0 知, Q(uRβfj)(0) → 0 (j → ∞). 综上有 Q[Rβ(ufj)](0) → 0 (j → ∞). 证毕.

引理 9 假设 u, v ∈ Lβ,∞, ζ ∈ T, 则有 limλ→ζ⟨TuTveλ, eλ⟩A2
β
= u(ζ)v(ζ).

证明 对 ∀λ ∈ D, 有 ⟨TuTveλ, eλ⟩A2
β
= ⟨Rβ(TuTveλ),Rβeλ⟩A2 . 若 β = 1, 则

⟨TuTveλ, eλ⟩A2
1
= ⟨R(TuTveλ),Reλ⟩A2 = ⟨RP [u(Tveλ)],Reλ⟩A2 .

由性质 3, 有

RP [u(Tveλ)] = Q{R[u(Tveλ)]} −Q{R[u(Tveλ)]}(0)

= Q{(Ru)(Tveλ) + u[R(Tveλ)]} −Q{R[u(Tveλ)]}(0)

= Q{(Ru)(Tveλ)}+Q{u · R[P (veλ)]} −Q{R[u(Tveλ)]}(0)

= Q{(Ru)(Tveλ)}+Q{u ·Q[R(veλ)]− u ·Q[R(veλ)](0)} −Q{R[u(Tveλ)]}(0)

= Q{(Ru)(Tveλ)}+Q{u ·Q[(Rv)eλ + v(Reλ)]− u ·Q[R(veλ)](0)} −Q{R[u(Tveλ)]}(0)

= SRu(Tveλ) + SuSRveλ + SuSv(Reλ)− Su1 ·Q[R(veλ)](0)−Q{R[u(Tveλ)]}(0),

故

⟨TuTveλ, eλ⟩A2
1
= ⟨SRu(Tveλ) + SuSRveλ + SuSv(Reλ)−Su1 ·Q[R(veλ)](0)−Q{R[u(Tveλ)]}(0),Reλ⟩A2

= ⟨SRu(Tveλ),Reλ⟩A2 + ⟨SuSRveλ,Reλ⟩A2 + ⟨SuSv(Reλ),Reλ⟩A2

−Q[R(veλ)](0)⟨Su1,Reλ⟩A2 −Q{R[u(Tveλ)]}(0)⟨1,Reλ⟩A2

=: I1 + I2 + I3 − I4 − I5, (3.2)

其中

I1 = ⟨SRu(Tveλ),Reλ⟩A2 , I2 = ⟨SuSRveλ,Reλ⟩A2 , I3 = ⟨SuSv(Reλ),Reλ⟩A2 ,
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I4 = Q[R(veλ)](0)⟨Su1,Reλ⟩A2 , I5 = Q{R[u(Tveλ)]}(0)⟨1,Reλ⟩A2 .

不难发现

|I1| = |⟨SRu(Tveλ),Reλ⟩A2 | 6 ∥SRu∥ · ∥Tveλ∥A2 · ∥Reλ∥A2 = ∥SRu∥ · ∥Tveλ∥A2 , (3.3)

其中 ∥ · ∥ 表示算子范数. 由命题 6, {Tveλ}
w−→ 0, 有 ∥Tveλ∥A2 → 0. 故当 λ→ ζ 时, 有 |I1| → 0. 又

|I2| = |⟨SuSRveλ,Reλ⟩A2 | 6 ∥SuSRv∥ · ∥eλ∥A2 . (3.4)

由 {eλ}
w−→ 0, 有 ∥eλ∥A2 → 0, 可得 |I2| → 0 (λ→ ζ),

I3 = ⟨SuSv(Reλ),Reλ⟩A2 =
1

∥Eλ∥2A2
1

⟨SuSv(REλ),REλ⟩A2 =
1

∥Eλ∥2A2
1

⟨SuSv(Qλ − 1), Qλ − 1⟩A2

=
1

∥Eλ∥2A2
1

⟨SuSvQλ, Qλ⟩A2 − 1

∥Eλ∥2A2
1

⟨SuSvQλ, 1⟩A2 − 1

∥Eλ∥2A2
1

⟨SuSv1, Qλ⟩A2 +
1

∥Eλ∥2A2
1

⟨SuSv1, 1⟩A2

=: I31 − I32 − I33 + I34, (3.5)

其中

I31 =
1

∥Eλ∥2A2
1

⟨SuSvQλ, Qλ⟩A2 , I32 =
1

∥Eλ∥2A2
1

⟨SuSvQλ, 1⟩A2 ,

I33 =
1

∥Eλ∥2A2
1

⟨SuSv1, Qλ⟩A2 , I34 =
1

∥Eλ∥2A2
1

⟨SuSv1, 1⟩A2 .

注意到

I31 =
1

∥Eλ∥2A2
1

⟨SuSvQλ, Qλ⟩A2 =

[
∥Qλ∥A2

∥Eλ∥A2
1

]2
⟨SuSvqλ, qλ⟩A2

=

[
∥Qλ∥A2

∥Eλ∥A2
1

]2
S̃uSv(λ) → S̃uSv(ζ), λ→ ζ, (3.6)

且

|I32| =
∣∣∣∣ 1

∥Eλ∥2A2
1

⟨SuSvQλ, 1⟩A2

∣∣∣∣ 6 ∥SuSv∥
∥Eλ∥A2

1

· ∥Qλ∥A
2

∥Eλ∥A2
1

→ 0, λ→ ζ, (3.7)

其中 limλ→ζ
∥Qλ∥A2

∥Eλ∥A2
1

= 1, 且 limλ→ζ ∥Eλ∥A2
1
= +∞.

类似可得, 当 λ→ ζ 时, 有

|I33| =
1

∥Eλ∥2A2
1

|⟨SuSv1, Qλ⟩A2 | → 0 (3.8)

|I34| =
1

∥Eλ∥2A2
1

|⟨SuSv1, 1⟩A2 | 6 ∥SuSv∥
∥Eλ∥2A2

1

→ 0. (3.9)

结合 (3.5)–(3.9), 得

I3 → S̃uSv(ζ), λ→ ζ. (3.10)
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又 {eλ}
w−→ 0, {Tveλ}

w−→ 0, 根据引理 8, 有 Q[R(veλ)](0) → 0, 且 Q{R[u(Tveλ)]}(0) → 0. 故有

|I4| = |Q[R(veλ)](0)⟨Su1,Reλ⟩A2 |

6 |Q[R(veλ)](0)| · ∥Su∥∥Reλ∥A2 = |Q[R(veλ)](0)|∥Su∥ → 0, λ→ ζ, (3.11)

|I5| = |Q{R[u(Tveλ)]}(0)⟨1,Reλ⟩A2 |

6 |Q{R[u(Tveλ)]}(0)|∥Reλ∥A2 = |Q{R[u(Tveλ)]}(0)| → 0, λ→ ζ. (3.12)

结合 (3.3)、(3.4) 和 (3.10)–(3.12), 对 D 上的连续函数 u 和 v, 有

lim
λ→ζ

⟨TuTveλ, eλ⟩A2
1
= lim
λ→ζ

S̃uSv(λ) = u(ζ)v(ζ).

利用归纳法, 不难得到对 ∀β ∈ N∗, 有

lim
λ→ζ

⟨TuTveλ, eλ⟩A2
β
= lim
λ→ζ

S̃uSv(λ) = u(ζ)v(ζ).

证毕.

至此, 可刻画 A2
β 上 Toeplitz 算子乘积的有限和的紧性.

定理 10 假设 uj , vj ∈ Lβ,∞, j = 1, 2, . . . , N , 则以下说法等价:

(1)
∑N
j=1 TujTvj 是 A2

β 上的紧算子;

(2)
∑N
j=1 ujvj = 0 在 T 上消失为零.

证明 若 (1) 成立, 则对 ∀ ζ ∈ T, 由引理 9 知,

0 = lim
λ→ζ

⟨ N∑
j=1

TujTvj eλ, eλ

⟩
A2

β

=
N∑
j=1

uj(ζ)vj(ζ),

故 (2) 成立.

反之, 若 (2) 成立, 要证 (1) 成立, 只需证对 A2
β 上任一弱收敛到 0 的序列 {fk}, 当 k → ∞ 时, 有∥∥∥∥ N∑

j=1

TujTvjfk

∥∥∥∥
A2

β

→ 0.

为方便起见, 记

T =
N∑
j=1

TujTvj , S =
N∑
j=1

SujSvj .

若 β = 1, 对任一固定的 j ∈ N (1 6 j 6 N), ∀ k ∈ N∗, 由

R(TujTvjfk) = R[P (ujP (vjfk))] = Q[R(ujP (vjfk))]−Q[R(ujP (vjfk))](0)

= Q[R(uj)P (vjfk)] +Q[uj(RP (vjfk))]−Q[R(ujTvjfk)](0)

= Q[(Ruj)Tvjfk] +Q[ujQR(vjfk)]−Q{uj [QR(vjfk)](0)} −Q[R(ujTvjfk)](0)

= Q[(Ruj)Tvjfk] +Q[ujQ(fkRvj)] +Q[ujQ(vjRfk)]

−Q{uj [QR(vjfk)](0)} −Q[R(ujTvjfk)](0)

= SRujTvjfk + SujSRvjfk + SujSvjRfk − Suj1Q[R(vjfk)](0)−Q[R(ujTvjfk)](0),
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有

R(Tfk) = R
( N∑
j=1

TujTvjfk

)
=

N∑
j=1

R(TujTvjfk)

=

N∑
j=1

SRujTvjfk +

N∑
j=1

SujSRvjfk +

N∑
j=1

SujSvjRfk

−
N∑
j=1

Suj
1Q[R(vjfk)](0)−

N∑
j=1

Q[R(ujTvjfk)](0).

故

∥Tfk∥A2
1
= ∥R(Tfk)∥A2

=

∥∥∥∥ N∑
j=1

SRujTvjfk +

N∑
j=1

SujSRvjfk +

N∑
j=1

SujSvjRfk

−
N∑
j=1

Suj1Q[R(vjfk)](0)−
N∑
j=1

Q[R(ujTvjfk)](0)

∥∥∥∥
A2

6
N∑
j=1

∥SRuj∥∥Tvjfk∥A2 + ∥fk∥A2

N∑
j=1

∥SujSRvj∥+ ∥S(Rfk)∥A2

+

N∑
j=1

∥Suj∥A2 · |Q[R(vjfk)](0)|+
N∑
j=1

|Q[R(ujTvjfk)](0)|.

由 {fk} 在 A2
1 上弱收敛到 0 知, 对 ∀ j ∈ N (1 6 j 6 N), 有 {Tvjfk} 在 A2

1 上也弱收敛到 0. 由引理 7,

当 k → ∞时,有 ∥Tvjfk∥A2 → 0, ∥fk∥A2 → 0. 再由引理 8,有 {Rfk}在 A2 上弱收敛到 0. 结合引理 4,

有 ∥S(Rfk)∥A2 → 0 (k → ∞). 又引理 8已证得对每个 1 6 j 6 N ,当 k → ∞时,有 Q[R(vjfk)](0) → 0,

Q[R(ujTvjfk)](0) → 0. 这意味着 ∥Tfk∥A2
1
→ 0 (k → ∞), 即 (2) ⇒ (1) 对 β = 1 的情形成立.

若 β = 2, 注意到

∥Tfk∥A2
2
=

∥∥∥∥R2

( N∑
j=1

TujTvjfk

)∥∥∥∥
A2

=

∥∥∥∥ N∑
j=1

R2(TujTvjfk)

∥∥∥∥
A2

,

其中

R2(TujTvjfk) = R2[P (ujP (vjfk))]

= Q[R2(ujP (vjfk))]−Q[R2(ujP (vjfk))](0)

= Q[(R2uj)P (vjfk) + 2(Ruj) · RP (vjfk) + ujR2P (vjfk)]−Q[R2(ujTvjfk)](0)

= Q[(R2uj)P (vjfk)] + 2Q[(Ruj) · RP (vjfk)] +Q[ujR2P (vjfk)]−Q[R2(ujTvjfk)](0)

= Q[(R2uj)P (vjfk)] + 2Q[(Ruj) ·QR(vjfk)]− 2Q[(Ruj)QR(vjfk)(0)]

+Q[ujQR2(vjfk)]−Q[ujQR2(vjfk)(0)]−Q[R2(ujTvjfk)](0)

= Q[(R2uj)P (vjfk)] + 2Q(Ruj) · [Q(Rvj)fk] + 2Q(Ruj)[(Qvj)(Rfk)]

− 2Q[(Ruj)QR(vjfk)](0) + (Quj)Q[(R2vj)fk] + 2(Quj)Q[(Rvj)(Rfk)]
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+ (Quj)Q[vj(R2fk)]− (Quj)Q[R2(vjfk)](0)−Q[R2(ujTvjfk)](0)

= SR2uj
Tvjfk + 2SRujSRvjfk + 2SRujSvjRfk

− 2Q[R(vjfk)](0) · SRuj1 + SujSR2vjfk + 2SujSRvjRfk

+ SujSvjR2fk − Suj1Q[R2(vjfk)](0)−Q[R2(ujTvjfk)](0),

故有

∥Tfk∥A2
2
=

∥∥∥∥ N∑
j=1

R2(TujTvjfk)

∥∥∥∥
A2

=

∥∥∥∥ N∑
j=1

{SR2uj
Tvjfk + 2SRujSRvjfk + 2SRujSvjRfk

− 2Q[R(vjfk)](0) · SRuj1 + SujSR2vjfk + 2SujSRvjRfk

+ SujSvjR2fk − Suj1 ·Q[R2(vjfk)](0)−Q[R2(ujTvjfk)](0)}
∥∥∥∥
A2

6
N∑
j=1

∥SR2uj
∥∥Tvjfk∥A2 + 2

N∑
j=1

∥SRujSRvj∥∥fk∥A2 + 2
N∑
j=1

∥SRujSvjRfk∥A2

+ 2
N∑
j=1

∥SRuj∥ · |Q[R(vjfk)](0)|+
N∑
j=1

∥SujSR2vj∥∥fk∥A2 + 2
N∑
j=1

∥SujSRvjRfk∥A2

+ ∥S(R2fk)∥A2 +

N∑
j=1

∥Suj∥ · |Q[R2(vjfk)](0)|+
N∑
j=1

|Q[R2(ujTvjfk)](0)|. (3.13)

由 {fk} 在 A2
2 上弱收敛到 0 知, 对 ∀ j ∈ N (1 6 j 6 N), {Tvjfk} 在 A2

2 上也弱收敛到 0. 由引理 7, 当

k → ∞ 时, 有 ∥Tvjfk∥A2 → 0, ∥fk∥A2 → 0. 这意味着

N∑
j=1

∥SR2uj
∥∥Tvjfk∥A2 + 2

N∑
j=1

∥SRujSRvj∥∥fk∥A2 +

N∑
j=1

∥SujSR2vj∥∥fk∥A2

→ 0, k → ∞. (3.14)

由定理 8, 对每个 1 6 j 6 N , 当 k → ∞ 时, 有

Q[R(vjfk)](0) → 0, Q[R2(vjfk)](0) → 0 且 Q[R2(ujTvjfk)](0) → 0. (3.15)

从而有

2
N∑
j=1

∥SRuj∥ · |Q[R(vjfk)](0)|+
N∑
j=1

∥Suj∥ · |Q[R2(vjfk)](0)|+
N∑
j=1

|Q[R2(ujTvjfk)](0)|

→ 0, k → ∞. (3.16)

再由条件 (2) 成立知, S =
∑N
j=1 SujSvj 是 A2 上的紧算子. 而 R2fk 在 A2 上弱收敛到 0, 故有

∥S(R2fk)∥A2 → 0, k → ∞. (3.17)
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最后, 由引理 8, 当 k → ∞ 时, ∥Rfk∥A2 → 0. 故

2

N∑
j=1

∥SRujSvjRfk∥A2 + 2

N∑
j=1

∥SujSRvjRfk∥A2

6 2

[ N∑
j=1

∥SRujSvj∥+
N∑
j=1

∥SujSRvj∥
]
· ∥Rfk∥A2 → 0, k → ∞. (3.18)

结合 (3.13)–(3.18), 可知 ∥Tfk∥A2
2
→ 0, k → ∞, 即 T =

∑N
j=1 TujTvj 是 A2

2 上的紧算子.

对 β ∈ N∗, β > 3, 由归纳法可得 ∥Tfk∥A2
β
→ 0 (k → ∞). (2) ⇒ (1) 成立. 证毕.

由以上结论, 不难得到推论 11.

推论 11 若 β ∈ N, u, v ∈ Lβ,∞, 则半换位子 TuTv − Tuv 和换位子 TuTv − TvTu 都是 A2
β 上的紧

算子.

众所周知, Hardy 空间上只有平凡的紧 Toeplitz 算子. 而在 Bergman 空间和 Dirichlet 空间上却

存在许多非平凡的紧 Toeplitz算子,甚至无界符号的紧 Toeplitz算子 (参见文献 [20,24–26]). 对于 A2
β ,

有如下结论.

推论 12 若 β ∈ N, u ∈ Lβ,∞, 则 Tu 是 A2
β 上的紧算子当且仅当 u 在 T 上消失为零.

4 Toeplitz 算子的 Fredholm 性质

本节考虑 A2
β 上 Toeplitz 算子的 Fredholm 性质.

定理 13 若 β ∈ N∗, u ∈ Lβ,∞, 则 Tu 是 A2
β 上的 Fredholm 算子当且仅当符号 u 在边界 T 处无

零点.

证明 一方面, 若 Tu 是 A2
β 上的 Fredholm 算子, 下证 u 在 T 上无零点. 若不然, 则存在 ζ ∈ T

使得 u(ζ) = 0. 对 ∀λ ∈ D, 由

∥ueλ∥2Lβ,2 = ⟨Rβ(ueλ),Rβ(ueλ)⟩L2 + ⟨R̂β(ueλ), R̂β(ueλ)⟩L2 ,

|⟨R̂β(ueλ), R̂β(ueλ)⟩L2 | = |⟨eλ(R̂βu), eλ(R̂βu)⟩L2 | 6 ∥R̂βu∥2∞ · ∥eλ∥2A2 → 0, λ→ ζ,

有

lim
λ→ζ

∥ueλ∥2Lβ,2 = lim
λ→ζ

⟨Rβ(ueλ),Rβ(ueλ)⟩L2 .

对 ∀β ∈ N∗, 下证 limλ→ζ ∥ueλ∥2Lβ,2 = 0.

若 β = 1, 则

⟨R(ueλ),R(ueλ)⟩A2 = ⟨(Ru)eλ + u(Reλ), (Ru)eλ + u(Reλ)⟩A2

= ⟨(Ru)eλ, (Ru)eλ⟩A2 + ⟨(Ru)eλ, u(Reλ)⟩A2

+ ⟨u(Reλ), (Ru)eλ⟩A2 + ⟨u(Reλ), u(Reλ)⟩A2 .

注意到

⟨(Ru)eλ, (Ru)eλ⟩A2 6 ∥Ru∥2∞∥eλ∥2A2 → 0, λ→ ζ
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和

|⟨(Ru)eλ, u(Reλ)⟩A2 | = |⟨u(Reλ), (Ru)eλ⟩A2 |

6 ∥u∥∞∥Ru∥∞∥Reλ∥A2∥eλ∥A2

= ∥u∥∞∥Ru∥∞∥eλ∥A2
1
∥eλ∥A2

= ∥u∥∞∥Ru∥∞∥eλ∥A2 → 0, λ→ ζ,

以及

|⟨u(Reλ), u(Reλ)⟩A2 | = 1

∥Eλ∥2A2
1

|⟨u(Qλ − 1), u(Qλ − 1)⟩A2 |

6 1

∥Eλ∥2A2
1

[⟨uQλ, uQλ⟩A2 + 2|⟨uQλ, u⟩A2 |+ ⟨u, u⟩A2 ]

6 ∥Qλ∥2A2

∥Eλ∥2A2
1

⟨S|u|2qλ, qλ⟩A2 +
2∥u∥2∞∥Qλ∥A2 + ∥u∥2∞

∥Eλ∥2A2
1

6
(
∥Qλ∥A2

∥Eλ∥A2
1

)2

S̃|u|2(λ) +
3∥u∥2∞∥Qλ∥A2

∥Eλ∥2A2
1

,

其中 ∥Eλ∥A2
1
→ ∞ (λ→ ζ),

∥Qλ∥A2

∥Eλ∥A2
1

→ 1 (λ→ ζ). 因此,

lim
λ→ζ

∥ueλ∥2L1,2 = lim
λ→ζ

⟨R(ueλ),R(ueλ)⟩L2 6 lim
λ→ζ

S̃|u|2(λ) = |u(ζ)|2.

若 β = 2, 则

⟨R2(ueλ),R2(ueλ)⟩A2 = ⟨(R2u)eλ + 2(Ru)(Reλ) + u(R2eλ), (R2u)eλ + 2(Ru)(Reλ) + u(R2eλ)⟩A2

= ⟨(R2u)eλ, (R2u)eλ⟩A2 + 2⟨(R2u)eλ, (Ru)(Reλ)⟩A2 + ⟨(R2u)eλ, u(R2eλ)⟩A2

+ 2⟨(Ru)(Reλ), (R2u)eλ⟩A2 + 4⟨(Ru)(Reλ), (Ru)(Reλ)⟩A2

+ 2⟨(Ru)(Reλ), u(R2eλ)⟩A2 + ⟨u(R2eλ), (R2u)eλ⟩A2

+ 2⟨u(R2eλ), (Ru)(Reλ)⟩A2 + ⟨u(R2eλ), u(R2eλ)⟩A2 . (4.1)

注意到

|⟨(R2u)eλ, (R2u)eλ⟩A2 | 6 ∥R2u∥2∞∥eλ∥2A2 → 0, λ→ ζ (4.2)

和

2|⟨(R2u)eλ, (Ru)(Reλ)⟩A2 | = 2|⟨(Ru)(Reλ), (R2u)eλ⟩A2 |

6 2∥Ru∥∞∥R2u∥∞∥Reλ∥A2∥eλ∥A2 → 0, λ→ ζ, (4.3)

以及

|⟨(R2u)eλ, u(R2eλ)⟩A2 | = |⟨u(R2eλ), (R2u)eλ⟩A2 |

6 ∥R2u∥∞∥u∥∞∥R2eλ∥A2∥eλ∥A2
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= ∥R2u∥∞∥u∥∞∥eλ∥A2 → 0, λ→ ζ (4.4)

和

|4⟨(Ru)(Reλ), (Ru)(Reλ)⟩A2 + 2⟨(Ru)(Reλ), u(R2eλ)⟩A2 + 2⟨u(R2eλ), (Ru)(Reλ)⟩A2 |

6 4|⟨(Ru)(Reλ), (Ru)(Reλ)⟩A2 |+ 4|⟨(Ru)(Reλ), u(R2eλ)⟩A2 |

6 4∥Ru∥2∞∥Reλ∥2A2 + 4∥Ru∥∞∥u∥∞∥Reλ∥A2∥R2eλ∥A2

= 4∥Ru∥2∞∥Reλ∥2A2 + 4∥Ru∥∞∥u∥∞∥Reλ∥A2 → 0, λ→ ζ, (4.5)

还有

|⟨u(R2eλ), u(R2eλ)⟩A2 | = 1

∥Eλ∥2A2
2

|⟨u(R2Eλ), u(R2Eλ)⟩A2 |

=
1

∥Eλ∥2A2
2

|⟨u(Qλ − 1), u(Qλ − 1)⟩A2 |

6 1

∥Eλ∥2A2
2

[⟨uQλ, uQλ⟩A2 + 2|⟨uQλ, u⟩A2 |+ ⟨u, u⟩A2 ]

=
∥Qλ∥2A2

∥Eλ∥2A2
2

⟨S|u|2qλ, qλ⟩A2 +
2∥u∥2∞∥Qλ∥A2 + ∥u∥2∞

∥Eλ∥2A2
2

6
[
∥Qλ∥A2

∥Eλ∥A2
2

]2
S̃|u|2(λ) +

3∥u∥2∞∥Qλ∥A2

∥Eλ∥2A2
2

, (4.6)

其中 ∥Eλ∥A2
2
→ ∞ (λ→ ζ),

∥Qλ∥A2

∥Eλ∥A2
2

→ 1 (λ→ ζ). 结合 (4.1)–(4.6), 得

lim
λ→ζ

∥ueλ∥2L2,2 = lim
λ→ζ

⟨R2(ueλ),R2(ueλ)⟩L2 6 lim
λ→ζ

S̃|u|2(λ) = |u(ζ)|2.

利用归纳法, 对 ∀β ∈ N∗, 有

lim
λ→ζ

∥ueλ∥2Lβ,2 = lim
λ→ζ

⟨Rβ(ueλ),Rβ(ueλ)⟩L2 6 lim
λ→ζ

S̃|u|2(λ) = |u(ζ)|2.

故而有

lim
λ→ζ

∥Tueλ∥2A2
β
= lim
λ→ζ

∥P (ueλ)∥2A2
β
6 lim
λ→ζ

∥ueλ∥2Lβ,2 6 lim
λ→ζ

S̃|u|2(λ) = |u(ζ)|2 = 0.

这显然与 Tu 是 A2
β 上的 Fredholm 算子矛盾. 这一矛盾说明 u 在 T 上无零点.

另一方面, 若 u 在 T 上无零点, 则由文献 [27, 定理 1.2] 知, Su 是 A2 上的 Fredholm 算子. 特别

地, S1 是 A2 上的 Fredholm 算子. 下证 Tu 是 A2
β 上的 Fredholm 算子. 若不然, 则 Tu 不是 A2

β 上的

Fredholm 算子, 故存在 A2
β 上弱收敛到 0 的单位序列 {kj}, 使得当 j → ∞ 时, 有 ∥Tukj∥A2

β
→ 0 或

∥T ∗
ukj∥A2

β
→ 0. 不失一般性, 假设 ∥Tukj∥A2

β
→ 0. 由 S1 在 A2 上的 Fredholm 性知, 存在 A2 上的有界

算子 B, 使得 BS1 − I 在 A2 上紧.

令 tj = Rβkj , 则由 {kj} 在 A2
β 上弱收敛到 0 知, {tj} 在 A2 上弱收敛到 0. 故

lim
j→∞

∥tj∥2A2 = lim
j→∞

∥Rβkj∥2A2 = lim
j→∞

∥kj∥2A2
β
= 1,
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且

lim
j→∞

⟨(BS1 − I)tj , tj⟩A2 = 0.

从而有

lim
j→∞

⟨BS1tj , tj⟩A2 = lim
j→∞

⟨tj , tj⟩A2 = lim
j→∞

∥tj∥2A2 = 1.

直接计算得

⟨BQ[Rβ(ukj)], tj⟩A2 =

⟨
BQ

[ β∑
l=0

Clβ(Rβ−lu)(Rlkj)

]
, tj

⟩
A2

=

β−1∑
l=0

Clβ⟨BQ(Rβ−lu)(Rlkj), tj⟩A2 + ⟨BQ[(Rβkj)], tj⟩A2

=

β−1∑
l=0

Clβ⟨BSRβ−luRlkj , tj⟩A2 + ⟨BS1tj , tj⟩A2 ,

且对每个 l ∈ N, l 6 β − 1, 有

|⟨BSRβ−luRlkj , tj⟩A2 | 6 ∥B∥∥SRβ−lu∥ · |⟨Rlkj , tj⟩A2 | 6 ∥B∥ · ∥SRβ−lu∥ · ∥Rlkj∥A2∥tj∥A2

= ∥B∥ · ∥SRβ−lu∥ · ∥Rlkj∥A2 → 0, j → ∞. (4.7)

这意味着当 j → ∞ 时, 有

⟨BQ[Rβ(ukj)], tj⟩A2 → 1. (4.8)

根据引理 8, 结合 (4.8), 有

⟨B[Rβ(Tukj)], tj⟩A2 = ⟨B[Rβ(P (ukj))], tj⟩A2 = ⟨BQ[Rβ(ukj)], tj⟩A2 − ⟨BQ[Rβ(ukj)](0), tj⟩A2

= ⟨BQ[Rβ(ukj)], tj⟩A2 −Q[Rβ(ukj)](0)⟨B1, tj⟩A2 → 1, j → ∞. (4.9)

然而, 由 ∥Tukj∥A2
β
→ 0 (j → ∞), ∥tj∥A2 → 1 (j → ∞), 有

|⟨B[Rβ(Tukj)], tj⟩A2 | 6 ∥B∥∥Rβ(Tukj)∥A2∥tj∥A2 = ∥B∥∥Tukj∥A2
β
∥tj∥A2 → 0, j → ∞,

显然与 (4.9) 矛盾. 这一矛盾说明 Tu 是 A2
β 上的 Fredholm 算子. 证毕.

推论 14 若 u ∈ Lβ,∞, 则 σe(Tu) = u(T).
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Toeplitz operators on Bergman-Sobolev space with positive

integer derivative

HE Li & CAO GuangFu

Abstract Toeplitz operators on Bergman-Sobolev space of the unit disk are much more complex than those

on the Hardy space and the Bergman space, and many basic problems have not been solved. This paper discusses

some properties of Toeplitz operators on Bergman-Sobolev Space with positive integer derivative, mainly including

characterizing the boundedness, compactness and Fredholmness of these operators.
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