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摘要 本文简要综述大气、海洋动力学中一些非线性偏微分及其无穷维动力系统的研究进展,其中包括我

们近年来取得的一些研究成果.首先,我们介绍 (无耗散的和耗散的)表面准地砖方程近 20来年的数学理论的

研究成果.接着,我们综述了描述大尺度大气、海洋运动的大气、海洋原始方程组的一些定性理论的研究成

果,含适定性、解的长时间行为和整体吸引子的存在性等.最后,我们介绍大气、海洋随机动力学的一些数学

模型的研究结果,主要是带随机力的海洋原始方程组的适定性及其对应的无穷维随机动力系统的全局吸引子

的存在性的结果.
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1 引言

由于大气是特殊的可压流体, 海洋是特殊的不

可压流体,人们可以应用动力学方法研究支配大气、

海洋运动的非线性偏微分方程组 (见文献 [1–5]), 从

而理解天气预报和气候变化机制. 气象学的先驱之

一 V. Bjerknes 曾经说:“天气预报可以被看作数学物

理中一个初边值问题”,参见文献 [6].也就是说,人们

可以建立以数学物理方法为基础的数值天气预报.

支配大气、海洋运动的数学方程组主要由下面

方程组成: 质量、动量、能量守恒方程和状态方程

(还有其他方程,对于大气是水汽守恒方程,而对于海

洋是盐度守恒方程). 大气的质量和动量守恒方程从

本质上看是可压的 (对于海洋,取 Boussinesq近似,为

不可压的)Navier- Stokes方程. 因为大气、海洋运动

的基本方程组含有太多复杂的信息 (例如,空间尺度

从 10 km的小尺度, 100 km的中尺度一直到 1000 km

的大尺度都有), 所以人们在可预见的未来可能无法

从数值和理论上彻底地解决它们.为此,人们必须略

去一些中小尺度的因素,合理地简化大气、海洋运动

的基本方程组,从而才能实现数值天气预报. 由于全

球大气 (海洋)的垂直方向上的尺度比水平方向上的

尺度小得多,最自然的简化方法就是取静力近似,即

把竖直方向上的动量守恒方程用流体静力平衡方程

(它满足大尺度大气、海洋的观测数据)来代替. 1922

年, Richardson为了实现数值天气预报首次引进了大
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气原始方程组和海洋原始方程组. 它们包括带科氏

力的流体力学方程组、热动力学方程和状态方程等,

参见文献 [4]. 当时, 因为这些方程组还是比较复杂,

又因为计算能力还较为落后, 所以人们仍然无法从

理论和数值上解决它, 也就无法真正实现数值天气

预报的梦想.

为了克服这一困难,人们后来引进了一些简化数

值模式, 比如 Charney, Fjortaft和 Neumann提出的正

压模式 (见文献 [7]),和 Charney和 Philips在文献 [8]

中引进的准地转模式. 1950 年, Charney, Fjortaft 和

Neumann 利用他们的二维正压模式 (即球面上带科

里奥利力的 Euler方程)在普林斯顿的高等研究所的

ENIAC 计算机上成功地实现数值天气预报, 这被称

为天气预报的一场重大革命. 随后,作为大气科学发

展的一个重要成果, 数值天气预报已在世界各国得

到了广泛的应用.

20 世纪 50 年代后, 气象科学有了蓬勃发展. 同

时, 一些近代科学技术的成就大大地促进了数值天

气预报的快速发展: 利用空间科学技术 (如雷达) 和

气象卫星等现代化工具, 人们能够及时地获得全球

大气从底到高的气象资料; 大型计算机提供了加工

处理资料和进行数值计算的强有力工具. 因此,研究

人员又开始转向利用大气原始方程组和海洋原始方

程组来预报天气和气候. 大气原始方程组和海洋原

始方程组分别是美国的大气研究国家中心 (NCAR)

使用的全球大气环流模式 (AGCM)和全球海洋环流

模式 (OGCM) 的核心组成部分. 许多数值天气预报

的模式都是基于大气原始方程组和海洋原始方程组,

见文献 [9–16] 和其中的引文. 数值天气预报的物质

条件方面已经比较成熟了, 理论研究的重要性就越

来越突出,这方面的文章见 [5, 17, 18]. 人们有必要深

入分析各种各样的大气、海洋动力学模式,用合理的

数学方法来研究这些模式,建立它们的定性理论 (定

性理论在数值预报的可靠性分析中就发挥着至关重

要的作用).从而,人们可以选择较为准确的数值预报

模式.

起初, 人们主要研究简化二维和三维大气、海

洋的数学模型,包括二维和三维准地转方程. 这些模

式着重于突出研究大气海洋的某些特征. 由于突出

重点,数学理论比较成熟,问题可以研究得更为透彻,

比如说带粘性的二维和三维准地转方程的适定性已

经基本解决,见文献 [19–24]. 上世纪八十年代起,二

维和三维准地转方程已经成为数学研究的一个主题

(人们可以研究对应问题的适定性、波的非线性稳定

性,也可以研究各种各样的简化模型的数学合理性),

相关研究结果参见文献 [25–30]. 穆穆院士在准地转

方程研究方面做了许多重要的、很有理论意义和实

际应用价值的工作.为了描述一致位涡场 (q = 0)的

下表面的位温 (或浮力) 的演化, 人们得到了表面准

地转方程,参见文献 [31]. Constantin等在文献 [32]中

研究了表面准地转方程, 揭示了该方程与三维不可

压缩的 Euler方程有一些重要的相似之处,而且通过

计算猜测表面准地转方程可能出现奇性解. 后来表

面准地转方程的适定性问题已经成为非线性偏微分

方程研究的一个主题, 相关的研究工作可以参见文

献 [33–42] 和其中的引文. 二十世纪九十年代初, 许

多数学家 (例如 J. L. Lions, R. Temam和 S. Wang)开

始从数学上研究大气、海洋和耦合的大气海洋原始

方程组 (见文献 [17, 18, 43–47]和其中的引文). 近十

年来,人们也开始重视随机大气、海洋动力学中一些

数学模型的理论和数值研究.

这里,我们主要介绍大气、海洋动力学中表面准

地转方程、大气海洋原始方程组和一些随机非线性

偏微分方程的研究的进展. 本文的安排如下: 首先,

介绍表面准地转方程的一些研究进展;其次,给出大

气、海洋原始方程组的定性理论的一些研究成果;最

后,介绍大气、海洋动力学的一些随机数学模型的研

究结果.

2 表面准地转方程

2.1 无耗散的表面准地转方程

下面,我们首先给出表面准地转方程的推导. 把

在静力近似和 Boussinesq近似下的绝热无摩擦的大

气或海洋基本方程组关于小 Rossby数展开, 可以得

到一阶近似

∂tξ + J(ψ,ξ ) = f ∂zw,

∂tθ + J(ψ,θ) =−N2w,
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其中 ξ =ψxx+ψyy, ψ为流函数, J(ψ ,ξ ) =ψxξy−ψyξx,

w为垂直方向上的速度, θ = f ψz,对于大气而言, θ 是
位温 (它是将空气微团通过绝热过程移动到压强为 1

个标准大气压处的温度),对于海洋而言, θ 是浮力, f

为科氏参数, N为浮力频率,为了简单起见,假设 f 和

N 均为常数. 消去前面两个方程中的 w,关于 z做一

个变换,得到

∂tq+ J(ψ,q) = 0, (1)

其中 q = (∂xx + ∂yy + ∂zz)ψ , q 表示位涡. 如果边界上

没有热交换,也不考虑边界上的摩擦,底面为平面,方

程 (1)的下边界 (z = 0)条件可以写为 d
dt (

∂ψ
∂ z ) = 0,即

∂tθ + J(ψ,θ) = 0, (2)

这里 θ(x,y) = ∂zψ|z=0. (1) 和 (2) 式的一个特殊例子

是如下的系统:

(∂xx +∂yy +∂zz)ψ = 0, z > 0, (3)

∂tθ + J(ψ,θ) = 0, z = 0, (4)

ψ → 0, z → ∞. (5)

系统 (3)–(5)描述一致位涡场 (q = 0)的下表面的位温

(或浮力)的演化,它可以用于模拟冷暖气团交界处的

锋生 (frontogenesis). 关于系统 (3)–(5)的应用背景的

详细描述可参见文献 [31].

如果 θ(x,y) 是具体给定的, 那么通过解椭圆方

程的边值问题

(∂xx +∂yy +∂zz)ψ = 0, z > 0,

∂zψ|z=0 = θ(x,y),

ψ → 0, z → ∞,

就可以得到 ψ 在 z > 0 中的分布. 因此, 为了研

究系统 (3)–(5), 可以考虑下面方程的 Cauchy 问题:

∂tθ + J(ψ,θ) = 0,即

∂tθ +u ·∇θ = 0, in R2, (6)

其中

−θ = (−△)
1
2 ψ, (7)

u = (u1,u2) = (−ψy,ψx), (8)

R2可以换为二维的换面 T2,非局部算子 (−△)
1
2 是通

过如下的 Fourier变换定义的,

̂
(−△)

1
2 ψ(ξ ) = |ξ |ψ̂(ξ ), (9)

这里 ψ̂(ξ ) = 1
(2π)2

∫
R2

e−iη ·ξ ψ(η)dη . (8)可以重写为

u= (∂y(−△)−
1
2 θ ,−∂x(−△)−

1
2 θ) = (−R2θ ,R1θ), (10)

其中 R1,R2 表示 Riesz 变换, R̂ j f (ξ ) = − iξ j
|ξ | f̂ (ξ ). 方

程 (6)称为表面准地转方程(Surface quasi-geostrophic

equation).

人们研究方程 (6) 的另一个重要原因是: (6) 与

三维不可压 Euler方程有一些重要的相似之处. 事实

上,方程 (6)关于 y和 x求导,得到

∂∇⊥θ
∂ t

+(u ·∇)∇⊥θ = (∇u)∇⊥θ . (11)

其中 ∇⊥θ =

(
−θy

θx

)
, (∇u) =

(
u1x u1y

u2x u2y

)
,而三维

不可压缩的 Euler方程的涡度形式为

∂ω
∂ t

+(v ·∇)ω = (∇v)ω, (12)

其中 ω = curlv, v = (v1,v2,v3), (∇v) = (∂ jvi),∂ j =

∂x,∂y,∂z, i = 1,2,3. (11)和 (12)具有一种相似的结构:

旋涡的拉伸 (vortex stretching).

在文献 [32] 中, Constantin 等通过数学理论和

数值实验的结合研究了无耗散的表面准地转方程的

Cauchy问题,即 (6)带初始条件:

θ(t,x,y)|t=0 = θ0(x,y). (13)

首先, 他们得到 (6) 和 (13) 的光滑解的局部存在

性. 同时,他们也得到了无耗散的表面准地转方程的

Cauchy问题的爆破 (Blow up)准则.

虽然无耗散的表面准地转方程的 Cauchy问题和

周期问题都存在局部光滑解, 但是他们是否存在有

限时间爆破解仍然是一个公开问题. 为了解决这一

问题, 人们试图通过数值模拟寻找有限时间爆破解.

在文献 [32]中, Constantin等选取

θ0 = sinxsiny+ cosy, (14)
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通过数值模拟得到了无耗散的表面准地转方程的周

期问题一个形成强锋面的解, 由此猜测该解可能产

生有限时间的爆破. 而且,他们受到数值模拟结果的

启发, 研究了产生爆破的位温张量的水平集的拓扑

特征. 文献 [48, 49]和文献 [34]分别给出了表面准地

转方程以 (14) 的 θ0 为初始数据的解不会在有限时

间爆破的数值和理论证据.

2.2 耗散的表面准地转方程

带耗散的表面准地转方程为

∂tθ +u ·∇θ +κ(−△)−α θ = 0, in Ω, (15)

其中 −θ = (−△)
1
2 ψ , u = (−ψy,ψx) = (−R2θ ,R1θ),

κ > 0, 非局部算子 (−△)α(1 > α > 0) 是通过如下的

Fourier 变换定义的: ̂(−△)α θ(ξ ) = |ξ |2α θ̂(ξ ), R j 是

Riesz变换, Ω可以取 R2或二维环面 T2.

当 α = 1
2 时,方程 (15)由下面的系统导出,

(∂xx +∂yy +∂zz)ψ = 0,z > 0,

d ∂ψ
∂z
dt

=
dθ
dt

=
∂θ
∂ t

+ J(ψ,θ) =−E
1
2

v

2ε
(∂xx +∂yy)ψ, (16)

z = 0,ψ → 0,z → ∞,

其中 (16)中第二个式子是文献 [50]中的方程 (6.6.10)

(当 ηB = 0,H = 0时,即下边界是平面,且边界上没有

热变换). Ev 是 Ekman数, ε 是 Rossby数, −E
1
2

v
2ε (∂xx +

∂yy)ψ 表示摩擦.

下面, 我们介绍关于带耗散的表面准地转方程

的适定性的研究成果. Resnick在文献 [51]中得到了

带外力和耗散的表面准地转方程的弱解的整体存在

性. Constantin和Wu在文献 [35]中得到当 1
2 < α 6 1

时, 带耗散的表面准地转方程的光滑解的整体存在

性.

注记 2.1 当 1 > α > 1
2 时, 带耗散的表面准地

转方程 (15)的光滑解整体存在. 人们把当 α > 1
2 时

的 (15) 称为带次临界耗散的表面准地转方程; 把当

α = 1
2 时的 (15)称为带临界耗散的表面准地转方程;

把当 0 6 α < 1
2 时的 (15) 称为带超临界耗散的表面

准地转方程.

带临界耗散的表面准地转方程的整体适定性问

题曾经是一个公开问题. 这里我们介绍一下关于这

个问题的几个结果:

(1) Constantin等在文献 [36]中得到了在 ∥θ0∥L∞

充分小的条件下的光滑解的整体存在性, 他们主要

的定理如下:

定理 2.2 如果 θ0 ∈ H2(Ω), Ω = [0,2π]2, θ0

满足周期的边界条件, 而且存在正的常数 C∞, 使得

∥θ0∥L∞ 6 C∞k, 则带临界耗散的表面准地转方程的初

值问题
θt +u ·∇θ +κ(−△)

1
2 θ = 0, in Ω,

u = (u1,u2) = (−R2θ ,R1θ), in Ω, (17)

θ(x,0) = θ0(x)

的解整体存在, 而且是唯一的, 对于 ∀t > 0,

∥θ(·, t)∥H2 6 ∥θ0∥H2 .

(2)最近,有两个关于带临界耗散的表面准地转

方程的整体适定性的重要成果:

1) Kiselev等在文献 [40]中利用非局部最大值原

理构造适当的连续模, 从而证明带临界耗散的表面

准地转方程的周期问题的整体适定性,即

定理 2.3 带临界耗散的表面准地转方程的周

期问题: θt + u ·∇θ +κ(−△)
1
2 θ = 0, θ(x,y,0) = θ0, θ0

是光滑且周期的, 则该问题整体存在唯一且光滑的

解, ∥∇θ∥∞ 6C∥∇θ0∥∞ expexp(c∥θ0∥∞).

2) 在文献 [42] 中, Caffarelli 和 Vasseur 应用 De

Giorgi Nash Moser 方法和调和延拓证明了弱解的正

则性, 从而得到了带临界耗散的表面准地转方程的

Cauchy问题的整体适定性.

带超临界耗散的表面准地转方程的整体适定性

问题至今仍然是一个公开问题. 人们得到了该方程

的 Cauchy 问题或周期问题在 Sobolev 空间和 Besov

空间的小初值解的整体存在性或大初值解的局部存

在性,这些结果可以参见文献 [52–57].

3 大气、海洋原始方程组

在这一节中,我们介绍大气、海洋原始方程组的

定性理论方面的研究进展, 主要包括整体适定性以
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及大气、海洋无穷维动力系统吸引子的存在性的结

果.

人们利用大气、海洋原始方程组进行数值天气

预报,首先关心的是这些方程组在数学上是否具有内

在的逻辑统一性, 即适定性. 所以, 本节的主要任务

之一就是介绍这些方程组的适定性方面的一些结果.

如果大气、海洋原始方程组的初边值问题解存在而

且唯一,那么就存在与这些方程组对应的无穷维动力

系统.为了理解大气、海洋无穷维动力系统的长时间

行为 (这是大气、海洋无穷维动力系统的主要研究内

容),人们需要研究这些无穷维动力系统的吸引子的

存在性和维数.如果大气、海洋原始方程组对应的无

穷维动力系统的全局吸引子存在, 而且是有限维的,

也就是说这些大气、海洋无穷维系统的解集收缩到

有限维的流形上, 那么人们可以采用低阶谱截断方

法将复杂的大气、海洋偏微分方程组化为常微分方

程组,这样问题变得简化多了. 研究大气、海洋吸引

子具有重要的实际意义,例如,它有助于阐明气候系

统的适应和演变过程,有助于人们提出长期预报模式

设计的准则等,详细内容见参考文献 [17, 18, 58–63].

早在 1979 年, 曾庆存院士就在文献 [5] 中应用

Galerkin 方法讨论了不带黏性的大气原始方程组的

适定性问题,得到了弱解的存在性. 20世纪 90年代

初, 许多数学家开始从数学上研究大气、海洋原始

方程组和耦合的大气海洋原始方程组. 在文献 [43]

中, 通过引入黏性和一些技术处理, Lions, Temam和

Wang得到了干大气原始方程组的新表示. 在气压坐

标系下, 这一原始方程组的新表述与不可压流体的

Navier-Stokes方程类似 (当然还是有些不同,主要是:

Navier-Stokes 方程的非线性项是 (u · ∇)u, 而大气原

始方程组的新表示的非线性项含有 (
∫ 1

ξ divvdξ ′) ∂v
∂ξ , u

是 Navier-Stokes方程的三维速度场, v是大气中水平

方向上的速度场). 利用解决 Navier-Stokes方程的方

法 (即通常称的 Leray-Hopf方法),他们得到了干大气

原始方程组新表述的初边值问题整体弱解的存在性.

而且, 在带垂直黏性的大气原始方程组的初边值问

题存在整体强解的假设下, 他们做出了大气全局吸

引子的 Hausdorff和分形维数的估计.在文献 [44, 46]

中, 他们分别建立了海洋原始方程组和文献 [45] 引

入的耦合大气 -海洋模型的一些数学理论 (他们主要

解决了整体弱解的存在性,在强解存在的假设下研究

了全局吸引子的 Hausdorff和分形维数的估计).在文

献 [64, 65]中,丑纪范院士和李建平教授研究了干和

湿大气基本方程组解的渐近行为. 2008年,李建平教

授和汪守宏教授对大气和海洋非线性无穷维动力系

统的研究做了一个比较系统的回顾,参见文献 [66].

近十年来,一些数学家开始考虑大气、海洋三维

黏性原始方程组的强解的整体存在性、唯一性和关

于初始值的连续依赖性 (见文献 [47,67–72]和其中的

引文).在文献 [70]中, Guillén-González等巧妙地利用

各向异性估计来处理非线性项 (
∫ 1

ξ divvdξ ′) ∂v
∂ξ , 从而

在初始数据充分小的假设下得到了海洋原始方程组

的强解的整体存在性,而且还证明了对所有初始数据

(没有充分小的假设)强解的局部存在性.在文献 [47]

中, Temam和 Ziane研究了大气、海洋和耦合的大气 -

海洋原始方程组的强解的局部存在性. 文献 [67–69]

主要用于考虑无量刚 Boussinesq方程组及其修正模

式 (这些模式可见文献 [3, 72]). 在文献 [67] 中, Cao

和 Titi考虑了三维全球地转模式的整体适定性和有

限维全局吸引子的存在性. 文献 [69]的作者考虑了

如下柱形区域中海洋三维黏性原始方程组强解的整

体适定性,

∂v
∂ t

+(v ·∇)v+w
∂v
∂ z

+ f k×v+∇p− 1
Re1

△v− 1
Re2

∂ 2v
∂ z2 = 0,

∂ p
∂ z

+T = 0, divv+
∂w
∂ z

= 0,

∂T
∂ t

+ v ·∇T +w
∂T
∂ z

− 1
Rt1

△T − 1
Rt2

∂ 2T
∂ z2 = Q,

∂v
∂ z

= 0, w = 0,
∂T
∂ z

=−αsT on M×{0}= Γu,

∂v
∂ z

= 0, w = 0,
∂T
∂ z

= 0 on M×{−1}= Γb,

v · n= 0,
∂v
∂ n

× n= 0,
∂T
∂ n

= 0 on ∂M× [−1,0] = Γl ,

其中未知函数是 v, w, p, T , v = (v(1),v(2)) 是水平方

向上的速度, w是垂直方向上的速度, p是压力, T 是

温度, f = f0(β + y)是 Coriolis参数, k是垂直方向上

的单位向量, Re1, Re2 是 Reynolds数, Rt1, Rt2 是水平

和垂直方向上热扩散系数, Q是给定的 Ω上的函数,

Ω是柱形区域, Ω = M× (−1,0), M是 R2中边界光滑
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的区域. Cao和 Titi [69] 利用静力近似,把水平方向上

的速度场 v分解为正压流 v̄ (v̄ =
∫ 1

0
vdξ )和斜压流 ṽ

(ṽ = v− v̄),再经过一些复杂的计算得到了斜压流 ṽ的

L6-范数关于时间局部一致的有界性. 利用斜压流 ṽ

的 L6-范数关于时间一致的有界性, Cao和 Titi完整

地证明了海洋三维黏性原始方程组的强解的整体存

在性、唯一性和关于初始值的连续依赖性. 从而,人

们从某种意义上可以说海洋三维黏性原始方程组比

不可压Navier-Stokes方程来得简单,这是与物理的观

点一致的,因为海洋的原始方程组是经过取静力近似

而得到的.

2006年, Guo等人 [73]研究了如下气压坐标系下

的湿大气原始方程组

∂v
∂ t

+∇vv+W (v)
∂v
∂ξ

+
f

R0
k×v+

∫ 1

ξ

bP
p

grad[(1+cq)T ]dξ ′

+gradΦs −△v− ∂ 2v
∂ξ 2 = 0,

∂T
∂ t

+∇vT +W (v)
∂T
∂ξ

−bP
p
(1+cq)W (v)−△T−∂ 2T

∂ξ 2 =Q1,

∂q
∂ t

+∇vq+W (v)
∂q
∂ξ

−△q− ∂ 2q
∂ξ 2 = Q2,

∫ 1

0
divv dξ = 0,

其中未知函数是 v, ω, Φ, T, q, v = (vθ ,vφ) 是水

平方向上的速度, ω = dp
dt = W (v) 是气压 p− 坐标

系下垂直方向上的速度, Φ = gz 是地势, T 是温度,

q = ρ1
ρ 是空气中水汽的混合比, ρ1 是空气中水汽

的密度, f = 2cosθ 是科氏参数, k 是垂直方向上的

单位向量, T 是参考的空气温度, µi,νi,c 是正的常

数 (i = 1,2,3,c ≈ 0.618), Q1 是热源, Q2 是水汽的源,

W (v)(t;θ ,φ,ξ ) =
∫ 1

ξ divv(t;θ ,φ,ξ ′)dξ ′. 郭和黄证明了

湿大气原始方程组弱解的整体存在性, 并利用上述

方程组关于时间平移不变的特性, 在弱解的基础上

得到了关于时间平移半群的大气吸引子 (弱意义下

的大气吸引子). 2008年,利用流体静力近似, Guo等

人 [74]得到了干大气原始方程组强解的整体存在性、

唯一性,同时也得到了其对应无穷维动力系统关于解

半群的全局吸引子存在性; 2009年,通过精细的能量

估计, 我们在文献 [75] 证明了干大气原始方程组光

滑解的整体存在性, 从而比较完整地解决了三维干

大气原始方程组的定性理论.在文献 [76],我们解决

了湿大气原始方程组的整体适定性问题, 也研究了

强解的长时间行为,从而得到了湿大气的存在性.

近几年来,人们研究了带其他边界条件的大气、

海洋原始方程组的整体适定性,例如文献 [77, 78],同

时也研究了带部分耗散的大气、海洋原始方程组的

定性理论,参见文献 [79].

4 大气、海洋随机动力学中的一些数学模型

在长期天气预报和气候预测中, 随机因素的作

用是至关重要的, 把大气过程看作随机过程比较合

理,此时,人们只能预报大气相关物理量的期望、方

差等. 类似地, 在长期海洋预报中, 可以把海洋过程

看作随机过程. 为了更加客观地预测气候变化, 1975

年后,人们提出了一些随机气候模式,建立了描述气

候随机变化的 Langevin方程及相应的 Fokker-Planck

方程, 这方面的工作可以参见文献 [80–82]. 1980后,

人们建立了简化随机气候模式, 揭示了随机力对气

候系统变化的影响,可以参见文献 [83–86].

近十年来, 人们又开始重视随机气候模式的研

究. Majda及其合作者从数学上对随机气候模式做了

大量理论和数值计算方面的工作, 取得了许多重要

的成果, 参见文献 [87–92]. 周秀骥院士在文献 [93]

中指出: 起源于分子热运动的宏观微尺度随机力是

大气本身固有的属性; 太阳辐射作为决定大气运动

与变化的主要因子,它的变化具有随机性,是大气随

机强迫因子,它对气候变化具有决定性影响;地 -气

相互作用是一个时变的非线性相互反馈的耦合过程,

形成了下边界对大气复杂的随机强迫作用. 所以,人

们在长期天气预报和气候预测中有必要考虑随机力

的因素、太阳辐射和地表的随机强迫.

下面,主要介绍大气、海洋随机动力学中的一些

数学模型 (主要包括随机准地砖方程、随机大气海

洋原始方程组) 的定性理论的研究进展. 2001 年起,

Duan等人 [94–96]考虑了大气、海洋动力学中一些随

机偏微分方程 (如随机的二维和三维准地转方程)的

定性理论. 2008 年, Guo 等人 [97] 考虑带随机外力、
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摩擦和耗散的二维准地转方程,(
∂
∂ t

+
∂ψ
∂x

∂
∂y

− ∂ψ
∂y

∂
∂x

)
(△ψ −Fψ +β0y)

=
1
Re

△2ψ − r
2
△ψ + f (x,y, t),

其中 F是 Froude数, β0是Rossby参数, Re为Reynolds

数, r 是 Ekman耗散常数. f (x,y, t) = − dW
dt 是随机力,

随机过程W 关于时间是双边的Wiener过程,它的形

式为

W (t) =
+∞

∑
i=1

µiωi(t)ei,

其中 ω1,ω2, · · · 是完备概率空间 (Ω,F ,P) (它的期望

记为 E)中独立布朗运动系列, µi满足

+∞

∑
j=1

µ2
i

λ
1
2−2β1

i

<+∞, 对某一 β1 > 0.

我们证明了上述随机准地转方程对应的动力系统的

随机吸引子的存在性.后来,文献 [98]研究了无界带

形区域中随机准地转方程,得到了同样的结果.关于

大气、海洋科学中一些二维的随机数学模型的研究,

可以参见文献 [99, 100]及其中的引文.

我们研究了带随机外力的海洋原始方程组的适

定性及其对应的无穷维随机动力系统的全局吸引子

的存在性, 我们的结论适用于带随机外力且受到太

阳辐射的随机强迫的大气原始方程组; 在 4.3节, 我

们研究了带随机边界的海洋原始方程组的定性理论,

随机边界表示大气对海洋的随机强迫作用, 这是符

合把大气运动看作随机过程的.

2009年, Guo等人 [101] 研究了带随机力的海洋

三维原始方程组:

∂v
∂ t

+(v ·∇)v+Φ(v)
∂v
∂ z

+ f k× v+∇pb −
∫ z

−1
∇T dz′

−△v− ∂ 2v
∂ z2 = Ψ,

∂T
∂ t

+(v ·∇)T +Φ(v)
∂T
∂ z

−△T − ∂ 2T
∂ z2 = Q,

∫ 0

−1
∇ · v dz = 0.

∂v
∂ z

= τ,
∂T
∂ z

=−αuT on Γu,

∂v
∂ z

= 0,
∂T
∂ z

= 0 on Γb,

v · n= 0,
∂v
∂ n

× n= 0,
∂T
∂ n

= 0 on Γl ,

其中 Ψ = dW
dt , W 是关于时间双边的 Wiener过程,我

们得到了该随机偏微分方程组的整体适定性,及其对

应的无穷维随机动力系统的随机吸引子存在性,该结

果也适用于带加性白噪声型随机边界的三维海洋原

始方程组,参见文献 [102].上述两个结果适用于该节

的结论适用于带随机外力和受到太阳辐射的随机强

迫的大气原始方程组. 后来, Gao 等人 [103, 104] 研究

了带加性白噪声的三维大气、海洋原始方程组的不

变测度的存在性和随机吸引子的维数估计, 改进了

文献 [101] 的结果. Debussche 等人 [105] 也研究了一

些带乘性白噪声的三维大气、海洋原始方程组的定

性理论.

5 小结

本文主要介绍了大气、海洋动力学中一些非线

性偏微分方程及其 (随机)无穷维动力系统的研究进

展,其中包括我们取得的一些研究成果.我们希望本

文有助于人们了解大气、海洋动力学的一些数学模

型的研究成果和尚未解决的关键问题, 希望更多大

气、海洋动力学中数学模型的定性理论被建立.这些

理论将在数值预报的可靠性分析中发挥着重要的作

用,也对设计更好的大气、海洋数值预报模式提供理

论参考.

致谢 这里我们要特别感谢曾庆存院士、穆穆院士、刘式适教授、李建平教授等许多专家学者的大力支持、指导和帮助,

同时也非常感谢审稿人的宝贵意见和建议.

1281



郭柏灵等: 大气、海洋动力学中一些非线性偏微分方程的研究

参考文献

1 Gill A E. Atmosphere-ocean Dynamics. New York: Academic Press, 1982

2 Holton J R. An Introduction to Dynamic Meteorology. 3rd ed. New York: Academic Press, 1992

3 Pedlosky J. Geophysical Fluid Dynamics. 2nd ed. Berlin, New York: Springer-Verlag, 1987

4 Richardson L F. Weather Prediction by Numerical Press. Cambridge: Cambridge University Press, 1922

5 曾庆存.数值天气预报的数学物理基础.北京:科学出版社, 1979

6 Bjerknes V. Das problem von der wettervorhersage, betrachtet vom standpunkt der mechanik under der physik. Meter Z, 1904, 21: 1–7

7 Charney J G, Fjortaft R, Neumann J Von. Numerical integration of the barotropic vorticity equation. Tellus, 1950, 2: 237–254

8 Charney J G, Philips N A. Numerical integration of the quasi-geostrophic equations for barotropic simple baroclinic flows. J Meteor, 1953, 10:

71–99

9 Cox M D. A Primitive Equation, Three-Dimensional Model(GFDL Ocean Group, 1984). Technical Report, No 1

10 Itoo H, Kurihara Y, Asai T, et al. Numerical test of finite-difference form of primitive equations for barotrophic case. J Meteo Soc Japn, 1962,

40: 2

11 Kasahara A, Washington W M. NCAR global general circulation model of the atmosphere. Mon Wea Rec, 1967, 95: 389–402, 958–968

12 Lorenz E N. Energy and numerical weather prediction. Tellus, 1960, 12: 364–373

13 Reiser H. Barochinic forecasting with the primitive equation. In: The Proceedings of Int Symp on Num Weather Pred. Tokyo, 1962

14 Smagorinsky J. General circulation experiments with the primitive equations, I. The basic experiment. Mon Wea Rev, 1963, 91: 98–164

15 Shuman F G, Hovermale J B. A six-level primitive equation model. J Appl Meteor, 1968, 7: 525–531

16 Washington W M, Parkinson C L. An introduction to three-dimensional climate modeling. Oxford, New York: Oxford University Press, 1986

17 Li J, Chou J. The qualitative theory on the dynamical equations of atmospheric motion and its applications. Chin J Atmos Sci, 1998, 22(4):

348–360

18 Li J, Chou J. The global analysis theory of climate system and its applications. Chin Sci Bull, 2003, 48(10): 1034–1039

19 Bennett A F, Kloeden P E. The simplified quasi-geostrophic equations: Existence and uniqueness of strong solutions. Mathematika, 1980, 27:

287–311

20 Bennett A F, Kloeden P E. The dissipative quasi-geostrophic equations. Mathematika, 1981, 28: 265–285

21 Mu M. Global classical solutions of initial-boundary value problems for nonlinear vorticity equation and its applications. Acta Math Sci, 1986,

6: 201–218

22 Mu M. Global classical solutions of initial-boundary value problems for generalized vorticity equations. Sci Sin Ser A, 1987, 30: 359–371

23 Wang S. On the 2-D model of large-scale atmospheric motion: Well-posedness and attractors. Nonl Anal TMA, 1992, 18(1): 17–60

24 Wang S. Attractors for the 3-D baroclinic quasi-geostrophic equations of large-scale atmosphere. J Math Anal Appl, 1992, 165(1): 266–283

25 Bourgeois A J, Beale J T. Validity of the quasigeostrophic model for large-scale flow in the atmosphere and ocean. SIAM J Math Anal, 1994,

25: 1023–1068

26 Majda A, Wang X. Validity of the one and one-half layer quasi-geostrophic model and effective topography. Comm PDE, 2005, 30: 1305–1314

27 Liu Y, Mu M, Shepherd T. Nonlinear stability of continuously stratified quasi-geostrophic flow. J Fluid Mech, 1996, 325: 419–439

28 Mu M. Nonlinear stability of two-dimensional quasigeostrophic motions. Geophys Astrophys Fluid Dyn, 1992, 65: 57–76

29 Wolansky G. Existence, uniqueness and stability of stationary barotropic flow with forcing and dissipation. Comm Pure Appl Math, 1988, 41:

19–46

30 Wolansky G. The barotropic vorticity equation under forcing and dissipation: Bifurcations of nonsymmetric responses and multiplicity of solu-

tions. SIAMJ Appl Math, 1989, 49(6): 1585–1607

31 Held I M, Pierrehumbert R T, Gerner S, et al. Surface quasi-geostrophic dynamics. J Fluid Mech, 1995, 282: 1–20

32 Constantin P, Majda A, Tabak E. Formation of strong fronts in the 2-D quasigeostrophic thermal active scalar. Nonlinearity, 1994, 7: 1495–1533

33 Constantin P, Majda A, Tabak E. Singular front formation in a model for quasigeostrophic flow. Phys Fluids, 1994, 6: 9–11

34 Cordoba D. Nonexistence of simple hyperbolic blow-up for the quasi-geostrophic equation. Ann Math, 1998, 148: 1135–1152

35 Constantin P, Wu J. Behavior of solutions of 2D quasi-geostrophic equations. SIAM J Math Anal, 1999, 30: 937–948

36 Constantin P, Cordoba D, Wu J. On the critical dissipative quasi-geostrophic equation. Indiana Univ Math J, 2001, 50: 97–107

37 Wu J. Global solutions of the 2D dissipative quasi-geostrophic equations in Besov spaces. SIAM J Math Anal, 2004, 36(3): 1014–1030

38 Wu J. The two-dimensional quasi-geostrophic equation with critical or supercritical dissipation. Nonlinearity, 2005, 18: 139–154

39 Chae D. On the regularity conditions for the dissipative quasi-geostrophic equations. SIAM J Math Anal, 2006, 37(5): 1649–1656

40 Kiselev A, Nazarov F, Volberg A. Global well-posedness for the critical 2D dissipative quasi-geostrophic equation. Invent Math, 2007, 167(3):

1282



中国科学 : 物理学 力学 天文学 2014年 第 44卷 第 12期

445–453

41 Abidi H, Hmidi T. On the global well -posedness of the critical quasi-geostrophic equation. SIAM J Math Anal, 2008, 40(1): 167–185

42 Caffarelli L, Vasseur A. Drift diffusion equations with fractional diffusion and the quasi-geostroophic equation. Ann Math, 171(3): 1903–1930

43 Lions J L, Temam R, Wang S. New formulations of the primitive equations of atmosphere and applications. Nonlinearity, 1992, 5: 237–288

44 Lions J L, Temam R, Wang S. On the equations of the large-scale ocean. Nonlinearity, 1992, 5: 1007–1053

45 Lions J L, Temam R, Wang S. Models of the coupled atmosphere and ocean(CAO I). Comput Mech Adv, 1993, 1: 1–54

46 Lions J L, Temam R, Wang S. Mathematical theory for the coupled atmosphere-ocean models(CAO III). J Math Pures Appl, 1995, 74: 105–163

47 Temam R, Ziane M. Some mathematical problems in geophysical fluid dynamics. In: Handbook of Mathematical Fluid Dynamics. Science

Direct, 2005, 3: 535–658

48 Contantin P, Nie Q, Schorghofer N. Nonsingular surface quasi-geostrophic flows. Phys Lett A, 1998, 241(3): 168–172

49 Contantin P, Nie Q, Schorghofer N. Front formation in atctive scalar. Phys Rev E, 1999, 60(3): 2858–2863

50 Pedlosky J. Geophysical Fluid Dynamics. Berlin, New York: Springer-Verlag, 1979

51 Resnick S. Dynamical Problems in Nolinear Edvective Partial Differeatial Equation. Dissertation for Doctoral Degree. Chicago: University of

Chicago, 1995

52 Chae D, Lee J. Global well-posedness in the super-critical dissipative quasi-geostrophic equations. Comm Math Phys, 2003, 233(2): 297–311

53 Cordoba A, Cordoba D. A maximum principle applied to quasi-geostrophic equations. Comm Math Phys, 2004, 249: 511–528

54 Hmidi T, Keraani S. Global solutions of the super-critical 2D quasi-geostrophic equations in Besov spaces. Adv Math, 2007, 214: 618–638

55 Ju N. Existence and uniqueness of the solution to the dissipative 2D quasi-geostrophic equations in the Sobolev space. Comm Math Phys, 2004,

251: 365–376

56 Ju N. Global solutions to the-two-dimensional quasi-geostrophic equation with critical or super-critical dissipation. Math Ann, 2006, 334:

627–642

57 Chen Q, Miao C, Zhang Z. A new Bernstein inequality and the 2D dissipative quasi-geostrophic Equation. Comm Math Phys, 2007, 271:

821–838

58 Nicolis C, Nicolis G. Is there a climatic attractor? Nature, 1984, 311: 529–532

59 Nicolis C, Nicolis G. Evidence for climatic attractors. Nature, 1987, 326: 523

60 Essex C, Lookman T, Nerenberg M A H. The climate attractor over short timescales. Nature, 1987, 326: 64–66

61 Tsonis A A, Elsner J B. The weather attractor over very short timescales. Nature, 1988, 333: 545–547

62 Lorenz E N. Dimension of weather and climate attractors. Nature, 1991, 353: 241–244

63 Lorenz E N. An attractor embedded in the atmosphere. Tellus, 2006, 58A: 425–429

64 Li J F, Chou J F. Existence of atmosphere attractors. Sci China Ser D, 1997, 40(2): 215–224

65 Li J F, Chou J F. Asymptotic behavior of solutions of the moist atmospheric equations (in Chinese). Acta Meteor Sin, 1998, 56(2): 61–72 [李建

平,丑纪范.湿大气方程组解的渐近性质.气象学报, 1998, 56(2): 61–72]

66 Li J, Wang S. Some mathematical and numerical issues in geophysical fluid dynamics and climate dynamics. Comm Comp Phys, 2008, 3(4):

759–793

67 Cao C, Titi E S. Global well-posedness and finite dimensional global attractor for a 3-D planetary geostrophic viscous model. Comm Pure Appl

Math, 2003, 56: 198–233

68 Cao C, Titi E S, Ziane M. A “horizontal” hyper-diffusion 3-D thermocline planetary geostrophic model: Well-posedness and long-time behavior.

Nonlinearity, 2004, 17: 1749–1776

69 Cao C, Titi E S. Global well-posedness of the three-dimensional viscous primitive equations of large-scale ocean and atmosphere dynamics. Ann

Math, 2007, 166: 245–267
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We review some development of study on some partial differential equations in the atmospheric and oceanic dynamics.
Firstly, we give some mathematical results of the surface quasi-geostrophic equations. Secondly, we recall some results
on the global well-posedness and long-time dynamics for the three-dimensional viscous primitive equations describing the
large-scale atmospheric and oceanic motions. At last, we review some results of stochastical partial differential equations in
the atmospheric and oceanic dynamics, which include the existence and uniqueness of global strong solutions to the initial
boundary value problem for the stochastic primitive equations, and the existence of random attractors for the corresponding
random dynamical system.
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