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关于-- U统计量和V on
·

陇se s

统计量

的极限性质

陈 希 孺
`中国科技大学数学系)

摘 要

本文在核的
r

阶矩(
, > l) 有限的条件下

,

获得了 U 一
统计量的

犷
阶矩的数量

级
.

利用这个结果
,

完全解决了在上述条件下 U 一
统计量的

a
.

0
.

收敛速度问题
.

另

一方面
,

在核的上述假定下得出了 U 一
统计量和 v on

一

iM ses 统计量的联系公式
,

并解

决了 vo
n 一

M i s es 统计量的收敛速度问题
.

特别
,

在三阶矩有限的条件下建立 T v
-on

M is e s
统计量的 B e r r y

一

E s s ee n
界限

.

`

本文目的是在核的
r

阶矩 (
, 李 1不必为整数 ) 有限的条件下

,

讨论 U 一
统计量的极限性

质
.

迄今为止有关 U一统计量的工作
,

多是在核的一
、

二
、

三阶矩有限的条件下进行的 (中心极

限定理
、

eB rr y
一

sE s ee n
界限

、

重对数律
、

不变原理
、

强大数律等 ) : 这些研究结果是 U 一
统计量与

ii d
.

(独立同分布 )变量的算术均值很相似
.

自然要问
:
这种相似性是否能推广到一些目前尚

未加以研究的情况下
.

本文对此作了肯定的回答
.

以上提到的许多结果
,

以及本文的结果
,

给

人以强烈的印象
,

即在这个问题上可以做的工作还很多
.

本文的另一方面是讨论与 U一统计量密切关联的
,

所谓 v on
一

iM ses 统计量的大样本性质
,

同样是在核的
犷

阶矩存在的条件下进行的
.

我们将证明
,

对 目前的一些研究成果
,

凡是对 u -

统计量成立的大样本性质
,

对 v on
一

M ise
s
统计量一般也成立

.

特别是
,

解决了关于这种统计量

的 B e r r y
一

E s s e e n
界限的问题

.

一
、

住统计量的
r

阶矩

设 U
。

是以 甲 (
x : ,

…
,

` ) 为核的 U一统计量
,

即

二 , 了 、 , 、 , 、 1
口

。

一 口
。
戈人 1, …

,

人
。
夕 ~

—( ” 、
\ 刀 2 /

艺
, ( X

· : ,

一
X一 ) ( 1)

l撼 a1 .< 二
a 用 ( 刀

此处 X l ,

凡
,

…
,

X
。 ,

… 为一串 iid
·

变量
,

甲 x(
: ,

…
,

` ) 为其变元的一对称函数
.

我们总

假定 甲 ( X
l ,

…
,

X砂 的均值存在有限并记之为
:

6 ~ E [甲 ( X
l ,

…
,

X
。 :

) ]
.

本文 1 9 7 8 年 4 月 20 日收到
, 1 9 7 9 年 l 月 8 日收到修改稿

.
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、少、 .2 、、j 、少
r

,̀门、ù左
.ó、护

了

`
、

了、了、了、

则有

定理 1
.

设 甲满足条件

石 [ j甲 ( X
l ,

…
,

X 。
) I

『

] < co 对某个
, ,

l 《 , < 2 ,

l ) E [ IU
。

一 8】
r

] 一 。
(

, ,
一)

.

2 ) 存在只与二 有关而与
, , , ,

甲 和 x ,
的分布无关的常数 c , ,

使

石 [ Iv
。

一 8 l
r

] 《 e o E [ I甲 ( X
l ,

…
,

X ,
) 一 8 1

犷

] ,
`一犷 .

又若 甲除满足 ( 2 ) 式外
,

还满足

万 [甲 (
x ,

x
Z ,

…
,

尤。
) ] ~ o ,

对一切
x ,

则 ( 3 )
,

( 4 ) 式中的 尸
一 r

可改为 砂
’ 一。 (注意在条件 ( 5) 式之下必有 a 一 0)

.

证
.

为了证明本定理
,

以及后面的需要
,

将下面的 已知事实列为一个引理
.

引理 1
.

1 ) 设 X l , X Z ,

… 为一串 i i d
.

变量
,

又存在
r , l 簇 r < 2 ,

使 百 [ jx
:

!
r

] < co
,

E X I ~ 0
。

则

劝砂吐
z̀、了、Z、刀 [ lx

l + … + x
,

l
r

] ~ o
(

,
)

.

2 ) 设 X l ,

X
Z ,

…
,
X

,

满足条件

刀 ( x
l
) ~ o ,

百( x
`

Ix
l ,

…
,
X i一 1

) ~ o , i ~ 2 ,

…
, , ,

又 1成 ; < 2 ,

则有

E [ IX
、 + … + X

。

I
·

1镇 2
艺

E [ IX
`
l
·

]
.

证明分别见文献 [ 1 ]和 [ 2]
.

我们先来证明定理的后一部分
,

以下将看到
,

由此不难推出定理的前一部分
.

先考虑 m -

2 的情况
.

有

(二)
v

。

一 , ( x
, , x Z

) + 。 , ( x
l ,

x
3

) + , ( 、
2 , x 3

) 1
` 、 石 /

+
· · · · · ·

… …
+ [甲 ( X

l , X
,

) 十 甲 (X
: , X

。

) + … + 甲 ( x
, 一 1 ,

X
,

) ]

` Vl + 玖 十 … 十 V
。 一 l,

由 ( 5 ) 式推出 石 ( F
l
) = 0

.

因为 F l ,

…
。

V `一 ,

只与 X , ,

…
,

X
`

有关
,

而且

E [甲 ( X
, ,

X
`+ 1

) IX
I ,

…
,

X
`
] ~ o ,

当 l 簇 I 毛 i ,

由条件期望的基本性质不难推出

,月

U

.、
、、 .J/

于是由 (8 ) 式得
E [ V

`

1V
l ,

V 一 1 ] 一 0 , i ~ 2 ,

…
, , ,

, 月 一 1

提 2 艺 E [ IV
`

I
·

]
.

/才.、、r

es
L

E

考虑 万 [ IV
, J

’

IX
`+ , ~ , ]

.

在给定 x `+ ,
~ , 的条件下

,

F ` 一 甲 ( x
, , , ) + … + 甲 (X

` , , )
,

为

i 个独立同分布变量之和
.

由周知的事实
〔3 〕 ,

有

E 〔 } F
`

}
·

lx
, + 、
一 , ]镬 石 [】V

。 一 1
1
『

】X
,

~ 夕]
,

由此可知
,

蕊 2 (
n 一 l ) E [ IV

。 一 ,
I
『

1
.

( 9 )
勺!IJ

俘
U

、

、.夕//了吸、
、..reseses匕

E
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又由引理 1知
,

E [ } V
。 一、

l
,

}X
。

~ y ] 《 2 (
, 一 l ) E [ 1甲 (夕

,

凡 ) }
`

]
,

( 10 )

且存在 G
。

( ; )
,

五m `
。

( 夕) ~ o ,

使

E [ IV
。 一1

}
护

}X
。

~ 夕 ] ~ G
。

( y ) (
, 一 l ) E [ }甲 ( y ,

X :
) !

r

]
.

( 1 1)

由 ( 1 0 )
,

( 1 1 ) 式知 G入( , ) (对
n
和 y )有界

,

于是根据控制收敛定理易得 五 t !犷
, 一 :

!
r

] 二
。
(

,
)

.

以此代入 ( 9 )
一

式
,

即得 E 〔! U
。

!
r

] ~ o
(
, 2̀ ,

闭 )
.

再由 ( 1 0 ) 式知
,

E [ IV
。 一 1

!
`

] 《 2 , E [ l甲 ( X
I , X Z

) }
r

]
,

代人 ( 9) 式
,

得

E [ IU
。

!
r

] 成 2
『+ ,

[ ,
(
, 一 l ) ]

`一 `
E [ !甲 (X

、 ,
X ,

) l
r

]

镇 4
r

E [ I甲 ( X
l ,

X
,

) }
r

] , ,“ 一 r , 成 1 6 E 〔 }甲 ( X l , X
Z

) I
r

]
, 21 `
一 , ,

这证明了定理的后半部当 m ~ 2 的情况
.

一般情况用归纳法
.

设定理后半部的结论对只包含

m 一 l 个变量的核成立
.

令

币(
x 、 ,

…
, x 。

) ~ 甲 (
x , ,

…
, 二 ,

) 一 艺 沙(
x ` , x ,

)
,

( 1 2 )
1“ <护《 们

其中价(
x , 夕) ~ E [甲(

x , 夕 ,

X
3 ,

D
`
~ 名

…
,

X ,
) ]

,

而记

币( X
` ,

X
。 : ,

…
,
X

a 。
)

, i ~ 1 ,

…
, , ,

1( 气 .<二
区勿《 ”

并以 行
。

记以 币为核的 u 一
统计量

,

则

由 M i n k o w s k i 不等式
,

得

,

(二)
宕

,

一 刀 : 十 … 十 。 。 .

。
·

(二)
`
E 〔 ,。

。

,
·

〕、 。 ·

: 〔:。
。

!
·

,
.

~
。 _

, .

_
. _ . _ _ _ , , . 、 _ _ ` .

_
.

_
_ _ .

_
_

二
_

二

_ _ / ” 一 1 、
_ _

考虑 E [ !D
,

!
r

!X
,

~ 刃
,

在给定 X
。

~ y 的条件下
,
刀

,

除了一常数因子 (
一

}外
,

为一
\ 那 一 1 /

U 一
统计量

,

其核为 石( xl
,

…
,

` 一

l) ~ 币( y
, 二 1 ,

…
,

` 一 :
)

,

由 币的定义知
,

它显然满足条

件

E [几(
二 ,

X : ,

…
,

X。 一 1
) 1 = o ,

对一切
x .

故由归纳假设知
,

存在只与 , 有关而与
, , 犷 , 甲及 X l

的分布无关的常数 c 牛
一、 ,

使

二 : 一n
,

1一x
,

一 ; 〕、 (竺一 {、
’
。 :

一、 : 〔 l。 ( , ,
x

Z , ·

二
,

x ,
) :

·

〕, , ( !一 ,

\ , 矛子

ee l /

以及

其中 l im

E [ ID
,

H
。

( y ) ~

Ix
。

一 , : 一 (
` 一

{ )汤
。

( , ) : : I。 ( ,
,

x Z ,

…
,
: ,

)一]。 , !̀一 ,

\ 争孑2

— 1 /

、少
`

、产,j月,,几,压
夕了、了.、

。
.

与在 m ~ 2 时一样
,

不难得到

E [ I右
。

I
·

z 一 。
(
, , !̀
一 ,

)
,

且存在只与 fn 有关的常数 行
. ,

使
E 〔 l云

.

I
r

z镇 亡. 石 [ }巾( x
: ,

…
,

溉 ) I
·

1, , `卜 , , .
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现以 U才记以 价 ( x
,

力 为核的 U 一
统计量

,

则有 u 二 ~ 右
。

十 m u 言
,

因而

l u
。

1
·

蕊 2一 ,

}右
。

卜+ 2一
`。

·

}u言1:

注意核 功满足条件
E [价(

x , X Z

) ] ~ o
,

对一切
x .

由 ( 13 )
,

( l 斗) 式及已证的 m = 2 的情况
,

利用 ( 1 5 ) 式立即得到 万 [ ! v
,

}
r

l

, ) l ,

由 M in ko w sk i 不等式及关于条件期望的 J、 en 不等式
,

得

( 15 )

一 口
(户

`一 )r
)

.

又因

石 [ 一, ( x
: ,

…
,

x ,
) }

,

z 镇 2一石 [ I甲 ( x
l ,

…
,

尤 .
) J

·

] 十 卫吸竺二卫
石 [一。 ( x

、 ,

x
:

)一z
,

电
Z

石 [ l价( x
t ,

x :
) 1

r

l 毛 百 [ I甲( 尤
、 ,

…
,
X . ) ,

r

]
,

于是由 ( 1 4 )
,

( 15 ) 式及己证的 m ~ 2 的情况
,

知存在只与 m 有关的常数 c , ,

使

E [ IU
,

l
r

] 镇 C , E [】甲 ( X 、 ,

…
,

X 二
) l

r

] n 双
,一 r , ,

这就完成了定理 1 后半部的归纳证明
.

为证定理 1 的前半部
,

不失普遍性
,

设 8 ~ o ,

记

价
。

(
` ) ~ E [甲 (

x ,

X
Z ,

…
, X 二

) ]
, 、一

, 。

(
x ; ,

…
, x 二

) ~ 甲 (
x l ,

…
, 二。

) 一 艺 价
。

(
二 `
)

,

则易见 甲。

满足条件 ( 2 )
、

( , ) 式
.

因此
,

若以 U呈记以 甲。

为核的 U 一

统计量
,

则由定理已证部

分
,

有

E [ ! U且}
『

] 一 。
(

, 2( ` 一 护 ,
)

,

( 16 )

E [ ! U三!
r

] 成 C 二。
E [ }甲

。

( X
l ,

…
, X m

) !
r

]n 友
,一护 , ,

( 17 )

但 U

一
U` +

子葱
“ (x ..) 由于

E l沙。
( X

i
) ] ~ o , E l !少

。

( X
、
) }

『

]成 E 〔 !甲 ( X
、 ,

…
, X 、

) }
r

] < co
,

由引理 1 ,

得

!J子客
、

,
。

(X
`

,
l
`

]

11子客
。。

(X
`

,
j

r

l

~
。
(
, ’ 一 『

)
,

、 (竺丫
\ n /

( 2 。 , E〔 l甲 ( X
: ,

…

2 , 刀 [ t甲 ( x
l ,

…
, X

, ,

) 1
犷

]

,

X ,
) j

r

l n
,

一

此式与 ( 1 6 )
,

( 1 7 ) 式结合
,

即得 ( 3 )
,

( 4 ) 式
.

定理 1 证毕
.

定理 1的证明方法可以用来讨论
r ) 2 的情况

,

结果如下
:

定理 2
.

设 U
,

为以 甲 为核的 U 一
统计量

, 甲满足条件

E [ }甲 ( X
: ,

…
, X ,

) l
r

] < co
,

对某个
尹 ) 2

.

又 0 的意义同前
,

则存在只与 。 , /
有关而与

。 ,

甲 及 X 、 的分布无关的常数氏
: , , ,

使

E [ !U
。

一 8 !
r

] 蕊 D ,
, ,

E [ 1甲 ( X
l ,

…
, X ,

) 一 日 l
r

] ,
一
2r/

,

又若除条件 ( 1 8) 式外
, 甲还满足条件 ( 5 ) 式

,

则 仁1 9 ) 式中的
, 一成 可改为 n 一` .

证
.

证明时
,

需要下面的引理
:

引理 .2 设变量 Xl
,

…
,

X
。

满足条件 ( 7) 式
.

又记
a 二二二二 IU a X

1蕊 ` 《 .

E [ IX
`】

r

]
,

此处

( 1 8 )

( 19 )

,
·

) 2
,
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则存在只与
r

有关的常数凡
,

使
E [ }X

、
+ … + X

。

1
护

] 镇 尺
r a , 『

2/
.

( 2 0)

在 X L ,

…
,

x
。

为 i id
.

的情况
,

引理结论已由 Bilr lign ef

下几点修改即可适用于此处
:

(用文献 〔们 中记号 )时
,

使用

1 ) 不失普遍性
,

设
。 ~

在文献 〔4 1中证明过
.

对该证明作以

一; 2 ) 在处理形如 E [卜 }
户
1
,
1
“

] 的项

H 6记 e r

不等式以得到文献 【4 ]的 ( l) 式 ; 3) 当 n
不为 s2 的形

状时
,

设 2
,

< , < 2+51
,

补 2肉 一 ,
个零项于 X : 十 … 十 X 。

现设 , 、两足 ( 1 8 ) 和 ( 5 ) 式
.

先令 , 一 : ,

仍 。口前一样
,

将 (全、
u

。

表为 v : +
,

二 十 F
。 一 , .

、 名 /

由引理 2 得

)
v

。

】
r

l
` K

·

E汇,V一 ’
r

’ ·
『

气
/

!
、r.

.

`..L

E

同样由引理 2有

E [ IV一
:

1
r

IX
,

~ y ] 成 K
,

(
, 一 l )

f
2/ E [ 1甲 ( y

, X Z

) !
r

]
.

结合此两式得 (注意 o ~ 0) :

刀 I {U
。

l
r

] ( ZrK示[
,
(

, 一 l ) ]
一 `

2/ 百 [ !甲 ( X
; , x Z

) 1
`

]

《 4
`

K厂百 [ 1甲 ( x
; , X Z

) !
r

] , 一
r .

这证明了定理 2 后一结论当 , ~ 2 的情况
,

以下的证明与定理 1 类似
,

因而从略
.

本节结果可作如下的解释
:
在非参数统计中

,

用 U
二

来估计 口
.

本节结果表明
,

只要核的
犷
阶矩 (

,

) l) 存在
,

则 U
。

为 口的
, 一
平均相合估计

,

且 E[ 】U
。

一 川
r

]趋于零的速度达到了

iid
.

变量的样本均值情况下的同样数量级
,

因而是无可改进的
.

在此顺便提到
: 当 / ) 2 为偶

整数时
,

定理 2 的后一结论曾由 G ar m s 等在文献 〔5〕中用组合方法证明过
.

二
、

--U 统计量的
a

.

e
.

收敛

上节结果的另一重要意义在于
:
在核的

犷

阶矩存在的条件下
,

U
,

么
。 ,

收敛于 e 的速度

问题可得到彻底解决
.

设 X l , X Z ,

… 为一串 i id
.

变量
, E ( X

l
) ~ a ,

且存在
,

、

, 1 < 犷 < 2
,

使 五〔 jX
l
l
r

] < co
,

则由 M a r e i n k ie w i e z 定理有

无
。

一 。 一 。
(
。 一

(
,一

各))
,

当 ,
碑 co

此处 又
。

一 工 ( x
: + … 十 x 力

.

在无进一步的假定时
,

指数 l 一 生 不能再升高
.

刀 f

若存在
犷

> l
,

使 E [ IX
l
l
尹

] < co
,

则 ( K
a t z
和 B a

urn )

( 2一)

另一方面
,

。 f s u P
,

二
:
~ 1 _ , . _八

、 , ,

犷 j 。 ~ l入 尤 一 引 乙 s r ~ u 欠犷
`

夕 ,

白 ” ” co
,

、 才 、 笋
二 刀 ,

( 2 2 )

( 2 1) 和 ( 2 2 ) 式从两个不同的角度刻划了在
犷
阶矩存在的条件下

,

iid
.

变量的样本均 值
口

.

0
.

收敛于总体均值的速度
.

自然地提 出问题
: 这个收敛速度对 U 一

统计量一般是否仍成立 (样本

均值为一种特殊的 U 一
统计量 ) ? 利用第一节中的结果

,

我们肯定地回答了这个问题
.

定理 3
.

设 U
,

为以 甲为核的 U 一统计量
,

白的意义同前
,

又存在
; ,

l <
犷

< 2 ,

使

E [ 1甲 ( X
、 ,

…
,

X 。
) !

`

] < co
,
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则

U
,

若存在
,

> 1
,

使 E 〔 !甲 ( X
: , ·

一 e 一 。
(

, 一 (
1一
各) )

,

当
,
* co

二
,

弋
。

列
·

] < co
,

则当 。 ” co

口
·
c

·
,

时
,

( 2 3 )

s u P

K ) n
Iv * 一 a ! )

。

证
.

不失普遍性
,

设 0 ~ 0
.

先证 ( 23 ) 式
.

价(
二 ) 一 E [甲 (

x , X

当 l <
,

< 2
,

当
r

妻 2
。

( 2 4 )
.̀`.t

P

2 ,

…
,

X 。
) ]

,

并令

贰。 ,

…
,

、 ) 一 试
二 1 ,

…
,

、 ) 一 艺 必(。 )
,

并以 右
,

记以 币为核的 u 一
统计量

.

中满足条件 (2 ) 和 (5 ) 式
,

于是由定理 1 得 E 〔1右
”

!
犷

] -

o
(

, , ` , 一 犷、

)
.

由于序列 v , ,

云
。

~

瓦
+ , ,

瓦
+ 2 ,

… 构成一个逆半鞍 161 ,

根据文献 〔7 ] 引理 4
,

得

口
(
。 一
戒

`一
令) 1

0 9 。
) 一

。 ( 。 耳
1一于))

一 0
,

而

.a 。
·

,

当 。
一 co

.

( 2 5 )

又由 口 = o 知
,

五 t价(
x 、
)

E [ }沙( X
l
) l

r

] 簇 石 [ 1甲 ( x
l ,

…
,

x 。
)】

’

] < co
,

由前述 M a r e l n k i e w
: e z
定理

,

有
刀

告暮
价( X

*
, 一

。
(
。 一 (

’一于)) 。
.

。
.

(
。
* co )

.

( 2 6 )

注意到 U

,

月

一 云
·

+
子粤

必( ` t), 由 ( 2 , ’ ·

( 2 6 ) 式即得 ( 2 3 ) 式
.

为证 ( 2 4 )式
,

仍利用序列 云
二 ,

右、 1 ,

云
。 十: ,

… 为逆半鞍的事实
.

由鞍论中周知结果 31[ ,

、、产、、尹目Z只é,一勺̀
2.、了、

s u P

K 妻 刀

,石
·
}二

。

}
、 。一 E〔 !右

,

!
·

,
,

对任何
犷 ) 1

.

若 E [ !甲 ( X
, ,

…
,

X
,。

) }
r

) < co
,

则根据定理 l , 2 ,

万
“ U

`式 异 n

,云
· 之̀ ·

卜 {东火
当 l <

r

当
r

) 2
.

有

< 2 ,

由 K a tz 和 aB
u m 的结果得出

:

K 妻 n
音睿

少( X
`

,
{
互 ·

}
` 一

,

“

}J告客
, ( X

`

)
}
r

]
o

(
。 , 一 犷

)
,

当 1 <
;

< 2 ,

o (
, L一 r

)
,

当 ,
·

多 2
( 2 9 )

利用 U
,

一 右
·

十
警馨

少 (“
`
,

,

由 ( 2 8 )
、 〔2 9 ) 式立即得到 ( 2 4 ) 式

.

定理 3 证毕
.

19 7 3 年
, G ar m s

等 5r] 证明 了 ( 24 ) 式当
,

·

) 2 为偶整数的情况
.

三
、

v on
·

M i se 。
统计量的极限性质

设 x l ,

从
,

… 为一串 iid
.

变量
, 甲 (

x 、 ,

…
x 。

) 为 x1 ,

…
, x 。 的对称函数

.

以 甲 为核
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的o V
n一

Ms i。 统计量定义为
:

v
。

一 。
一 名… 艺 , ( X

。 : ,

…
,

X
O .
)

· ” 李 `
·

。 一= l a 附 = l

F
。

与以 甲 为核的 U一统计量 U
。

有密切的关系
.

因此
,

在关于 U 一
统计量的工作中常附带讨论

到它的性质
.

迄今 为止得出的结果显示出
,

凡是对 u
。

成立的极限性质
,

对 V ,

一般也成立
.

本

节就核的
犷

阶矩 (
;

) l) 存在的情况
,

来进一步发展这个论点
.

下面的定理是沟通这两种统计量的大样本性质的桥梁
.

定理 4
.

设认
,

E [ }甲 (X
二 、 ,

…
,

则 v
。

可表为
:

V
。

分别为以 甲为核的 U一统计量及 v on
一

iM sse 统计量
.

若 甲满足条件

X
。 。
) l

r

] < oo
,

对某个
r ) l ,

及
。 `

一
,

…
, 二 , ,

。 ,

( 3 0 )

、产、 ./
、
、夕1.`,一,j,、ù,j、j

了̀、了̀、v
。

~ u
。

十 三 十 详
, ,

其中
a
为常数

.

而 甲
。

满足条件
:

1 ) E [ 1附
。

}
『

] ~

o
(
。 `一 2,

)
,

O (
, 一 ’

2r/ )
,

2 ) ,
。

一

{
口
(
, 一 2+价 )

a
.

0
.
,

当 l (
r

< 2
,

当 r ) 2
.

当 l (
r < 2 ,

O (
, 一班 ( 10 9 ,

)`
+ `

)
4

.

证
.

不失普遍性
,

设 e ~ E [甲 ( X
l ,

…

。
.

,

当 / ) 2 ,

对任给
。 > .0

X 。
) 1一 0

.

由定义

玖

一 !补 (xa
! ·

… ,

弋
.
) 十 艺

甲 ( X
。 : ,

…
,

X
a ,
)

~ m !。一 艺 甲( X
。 . ,

…
,
X

二。
) + 。

一 艺
甲 ( X

。 : ,

…

1 ,

…

X
。 。

)
K内 .< “ < 口份` ”

一

卜
+ o

(告)」
U

。

+ T
。 ,

此处

上式
,

艺 表示 V
。

定义的和中
,

足标 ,
,

…
,

、 两两不同的那一部分
,

而 艺 表其余部分
.

由

澎
。

一 v
。

一 v
。

一 。

(告)
u

。

+ :
。 ,

( 3 4 )

将 习
甲 ( X

a : ,

…
,

X鲡 ) 作进一步的分解
.

为此以 c (,’t
,

…
,

t’J 记 ( “
: ,

…
, 。 ,

) 取值的这
c *

样一个集合
,

其中 m 个足标
。 : ,

…
,

、 可分为
r

堆
,

每堆分别含 i 、 ,

…
, i

,

个足标
.

在同一堆

内各足标值相同
,

在不同堆内的足标值不同
,

此处 i , ) l , i ; 十 … 十 i
,

~ 。
。

不难看出
,

若引

进如下的核函数
:

/ 、 1 、 , , /

甲` ! ’

“ r

、 x , · “
` · 二 `

夕一万会
甲气介

吐 , ’ . `
, 才
一 “

’ , 二
一 ” 二 ` 二少·

此处 D 表示求和的范围为 l ( “ , 《 犷 ,

i ~ l ,

…
, ; ,

且
“ ; ,

…
,

诉两两不同
,

又 礼
, ,

…
,

心
,

依次有 11
,

…
, i

,

个
,

则将有

,
一 艺 , ( X

a : ,

…
e ( i一 i r )

x 。 ,。

卜启念 l
; + o

(告)}
U

·

( `
1 ,

一
`
·

)
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其中 U
。

( i
】 ,

…
,

ir ) 为以 叭 l’’ 、 ,

为核的 U 一
统计量

,
’

A ` , .. 、 ,

为由 11
,

…
,
i
,

决定的常数
, K ( il

,

…
,

弃) 为由 i ,
,

…
,
i
,

决定的自然数
,

且易见

K “ 1 ,

一
`
·

, 一
{竺

1, 当 i , ,

…
,

ir 中有一个为 2 ,

其余为

其他情况
.

故若记
百 [甲 ( x

, ,
x , ,

X
3 ,

…
,

X 。
) ] ~ 60

, A Z,… 60 ~ a ,

招 _ 了1 、
, ,

伴
”

~ 尸 、百)
口

。
+ 二 + 丝鲤 u 才( 2

, l ,

…
, l )

刀 刀

+

奋馨
一

` ,̀ , U :l)
,

( 3 5 )

此处对每个 i
, U驴为一以某个 甲il’.

.

, ,

为核的 U 一
统计量

,

妈为非负整数
,

毛为可与 , 有关但与
n 无关的常数

, “ 。 为只与 , 有关的 自然数
,

而 U才( 2
, 1 ,

…
,

l) 为以 甲;.1 ..1 (
x : ,

…
,

`
一

l) 一

60 ~ 甲。

为核的 U 一
统计量

.

根据 ( 3 0 ) 式
,

在 ( 35 ) 式右边所涉及的一切 U 一
统计量

,

其核的
犷
阶矩皆有限

,

且 U
。

和

u粼 2 , l ,

…
,

l) 的均值皆为 0
.

故由定理 3
,

在 1 簇
犷 < 2 时

,

有
。
(工、

v
。

一 。
(一

’ `
鲁)

一
,

_ _ ` , _ _ _ 、 , 一 2+ 善
、

二 U 井又Z
, l ,

…
, l少一 o L”

’

夕 a
·

e
·

,

而
1 巴效

去乙
“ 一 d ` b

,
U牙, 一 O (

“ 一 2

) ~
o ( “

一 2申 ` / r

)
a

·

e 二

刀一 少= 1

( 3 6 )

由此得到 ( 3 3 ) 式
,

当 l 毛 犷 < 2 的部分
,

若
犷 ) 2

,

则因对任给
6 > 。 ,

有

U
,

~ o
(

, 一 ’左 ( 1馆
。
)
” 2+ `

)
a

.

。
. ,

U才( 2
, l ,

…
, l ) 一

。
(

, 一班 ( 1
0 9 ,

)
’ / , + `

)

故得出 ( 3 3 ) 式
,

当
犷

) 2 的部分
.

为证 ( 3 2 ) 式
,

注意由 ( 3 4 )
,

( 3 5 ) 式
,

有

、2、产、少加/000,、,J,j了̀了、了
、、间艺引W一

。

(告)
u

。

当 1 《 r < 2 时
,

由定理 1 得

+ 丝卫竺 1
时 ( 2

, l ,

… b , , 一 d , U牙
)

、

!1
0

(青)
U

·

~ o
(
。 ’一 2’ )

,

`

l一
(
· `一 ’ r

,
·.

.

........月 ....

、少Jl.
二

{}工
: ,: ( 2

,

L i 刀

[1赤馨
、一

U , J

,
犷

]一 o (
, 一 Zr

)
.

由 ( 3 7 )一 ( 4 0 ) 式
,

用 M i n k o w s k i 不等式
,

得到 ( 3 2 ) 式当 l 镬
,

·

( 4 0 )

的部分
.

若
,
·

) 2 ,

则由
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定理 2得

{
o

(含 )
U

·

!
r

}
一 o (一

’
边 )

,

{工 u 才( 2 …
, 1 )
{
r

l
一 O (一

’
欣 ,

,

.r月seee
.r.

ee
.ó

此两式与 ( 4 0 ) 式结合
,

得到 ( 3 2 ) 式当
,

) 2 的部分
.

定理 4 证毕
.

注 1
.

本定理的证明是基于将 v on
一

Mics
s
统计量表为若千个 U一统计量的线 性 组 合 的 思

想
.

在本文写成后
,

我们发现在 19 7夕年
,

oB nn er 和 iK sr hc ne r
在文献 〔8] 中曾用这个方法讨

论过 V
。

与 U
。

的关系
,

他们在实质上 (形式略有不同 )证明了 ( 33 ) 式
,

当
/
~ 1 的情况

.

此处

一般结果的获得是因为有了第一节中的结果
.

注 2
.

从定理 4 证明的过程不难看出
:
适当改变 ( 31 ) 式中常数

。
的值

,

我们可以假定
,

( 3 7 ) 式中的每个 U护有均值零
.

这时由第一节中的结果可知

!…赤客b , , 一 d , U牙)

当 l 簇 犷 < 2 ,

当 , 全 2
.

( 4 1)
s)r劝一ùJ

`no(山

一一

( 4 2 )

、/,门j产之月

斗二如
`

了、,̀峨

下面我们利用定理 4 及其上述修正来研究 V
,

的极限性质
.

定理 5
.

设 U 。

和 V 。

分别为以 甲为核的 U 一
统计量和 V on

一

M i ses 统计量
,

则

l) 在假定 ( 3 0) 式之下
,

定理 1 , 2 的结论
,

当将 U
,

改为 V
,

时
,

仍保持成立
.

2) 设 甲满足条件 ( 2 )
,

而且

E [ 1甲 (X
。 : ,

…
, X

a ,
) 】] < co 对任何

a ,

一 1 ,

…
, 。 , , ~ l

,

…
, m ,

则定理 3 的 ( 23 ) 式
,

当将 U
。

改为 V
,

时仍保持成立
.

3) 固定
,

) 1
.

设 甲满足条件

E [ 1甲 ( x
l ,

…
,

X 。
) {

r

] < co
,

{上土二
,

E [ l甲 ( X
。 , ,

…
, x

。。
) I

`

] < co
, s 一 }

_ “

}丝
_

当

L 3
’

一

当 1提
/

< 3 ,

r 妻 3
,

则定理 3 的 ( 2 4 ) 式
,

当将 u
,

改 为 v
。

时仍保持成立
.

证
.

1) 直接由定理 l
,

2和 4 得出
.

根据假定 ( 4 2 ) 式
,

在 ( 3 3 ) 式中取
,
~

牙
,

~ o
(

, 一 `

)

由此
,

利用 ( 3 1 ) 和 ( 2 3 ) 式 (对 U
。

成立 )

需要估计以{
u

旦 I、
*
}二

。

不
.

为此先设
`左笋 n ,

一 。
(

n 一
(
1一告))

二
.

己
.

,

即推出 2) 为了用 ( 3 1 ) 式证明 ( 2 4 ) 式对 V
。

;

<
:

3 ,

有

_ 「su p

二
、 J

,

尸 { }评 * !全 8
李提 乙 p 毛! w * }全 “ / 2全

`

左异 n ’ “ 二 n

成

(音)
一`

鑫
E 〔 ,砰

走
,
·

卜
·

(鑫
、

1

一
)

~ o
(
, , 一2`

) ~ o
(

n ’ 一 r

)
.
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而当
,

·

之 3 时
,

有

“

{芽立
,
,评 左

,全
·

}
一 。 (

· ’

一 , 一 o (
· `
一 ,

,

这与 ( 3 1) 和 ( 24 ) 式 (对 U
。

成立 )结合
,

即证明了 3 )
,

定理 , 证毕
.

本节结果的另一有趣的应用是关于 v on
一

M is se 统计量的 eB
r yr

一

sE se en 界限问葱
.

早在 19 4 8年
,

H oe ff id gn 就证明了关于 U 一
统计量的中心极限定理

.

为了以下的需要
,

将

其结果引述如下
.

设 U
。

和 口的定义如前
,

记 价(幻 ~ E 〔甲 (
二 ,

凡
,

…
,
x 。

) 〕
,

并设 了 ~

v a r

[币(X
、
) 1非零有限

,

则

必亘丛二处二
、 ( 。

, 1 )
.

( 4 4 )

对 V
。

而言
,

长期以来知道的事实是
:
若条件 ( 30 ) 式当

r
~ 2 成立

,

则当 ( 44 ) 式成立时
,

将

其中的 U
,

改为 V
,

仍保持有效
.

19 7 7 年 B on en r
等在文献 [ 8] 中将条件减轻为要求 ( 30 ) 式

当 犷 ~ 1 时成立
.

关于 (料 ) 式的收敛速度问题
,

若干年来有不少统计学者研究过
,

最近 Y
.

K
.

C h an 9[] 等得

到了这个问题的彻底解决
,

他们在 E 〔 }甲 ( x l ,

…
, x 。

) I
”
〕 < co 的条件下

,

得到了 。 (
。 一此 ) 的

数量级
.

关于 V
。 ,

相应的结果还不存在
.

利用本文结果
,

我们解决了这个问题
,

结果如下 :

定理 6
.

设 V
。

为以 甲 为核的

E [ !甲(X
l ,

石 [ }甲 ( X
l ,

了百 ( F
,

一 。 )

刀 2叮

X I ,

v on
一

M ise
s
统计量

,

假定 甲满足条件 ( 42 ) 式
,

以及

X 。
) }

’
] < co

,

X
3 ,

…
,

X 。
) {珑 ] < co

.

( 4 5 )

( 斗6 )

以 F
。

(
劣
) 记 的分布函数

,
巾 (幻 为标准正态分布函数

,

则

1IF
。

一 , l卜
s

罗 IF
。

(二 ) 一 中 (
, ) I一 o (

, 一班 )
.

此处 8 和 , 的意义同前
,

且假定 O < 护 < co
.

( 4 7 )

证
.

以 G
,

( 二 ) 记
了万 ( u

、 一 B )
的分布函数

,

此处 U
。

为以 甲为核的 U 一
统计量

,

则由文

献 [ 9 ]
,

有

}}G
,

一 。 11一 。 (
, 一内 )

.

考虑 ( 3 1 )
,

( 3 7 ) 式
,

如前所说
,

适当选择 ( 3 1 ) 式中的
a
后

,

( 4 1 ) 式将成立
.

取 矛一 1
;
} + l ,

则由 ( 31 ) 式易见

( 4 8 )

万
·

(幻 一 氏 (
· 十

柯劝
簇 “

{
,叫

)

剖
成 “

{
`W一 , ) 器}

+ 尸

{
,W一 , ) 器}

,

( 4 9 )

其中 阿
, 、 为 ( 3 7 ) 式右边前两项之和

,

而 砰
, 2

为 ( 3 7 ) 式右边第三项
.

由假定 ( 4 5 )
,

( 4 6 ) 式
,

利用 ( 4 1 ) 式当
犷 一 3 / 2 的情况

,

并注意 E 〔1砰
。 :

!功 ] 一 口
(

, 一
勺

,

即得
( _ 一 1 / , _ 、 军 2

p 亏1邵
。 :
I全等 }簇 (竺 ) E [ j附

。 :
}” 1~ o

(
n 一成 )

“
n z 、 刀 2『 护

( 5 0 )
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定理 6 证毕
.

本定理只在假定三阶矩有限的条件下达到了 eB r yr
一
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n
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而且
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…
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` 有重复时
,

对矩的阶数的要求还可以降低
.

对 ( 47 ) 式的成立来说
,

条件

( 4 2 ) 和 ( 4 5 ) 在某种意义上是必要的
.

至于条件 ( 4 6 ) 中的指数 3 / 2是否 尚可降低
,

则还有待

进一步的研究
.
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