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摘要 Fano 簇中有理曲线的研究是代数几何的重要课题之一, 本文对稳定向量丛模空间中有理曲线

研究的现状做一个较全面的总结.
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1 引言

设 C 是一条亏格为 g > 2的光滑射影曲线, L是 C 上的一个次数为 d的线丛. 令M := SUC(r,L)
是 C 上秩为 r 且具有固定行列式 L 的稳定向量丛的模空间. 已知模空间 M 是一个光滑的拟射影

Fano 簇, 同时有 Pic(M) = Z ·Θ, −KM = 2(r, d)Θ (参见文献 [1,2]), 此处 Θ 是一个丰沛 (ample) 除子.

因此, 作为 Fano 簇, M 的指数 (index) 是 2(r, d).

对任意一个 Fano 簇 X 中的一条有理曲线 l ⊂ X, 如果 l 满足 −KX · l = index(X), 则称此有理

曲线为 X 中的一条直线; 如果 l 满足 −KX · l = k · index(X), 则称此有理曲线的次数为 k. 对模空

间 M 来说, 如上定义的有理曲线 l ⊂ M 的次数为 deg(Θ |l). 因此, 所谓模空间 M 里的一条 k 次

有理曲线, 是指一个非常值态射 ϕ : P1 → M 满足 deg(ϕ∗Θ) = k. Sun [3] 证明了, 任意一条有理曲线

ϕ : P1 →M 都可以由 C×P1 上的一个向量丛 E 所定义,并根据 E 在 f : C×P1 → C 的一般纤维上的

分裂型给出了有理曲线的一个次数公式 (2.1). 由此公式和 Hecke 曲线的构造方式, 他证明了当 g > 3

时, 模空间 M 中任意过一般点的有理曲线 ϕ : P1 → M 的次数至少是 r
(r,d) , 而且, 除了 g = 3、r = 2

且 d 是偶数的情形外, 次数为 r
(r,d) 当且仅当 ϕ 是 Hecke 曲线 (定理 3.1). 除了 g = 3、r = 2 且 d 是

偶数的情形外, 该定理回答了 Hwang 的一个问题 (问题 2.7). 对于 “g = 3、r = 2 且 d 是偶数” 的

情形, 文献 [4] 证明了, 对于 M 中的每一点 [W ], 都有过 [W ] 点的不同于 Hecke 曲线的直线通过 (定

理 3.3). 这是对孙定理的补充, 同时也说明孙定理中的条件 “除了 g = 3、r = 2 且 d 是偶数的情形外”

是必须的.
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另一方面, 关于 Fano 簇上低次有理曲线的一个公开问题 (参见文献 [5, 问题 V1.13]) 是, Picard

数为 1 的任意 Fano 簇 X 上是否存在直线? 文献 [2, 第 2 节和引理 3.1] 暗示了模空间中直线的存在

性. Sun [3] 构造了分裂型直线, 证明了当 (r, d) = 1 时 M 中仅有分裂型直线 (参见文献 [3, 定理 2]).

之后, 文献 [6] 对任意的 r 和任意的 d 确定了 M 中的全部直线 (定理 4.1), 并由此确定了 1 次态射

ϕ : P1 → M 构成的簇 Hom1(P1,M) (定理 4.2) 和直线簇 L(M) (推论 4.4). 模空间 M 在 (r, d) < r

和 (r, d) = r 时的几何结构不一样. 当 (r, d) < r 时, 所有的直线都落在 M 的一个真闭子簇里; 但当

(r, d) = r 时, M 的一般位置都可以被直线覆盖.

由孙定理可知, 如果 g > 3, 那么模空间 M 中过一般点的有理曲线的最小次数是 r
(r,d) (即极小

有理曲线的次数是 r
(r,d) ). 由此可知, 次数小于 r

(r,d) 的有理曲线 (当 (r, d) ̸= r 时存在) 称为小有理

曲线, 一定落在一个真闭集里. 文献 [7] 证明了, 当 (r, d) = 1 时, 小有理曲线的轨迹包含 r − 1 个

不可约分支 (命题 5.1). 文献 [8] 对于 d = 1 的情形研究了模空间 M 中的小有理曲线; 证明了模空

间中的小有理曲线上的点所对应的向量丛都可由曲线 C 上的一组半稳定的 0 次向量丛 V1, . . . , Vn−1

和一个稳定的 1 次向量丛 Vn 扩张得到 (引理 5.2); 并证明了小有理曲线的轨迹是一个余维数至少是

Min{
∑n

i=2 ri−1(ri − ri−1)(g − 2) + rn−1(rn − rn−1 − 1)} 的闭子簇, 其中 0 < r1 < · · · < rn = r 遍历,

对某个小于 r 的正整数 n 和某 n 个整数 α1 > · · · > αn−1 > αn, 满足不等式
∑n−1

i=1 ri(αi − αi+1) < r

的正整数组 (命题 5.3 和定理 5.4); 特别对 r = 3 的情形完全确定了 M 中的非直线的小有理曲线 (定

理 5.4).

对模空间 M 中有理曲线空间的研究还比较少. 对于任意秩和次数的稳定向量丛的模空间, 文

献 [6] 完全确定了 1 次有理曲线空间 (即直线空间) Hom1(P1,M) (定理 4.2). 对于高次有理曲线空间,

目前我们只找到了关于秩为 2、次数为 1 的模空间的有理曲线空间的研究. 文献 [9] 研究了秩为 2 且

具有固定行列式 O(x0) (x0 ∈ C) 的模空间中的 1 和 2 次曲线空间. 文献 [10] 研究了秩为 2、次数为 1

且具有固定行列式的模空间里任意 k (k > 1)次有理曲线空间 Homk(P1,M). 文献 [10]通过对 E 的一

般分裂型的研究, 找到了 M 中 k 次有理曲线空间的所有不可约分支 (定理 6.3), 特别地, 找到了这些

分支的一个极大有理连通的纤维化 (定理 6.1).

文献 [11] 通过对模空间里 Hecke 曲线及其退化的研究, 计算了秩为 2 且具有固定行列式 O(x0)

(x0 ∈ C) 的稳定向量丛模空间中的 1- 闭链 Chow 群 (定理 7.1). 之后, 文献 [12] 对秩为 2 且具有平凡

行列式的向量丛模空间, 由 Abel-Jacobi 映射, 得到了模空间 1- 闭链 Chow 群的信息.

2 有理曲线的次数公式及分类

文献 [3] 证明了, 任意一条有理曲线 ϕ : P1 →M 都可以被 C × P1 上的一个向量丛 E 所定义 (引

理 2.1),并根据 E 在 f : C ×P1 → C 的一般纤维上的分裂型给出了有理曲线 ϕ的一个次数公式 (2.1).

2.1 有理曲线的次数公式

虽然一般情形下, C ×M 上不存在泛丛 (Poincaré丛), 但 C ×M 上存在向量丛 End0 和射影丛 P
使得对任意点 [V ] ∈ M , 有 End0 |C×{[V ]}= End0(V ) 和 P |C×{[V ]}= P(V ). 设 π : C ×M → M 是自然

投射, 则 TM = R1π∗(End0) (参见文献 [2]), 且因为 π∗(End0) = 0, TM = R1π∗(End0) 与基变换交换.

对任意有理曲线 ϕ : P1 →M ,令 X := C×P1 和 E = (idC ×ϕ)∗End0,仍然记 π : X = C×P1 → P1

为自然投射,则 ϕ∗TM = R1π∗E. 由 Riemann-Roch定理可得 degϕ∗(−KM ) = χ(R1π∗E)−(r2−1)(g−1).
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由 Leray 谱序列和 χ(E) = deg(ch(E) · td(TX))2 可得

χ(R1π∗E) = −χ(E) = c2(E) + (r2 − 1)(g − 1).

因此,

degϕ∗(−KM ) = c2(E).

引理 2.1 (参见文献 [3, 引理 2.1]) 存在 X = C × P1 上的一个向量丛 E 使得 End0(E) = E, 且
对任意 t ∈ P1, 有 ϕ(t) = E |C×{t}.

因此,

degϕ∗(−KM ) = c2(End0(E)) = 2rc2(E)− (r − 1)c1(E)2 =: ∆(E).

令 f : X → C 和 π : X → P1 为自然投射,曲线 ϕ : B = P1 →M 由 X 上的向量丛 E 所定义.设 E

在 f : C × P1 → C 的一般纤维 Xξ 上形如

E |Xξ
=

n⊕
i=1

OXξ
(αi)

⊕ri , α1 > · · · > αn.

这个 n- 元数组 α = (α⊕r1
1 , . . . , α⊕rn

n ) 称为 E 的一般分裂型 (the generic splitting type of E). 把 E 张

量上 π∗OP1(−αn), 不失一般性, 可设 αn = 0. 任意这样的 E 有一个相对 Harder-Narasimhan 分解

0 = E0 ⊂ E1 ⊂ · · · ⊂ En = E,

其中商层 Fi = Ei/Ei−1 是无挠的且其对应的一般分裂型是 (α⊕ri
i ). 令 F ′

i = Fi ⊗ π∗OP1(−αi) (i = 1,

. . . , n). 在不引起混淆的情况下, 我们用 deg(Fi) (相对应地, deg(Ei)) 表示 Fi (相对应地, Ei) 在 π 的

一般纤维上的次数. 相应地, µ(Ei) (相对应地, µ(E)) 表示 Ei (相对应地, E) 限制到 π 的一般纤维上

的斜率, 则有 (参见文献 [3, (2.2)])

degϕ∗(Θ) =
1

2(r, d)
∆(E) =

r

(r, d)

( n∑
i=1

c2(F
′
i ) +

n−1∑
i=1

(µ(E)− µ(Ei))rkEi(αi − αi+1)

)
. (2.1)

引理 2.2 (参见文献 [3, 引理 2.2]) 设 E 是直纹面 f : X → C 上任一个秩为 r 的、一般分裂型

为 (0⊕r) 的无挠层, 则必有 c2(E) > 0, 且 c2(E) = 0 的充分必要条件是存在 C 上的局部自由层 V 使得

E = f∗V .

2.2 Hecke 型有理曲线

设有理曲线 ϕ : P1 → M 是由 X = C × P1 上的向量丛 E 定义的, 如果 E 在 f : X → C 的一般

纤维 Xξ = f−1(ξ) 是半稳定的 (与 P1 上某个合适线丛的拉回作张量, 我们可假设 E 在一般纤维上的

限制形如 O⊕r
Xξ

, 即 E 在 f : X → C 上具有一般分裂型 (0⊕r)), 那么由文献 [3, 第 2 节] 的讨论可知, 存

在 C 中的有限子集 S 和向量丛 V 使得 E 满足正合列

0 → f∗V → E →
⊕
p∈S

Qp → 0,

其中 Qp 是 Xp = {p} × P1 上的一个向量丛. 由这样的 E 定义的有理曲线称为 Hecke 型有理曲线 (参

见文献 [13]). 特别地, 当 S 只含有一个点 p ∈ C 且 Qp = OXp(−1) 时, 此时 E 满足正合列

0 → f∗V → E → OXp(−1) → 0,
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它定义了所谓的 Hecke 曲线 ϕ : P1 →M .

注 2.3 Hecke 型有理曲线的次数显然都是 r
(r,d) 的正整数倍.

Hecke 曲线是由 Narasimhan 和 Ramanan [14,15] 引入的, 他们研究了 Hecke 闭链的基本性质及秩

为 2 的向量丛模空间中的 Hecke 曲线. 对于任意秩稳定向量丛模空间中 Hecke 曲线, 文献 [3, 6, 16–18]

都有介绍, 特别是文献 [6] 给出了一般的构造方式.

给定两个非负整数 k 和 l, 称一个秩为 r、次数为 d 的向量丛 W 为 (k, l)- 稳定的, 如果对 W 的

任意真子丛 V , 有
deg(V ) + k

rk(V )
<

deg(W ) + k − l

rk(W )
.

通常的稳定性等价于 (0, 0)- 稳定的. 一个 (k, l)- 稳定向量丛的对偶是 (l, k)- 稳定的. (k, l)- 稳定性是

一个开条件.

引理 2.4 [15] 如果 g > 3,则M 包含 (0, 1)-稳定和 (1, 0)-稳定的向量丛. 除了当 g = 3、且 r和 d

都是偶数的情形之外, M 都包含 (1, 1)- 稳定向量丛.

引理 2.5 [15] 给定正合列 0 → V →W → Op → 0, 其中 V 和 W 是曲线 C 上的向量丛, Op 是点

p ∈ C 处的摩天大厦层. 如果 W 是 (k, l)- 稳定的, 则 V 是 (k, l − 1)- 稳定的.

下面假设 g > 3, 令 UC(r, d− 1) 是秩为 r、次数为 d− 1 的稳定向量丛模空间, 则 UC(r, d− 1) 包

含 (1, 0)- 稳定点, 记 D ⊂ UC(r, d − 1) 是由 (1, 0)- 稳定丛组成的开子集. 定义 ψ : C ×D → Jd(C) 为

ψ(x, V ) = OC(x)⊗ det(V ), 记

RC := ψ−1(L) ⊂ C ×D,

则 RC 中的点 (x, V ) 满足: V 是 C 上的 (1, 0)- 稳定丛, 且 det(V ) = L(−x). 自然投射 RC → C 为一

个纤维化, 其在点 x ∈ C 处纤维是 D ∩ UC(r,L(−x)). 令 V 是 RC 上的泛丛, p : P(V∗) → RC 为与其

相伴的射影丛. 设 p∗(V∗) → OP(V∗)(1) → 0 是 1- 维泛商, 使得对 ∀ (x, V ) ∈ RC 有 p−1(x, V ) = P(V ∗
x ).

假设

π : C × P(V∗) → P(V∗)

是投射, Γ ⊂ C × P(V∗) 是 P(V∗) → RC → C 的图, 则 E 由下列正合列定义:

0 → E∗ → π∗p∗(V∗) → OΓ ⊗ π∗OP(V∗)(1) → 0,

此正合列取对偶可得

0 → π∗p∗V → E → OΓ ⊗ π∗OP(V∗)(−1) → 0. (2.2)

对 ∀ (x, V ) ∈ RC , 有 p−1(x, V ) = P(V ∗
x ), 且 (2.2) 限制到 {x} × P(V ∗

x ) 得正合列

0 → f∗V → E →{x}×P(V ∗
x ) OP(V ∗

x )(−1) → 0, (2.3)

其中 f : C × P(V ∗
x ) → C 是投射. 对任意点 ξ = (x, V, V ∗

x → Λ → 0) ∈ P(V ∗), (2.2) 可给出 C 上的正

合列

0 −−−−→ V
ι−−−−→ Eξ −−−−→ Ox → 0

使得 Ker(ιx) = Λ∗ ⊂ Vx. 由 V 的 (1, 0)- 稳定性可推出 Eξ 是稳定向量丛. 因此, (2.2) 定义了一个态射

Ψ : P(V ∗) →M. (2.4)
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对 ∀ (x, V ) ∈ RC , Ψ 在 p−1(x, V ) = P(V ∗
x ) 上的限制记为 Ψ(x,V ), 即

Ψ(x,V ) : P(V ∗
x ) = p−1(x, V ) →M. (2.5)

定义 2.6 [6] p : P(V∗) → RC 纤维中直线在 {Ψ(x,V )}(x,V )∈RC
下的像称为 M 中的 Hecke 曲线.

由文献 [15, 引理 5.9] 可知, (2.5) 中的态射是闭浸入. 且由文献 [15, 命题 5.16] 易证

Ψ∗
(x,V )(−KM ) = OP(V ∗

x )(2r). (2.6)

对任意 (1, 1)- 稳定点 [W ] ∈M 和 (Wx → C → 0) ∈ P(Wx), 可由下式定义一个 (1, 0)- 稳定丛 V :

0 −−−−→ V
α−−−−→ W −−−−→ xC → 0,

则 p−1(x, [V ]) = P(V ∗
x )在 M 中的像是过点 [W ] ∈M 的射影空间,且 P(V ∗

x )中过点 [Ker(αx)] ∈ P(V ∗
x )

的直线在 M 中的像是过点 [W ] ∈M 的 Hecke 曲线, 它是次数为 2r
2(r,d) =

r
(r,d) 的有理曲线. Hwang [16]

因此提出如下问题.

问题 2.7 (参见文献 [16, 问题 1]) Hecke 曲线是否是过 M 一般点的极小有理曲线 (即次数最

小)? 反之, 一条过 M 一般点的极小有理曲线是否必为 Hecke 曲线?

2.3 分裂型有理曲线

设有理曲线 ϕ : P1 →M 是由 X = C × P1 上的向量丛 E 定义的, 如果 E 在 f : X → C 的一般纤

维 Xξ = f−1(ξ) 不是半稳定的, 则有理曲线 ϕ : P1 →M 称为分裂型有理曲线 (参见文献 [13]).

注意到,如果 ϕ : P1 →M 是分裂型有理曲线,设定义它的向量丛具有一般分裂型 (α⊕r1
1 , . . . , α⊕rn

n ),

则 n > 2. 特别地, 当 n = 2 时, 我们可以来构造可能存在的任意次数的分裂型有理曲线.

设 k 是一个正整数, [W ] ∈M . 假设存在子丛 V1 ⊂W 使得

r1d− d1r = k(r, d), (2.7)

其中 r1 = rankV1, d1 = degV1 和 d = degW . 令 V2 := V/V1 为商丛, 则 W 满足非平凡扩张

0 → V1 →W → V2 → 0. (2.8)

由文献 [2, 引理 2.3] 可知, 存在 C 上一族被 P = PExt1(V2, V1) 参数化的向量丛 {Ep}p∈P 使得对

每一个 p ∈ P , 向量丛 Ep 与由 p 点给出的 V2 通过 V1 的扩张是同构的. 设 l 是 P = PExt1(V2, V1) 中
过点 p0 的一条直线, 其中 p0 是 P 中由 (2.8) 给出的点. 如果对每一点 p ∈ l, 向量丛 Ep 都是稳定的,

那么

{Ep}p∈l

将定义模空间 M 中一条次数为 k 的过点 [W ] ∈ SUC(r,L) 的分裂型有理曲线. 特别地, 当 k = 1 时,

如此方式得到的分裂型有理曲线是一条直线, 称为分裂型直线.

对于分裂型直线, 文献 [6] 给出了一个整体的构造方法, 回顾如下:

对给定的 r 和 d, 设 0 < r1, r2 < r 及 d1 和 d2 是满足等式

r1 + r2 = r, d1 + d2 = d,
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r1d− d1r = (r, d), d2r − r2d = (r, d)

的整数. 令 UC(r1, d1)和 UC(r2, d2)分别是秩为 r1 和 r2、次数为 d1 和 d2 的稳定向量丛的模空间. 因

为 (r1, d1) = 1 和 (r2, d2) = 1, 所以, C × UC(r1, d1) 和 C × UC(r2, d2) 上分别存在泛丛 V1 和 V2. 考虑

态射

UC(r1, d1)× UC(r2, d2)
det(•)×det(•)−−−−−−−−−→ Jd1

C × Jd2

C

(•)⊗(•)−−−−−→ Jd
C ,

令 R(r1, d1)是它在点 [L] ∈ Jd
C 处的纤维. V1 和 V2 由投射 C ×R(r1, d1) → C ×UC(ri, di) (i = 1, 2)的

拉回依然分别记作 V1 和 V2. 令 p : C ×R(r1, d1) → R(r1, d1) 为自然投射且令

G = R1p∗(V∗
2 ⊗ V1),

后者是秩为 r1r2(g − 1) + (r, d) 的局部自由层. 令

q : P (r1, d1) = P(G) → R(r1, d1)

为参数化 Gt(t ∈ R(r1, d1)) 的 1- 维子空间的射影丛. 令 f : C × P (r1, d1) → C 和 π : C × P (r1, d1)

→ P (r1, d1) 为自然投射, 则存在 C × P (r1, d1) 上的泛扩张

0 → (id× q)∗V1 ⊗ π∗OP (r1,d1)(1) → E → (id× q)∗V2 → 0 (2.9)

使得对任意的点 x = ([V1], [V2], [e]) ∈ P (r1, d1), 其中 [Vi] ∈ UC(ri, di) 满足 det(V1) ⊗ det(V2) = L 且
[e] ⊂ H1(C, V ∗

2 ⊗ V1) 是一条过原点的直线, 向量丛 E |C×{x} 是由扩张

0 → V1 → V → V2 → 0

给出的向量丛 V 的同构类, 其中以上每一个扩张都是由直线 [e] ⊂ H1(C, V ∗
2 ⊗ V1) 的一个向量定义.

泛扩张 (2.9) 的存在性可由文献 [2, 引理 2.4] 得到.

由文献 [6, 引理 2.2] 和 [19] 可知, C × P (r1, d1) 上的泛扩张 (2.9) 中的向量丛 E 可定义态射

Φ : P (r1, d1) → UC(r,L), (2.10)

其中 UC(r,L) 表示 C 上秩为 r 且具有固定行列式 L 的半稳定向量丛的模空间, 而稳定向量从的模空

间 M = SUC(r,L) 是它的一个开子概型. 记 P (r1, d1)
s = Φ−1(M), 则有

Φ |P (r1,d1)s : P (r1, d1)
s → SUC(r,L) =M. (2.11)

引理 2.8 (参见文献 [6, 引理 2.4]) 在任意的点 ξ ∈ R(r1, d1) 处的纤维 P (r1, d1)
s
ξ = q−1(ξ)

∩P (r1, d1)s 上,

Φs
ξ := Φ |P (r1,d1)sξ

: P (r1, d1)
s
ξ →M

是其像上的正规化. 特别地, q : P (r1, d1)
s → R(r1, d1) 的纤维里的直线在 Φ 下的像是模空间 M 里的

直线.
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3 极小有理曲线

3.1 孙定理

现在假设 g > 3 (g = 3、r = 2 且 d 是偶数的情形除外), 如果有理曲线 ϕ : P1 → M 过 M 的一般

点, 那么对 P1 上一般的点 y ∈ P1, Ey = E |C×{y} 都是 (1, 1)- 稳定的. 如果 E 在 f : X = C × P1 → C

的一般纤维上不是半稳定的, 则在 (2.1) 中, 一定有 n > 2 且

(µ(E)− µ(Ei))rkEi > 1. (3.1)

由此可得

degϕ∗(Θ) >
r

(r, d)
.

如果 E 在 f : X = C × P1 → C 的一般纤维上是半稳定的, 将 E 张量上一个合适的线丛, 可设 E 在 f

的一般纤维上是平凡的. 由引理 2.2 可知, c2(E) ̸= 0 (否则存在 C 上的向量丛 V 使得 E = f∗V , 从而

ϕ(P1) = [V ] ∈ M 是常值映射), 从而 degϕ∗(Θ) = r
(r,d)c2(E) > r

(r,d) , 且必然存在一条纤维 Xt = f−1(t)

使得 Et = E |Xt 不是半稳定的. 设 Et → OXt(β)
⊕rt → 0 是具有极小斜率的商丛, 且设

0 → F → E →Xt OXt(β)
⊕rt → 0 (3.2)

是 E 在 Xt ⊂ X 上沿着 OXt(β)
⊕rt 的初等变换. 由此正合列通过计算可得 (参见文献 [3, 引理 2.4])

c1(F ) = c1(E)− rtXt, c2(F ) = c2(E) + rtβ. (3.3)

若 degϕ∗(Θ) = r
(r,d) , 则必有 rt = 1, β = −1 且 c2(F ) = 0. 对 F 应用引理 2.2 可知, 存在 C 上的向量

丛 V 使得 F = f∗V . 因此, degϕ∗(Θ) = r
(r,d) 当且仅当 E 满足以下正合列:

0 → f∗V → E →Xt OP1(−1) → 0, (3.4)

由此定义的有理曲线就是所谓的 Hecke 曲线. 由此可证孙定理:

定理 3.1 (参见文献 [3, 定理 1]) 如果 g > 3, 那么任何过 M 一般点的有理曲线 ϕ : P1 → M 的

次数至少为 r
(r,d) . 除了 g = 3、r = 2 且 d 是偶数的情形, 过 M 一般点的有理曲线的次数为 r

(r,d) 当且

仅当它是一条 Hecke 曲线.

3.2 例外情形

除 g = 3、r = 2 且 d 是偶数的情形外, 孙定理完全确定了模空间 M 中过一般点的极小有理曲线,

回答了 Hwang 的问题. 本小节研究当 g = 3、r = 2 且 d 是偶数时, 模空间里的极小有理曲线的情形.

引理 3.2 (参见文献 [4, 引理 2.1]) 设 d 是一个偶数, 0 → L1 → W → L2 → 0 是一个非平凡扩

张, 其中 L1 和 L2 分别是次数为
d
2 − 1 和 d

2 + 1 的线丛, 则

(i) W 是半稳定的;

(ii) W 不是稳定的当且仅当 ∃x ∈ C 使得对应于 W 的元素 δ(W ) ∈ H1(C,L−1
2 ⊗ L1) 在以下映射

的核中:

H1(C,L−1
2 ⊗ L1) → H1(C,L−1

2 ⊗ L1 ⊗ Lx),

其中 Lx = OC(x) 是由 x 定义的线丛. 在这种情形下, W 与 L2 ⊗ L−1
x ⊕ L1 ⊗ Lx 是 S- 等价的.

1447



刘敏等: 稳定向量丛模空间中的有理曲线

设 W 是曲线 C 上的一个秩为 2 的向量丛, 令

m(W ) := max{deg(L) | L ⊂W 是 W 是的子线丛}. (3.5)

定义 Segre 不变量为

s(W ) := deg(W )− 2m(W ). (3.6)

注意 s(W ) ≡ deg(W ) (mod 2) 且 W 是稳定的 (半稳定的) 当且仅当 s(W ) > 1 (s(W ) > 0). Nagata [20]

证明了

s(W ) 6 g.

如果 g = 3、r = 2 且 d 是偶数, 那么易证 ∀ [W ] ∈M 都有 s(W ) = 2 (参见文献 [4, 引理 3.1]).

通常由 [W ] 7→ s(W ) 所定义的函数 s :M → Z 是下半连续的, 由此根据 s 的值给出 M 的一个分

层, 把它分成一些局部闭子集 Ms.

定理 3.3 (参见文献 [4, 定理 1.2 和 1.3]) 如果 g = 3、r = 2 且 d 是偶数, 则对任意点 [W ] ∈M ,

存在分裂型直线通过它.

如果 g = 2、r = 2 且 d 是奇数, 则对任意点 [W ] ∈M , 存在分裂型直线通过它.

证明 如果 g = 3、r = 2 且 d 是偶数, 则对任意点 [W ] ∈ M 有 s(W ) = 2. 从而存在子线丛

L1 ⊂W 满足 degL1 = d
2 − 1, 其中 d = degL. 令 L2 :=W/L1 是商丛, 其次数为 d

2 + 1. 易得

1× d−
(
d

2
− 1

)
× 2 = 2 = (2, d).

令 i : L1 →W 是自然单同态, 则

0 −−−−→ L1
i−−−−→ W −−−−→ L2 −−−−→ 0

是一个非平凡扩张 (否则, 我们有 W ∼= L1 ⊕ L2, 这与 W 的稳定性矛盾).

已知存在 C 上一族被 P(L1,L2) = PExt1(L2, L1) 参数化的向量丛 E 使得对每一个点 p ∈ P(L1,L2),

有 Ep 与由 p 点给出的 L2 通过 L1 的扩张同构 (参见文献 [2, 引理 2.3]). 更确切地, 存在 C × P(L1,L2)

上的一个泛扩张

0 → f∗L1 ⊗ π∗OP(L1,L2)
(1) → E → f∗L2 → 0, (3.7)

其中 f : C ×P(L1,L2) → C 和 π : C ×P(L1,L2) → P(L1,L2) 是投射. 因此, E 是一族秩为 2 的具有固定行

列式 det(L1)⊗ det(L2) ∼= L 的半稳定的向量丛 (引理 3.2). 因此, 泛扩张 (3.7) 可定义态射

Φ(L1,L2) : P(L1,L2) → UC(2,L), (3.8)

其中 UC(2,L) 表示秩为 2 的具有固定行列式 L 的半稳定向量丛的模空间, 它是 M 的一个射影紧化.

计算易知 P(L1,L2) 是 3- 维射影空间. 由引理 3.2 知, P(L1,L2) 存在过点

q = [0 −−−−→ L1
i−−−−→ W −−−−→ L2 −−−−→ 0]

的直线 l 使得 Ep (对每一点 p ∈ l) 是稳定的. 因此, Φ(L1,L2)(l) ⊂M = SUC(2,L) 且

Φ(L1,L2) |l: l →M = SUC(2,L) (3.9)

是一条过点 [W ] ∈M 的分裂型的直线.

如果 g = 2、r = 2 且 d 是奇数, 则对任意点 [W ] ∈M 有 s(W ) = 1. 类似可证对任意点 [W ] ∈M ,

存在分裂型直线通过它.
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4 模空间里的直线

当 (r, d) = 1 时, Sun [3] 完全确定了模空间 M 里的直线, 证明了模空间里的直线都是分裂型直线

(参见文献 [3, 定理 2]). 随后, 文献 [6] 对任意秩为 r、次数为 d 的稳定向量丛模空间, 确定了其上的

全部直线, 进而确定了簇 Hom1(P1,M) 和直线簇 LM , 并研究了模空间中直线的几何. 本节保持 Hecke

曲线构造及直线构造中的记号.

4.1 模空间里的直线及直线簇

定理 4.1 (参见文献 [6,定理 2.7]) (i)当 (r, d) ̸= r 时,模空间 M 里的所有直线都是分裂型直线,

即每一条直线都是 q : P (r1, d1) → R(r1, d1) 纤维中某条直线在 Φ 下的像, 其中 {r1, d1} 是某个满足

0 < r1 < r, r1d− d1r = (r, d)

的整数对.

(ii) 当 (r, d) = r 时, 模空间 M 里的直线要么是分裂型直线, 要么是 Hecke 曲线.

证明 设有理曲线 ϕ : P1 → M 是由 X = C × P1 上的向量丛 E 所定义的. 当 ϕ : P1 → M 是直

线时, 由次数公式 (2.1) 可得

r

(r, d)

( n∑
i=1

c2(F
′
i ) +

n−1∑
i=1

(µ(E)− µ(Ei))rkEi(αi − αi+1)

)
= 1. (4.1)

如果 (r, d) ̸= r, 则有 c2(F
′
i ) = 0 且 n = 2. 因此存在 C 上的向量丛 V1 和 V2 使得

0 → f∗V1 ⊗ π∗OP1(1) → E → f∗V2 → 0.

设 V1 和 V2 的秩分别为 r1 和 r2, V1 和 V2 的次数分别为 d1 和 d2,则 r1+r2 = r, d1+d2 = d. 代入 (4.1)

可得

r1d− d1r1 = (r, d). (4.2)

由文献 [6, 引理 2.2] 可知, V1 和 V2 是稳定的且 det(V1)⊗ det(V2) = L. 因此 ϕ 可通过

P1 σ−−−−→ P (r1, d1)
s
ξ

Φξ−−−−→ M

分解, 其中 ξ = (V1, V2) ∈ R(r1, r2) 且 σ∗OP (r1,d1)sξ
(1) = OP1(1) (因此 σ 是一个浸入且 σ(P1) 是

P (r1, d1)ξ = PExt1(V2, V1) 中的一条直线). 这说明 ϕ : P1 →M 是一条分裂型直线.

如果 (r, d) = r, 则有 c2(F
′
i ) = 0 且 n = 2, 或者有 c2(E) = 1 且 n = 1. 因此 ϕ : P1 →M 是一条分

裂型直线, 或者它可由满足正合列

0 → f∗V → E → O{p}×P1(−1) → 0

的向量丛 E 所定义, 其中 f : X = C × P1 → C 和 π : X = C × P1 → P1 为自然投射, V 是 C 上的一

个向量丛, 此时 ϕ : P1 →M 是一条 Hecke 曲线.

模空间里的直线簇指的是商 Hom1(P1,M)/Aut(P1). 为了确定 Hom1(P1,M), 回顾 Hecke 曲线

和分裂型直线的构造, 有

p : P(V∗) → RC , q : P (r1, d1)
s → R(r1, d1).
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令 P1
R(r1,d1)

= P1×R(r1, d1)且令 Hom1(P1
R(r1,d1)

, P (r1, d1)
s/R(r1, d1))是概型使得对任意的 R(r1, d1)

之上的概型 T ,

Hom1(P1
R(r1,d1)

, P (r1, d1)
s/R(r1, d1))(T )

是由次数为 1 (关于 OP (r1,d1)(1) 的次数) 的态射 P1
R(r1,d1)

×R(r1,d1) T → P (r1, d1)
s ×R(r1,d1) T 组成的

集合. 它是一个由像在 q : P (r1, d1)
s → R(r1, d1) 的纤维里的 1 次映射 P1 → P (r1, d1)

s 组成的簇. 类

似可定义由像在 p : P(V∗) → RC 的纤维里的 1 次映射 P1 → P(V∗) 组成的簇

Homr
1(P1,P(V∗)) := Hom1(P1

RC
,P(V∗)RC ).

令

Homr
1(P1,P) :=

⊔
{r1,d2}

Hom1(P1
R(r1,d1)

, P (r1, d1)
s/R(r1, d1))

是无交并, 其中 {r1, d2} 遍历满足以下条件的整数对:

0 < r1 < r, r1d− d1r = (r, d).

定理 4.2 (参见文献 [6, 定理 3.1]) 设 Hom1(P1,M) 是由 1 次态射 P1 →M 组成的簇, 则

Hom1(P1,M) ∼=

Homr
1(P1,P), 如果 (r, d) ̸= r,

Homr
1(P1,P) ⊔Homr

1(P1,P(V∗)), 如果 (r, d) = r.

证明 把一个 T - 态射

P1 × T ∼= P1
R(r1,d1)

×R(r1,d1) T
φT−−−−→ P (r1, d1)

s ×R(r1,d1) T

对应一个 T - 态射

P1 × T
φT−−−−→ P (r1, d1)

s ×R(r1,d1) T −−−−→ P (r1, d1)
s × T

Φ×idT−−−−→ M × T,

这样得到一个典范态射 Homr
1(P1,P) → Hom1(P1,M). 当 (r, d) ̸= r 时, 由定理 4.1 可知以上态射是

满射. 为了证明此态射也是单射, 设 ξ1, ξ2 ∈ Homr
1(P1,P) 分别是由 C × P1 上的正合列

0 → f∗V1 ⊗ π∗OP1(1) → E1 → f∗V2 → 0,

0 → f∗W1 ⊗ π∗OP1(1) → E2 → f∗W2 → 0

所定义的, 其中 f : X = C × P1 → C 和 π : X = C × P1 → P1 是投射. 如果 ξ1, ξ2 在 Hom1(P1,M) 中

的像相同, 则存在 P1 上的线丛 N 使得 E1 ∼= E2 ⊗ π∗N . 若 degN 6 0, 则 Hom(f∗V1 ⊗ π∗OP1(1), f∗W2

⊗π∗N ) = 0, 从而 f∗V1 ⊗ π∗OP1(1) ↪→ f∗W1 ⊗ π∗OP1(1) ⊗ π∗N , 这说明 V1 ↪→ W1 ⊗ H0(N ). 因此有

N = OP1 , V1 ∼= W1 和 V2 ∼= W2, 这表明 ξ1 = ξ2. 若 degN > 0, 利用 E2 ∼= E1, 同样可证 ξ1 = ξ2. 因此,

当 (r, d) ̸= r 时, Homr
1(P1,P) → Hom1(P1,M) 是双射.

类似地, 当 (r, d) = r 时, 由定理 4.1, 我们有满态射

Homr
1(P1,P) ⊔Homr

1(P1,P(V∗)) → Hom1(P1,M).
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为了证明这是单射, 只需考虑 ξ1, ξ2 ∈ Homr
1(P1,P(V∗)) 分别是由 C × P1 上的正合列

0 → f∗V → E1 → O{x1}×P1(−1) → 0,

0 → f∗W → E2 → O{x2}×P1(−1) → 0

所定义的,其中 V 和 W 是 C 上秩为 r、次数为 d− 1的稳定向量丛, x1, x2 ∈ C 是两点. 如果 ξ1 和 ξ2

在 Hom1(P1,M) 中的像相同, 则存在 P1 上的线丛 N 使得

E1 ∼= E2 ⊗ π∗N , x1 = x2.

若 degN 6 0, 则

Hom(f∗V,O{x2}×P1(−1)⊗ π∗N ) = 0.

同构 E1 ∼= E2 ⊗ π∗N 可诱导单射 f∗V ↪→ f∗W ⊗ π∗N , 这说明 N = OP1 和 V ∼= W , 因此, ξ1 = ξ2. 若

degN > 0, 利用 E2 ∼= E1, 则同样可证 ξ1 = ξ2.

为了证明以上态射是同构, 只需证 Hom1(P1,M) 是光滑的. 设 φ : P1 → M 是 Hom1(P1,M) 的

一个点, 则由文献 [3, 引理 2.1] 知, φ 是由 C × P1 的一个满足 φ∗TM = R1π∗Ad(E) 的向量丛 E 定义

的, 此处 Ad(E) 表示 E 的迹自由的自同态构成的层, 则 E 一定满足

0 → f∗V1 ⊗ π∗OP1(1) → E → f∗V2 → 0

或 0 → f∗V → E → O{x}×P1(−1) → 0. 利用这些正合列, 我们可证明

H1(φ∗TM ) = H1(R1π∗Ad(E)) = 0.

因此, Hom1(P1,M) 是光滑的.

由文献 [5, 定理 3.21] 知, 存在半正规簇 Chow1,1(M) 参数化 1 维的且次数为 1 的有效闭链, 且其

上伴随一个泛闭链 Univ1,1(M) → Chow1,1(M). 因为 Hom1(P1,M)是光滑的,所以存在一个 Aut(P1)-

不变的态射

Hom1(P1,M) → Chow1,1(M).

令 LM ⊂ Chow1,1(M)是它的像,显然 LM 恰是 Chow1,1(M)的参数化具有有理分支的闭链的轨迹, 则

由文献 [5, 命题 2.2] 知, LM ⊂ Chow1,1(M) 是一个闭子集.

定义 4.3 (参见文献 [6, 定义 3.2]) 闭子集 LM ⊂ Chow1,1(M) 赋予既约结构称为 M 里的直线

簇. 由

L := Univ1,1(M)×Chow1,1(M) LM → LM

所诱导定义的泛闭链 L ⊂M × LM 称为 M 里的泛直线.

令 G(r1, d1) → R(r1, d1) 和 H → RC 分别是 P (r1, d1)
s 和 P(V∗) 里直线的相对 Grassmannian 丛,

且令

L(r1, d1) ↪→ P (r1, d1)
s ×R(r1,d1) G(r1, d1) 和 L(h) ↪→ P(V∗)×RC

H

是泛直线. 回顾态射

Φ|P (r1,d1)s : P (r1, d1)
s →M 和 Ψ : P(V∗) →M, (4.3)
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它们可诱导态射

L(r1, d1)
Φ|P (r1,d1)s×id
−−−−−−−−−−→ M ×G(r1, d1) 和 L(h)

Ψ×id−−−−→ M × H.

则直线族 Im(Φ |P (r1,d1)s ×id) ⊂M ×G(r1, d1) 和 Im(Ψ× id) ⊂M × H 定义了态射

Υr1,d1 : G(r1, d1) → L(M) 和 θ : H → L(M) (如果 (r, d) = r). (4.4)

令 L(M)r1,d1 := Im(Υr1,d1), Hθ := Im(θ) 且令

G(M) :=
⊔
r1,d1

G(r1, d1), J(M) :=
⊔
r1,d1

L(M)r1,d1

是簇的无交并, 其中 {r1, d1} 遍历满足 0 < r1 < r, r1d− d1r = (r, d) 的整数对.

推论 4.4 (参见文献 [6, 推论 3.3]) Υr1,d1 : G(r1, d1) → L(M) 是正规化的且 θ 诱导出 H ∼= Hθ

⊂ L(M) (当 (r, d) = r 时). 进一步有

L(M) =

J(M), 如果 (r, d) ̸= r,

J(M) ⊔ Hθ, 如果 (r, d) = r.

证明 由文献 [15] 对 Hecke 闭链的研究可得 H ∼= Hθ. 因为所有的 G(r1, d1) 都是光滑簇, 要证其

他结论, 只需证: 当 (r, d) ̸= r 时, G(M) → L(M) 是双射; 当 (r, d) = r 时, G(M) ⊔ H → L(M) 是双射.

由定理 4.1 可知它们是满射. 与定理 4.2 进行相同讨论可证明它们是单射.

4.2 模空间中直线的几何

文献 [15] 对态射 Ψ : P(V ∗) →M 作了深入研究, 由文献 [15, 引理 5.9] 知, 对任意点 (x, V ) ∈ RC ,

态射 Ψ(x,V ) : P(V ∗
x ) = p−1(x, V ) → M 是闭浸入. 对于态射 Φ |P (r1,d1)s : P (r1, d1)

s → SUC(r,L) = M ,

对任意点 ξ ∈ R := R(r1, d1), Φ
s
ξ := Φ |P (r1,d1)sξ

: P (r1, d1)
s
ξ →M 是否浸入? 令

D = {ξ = (V1, V2) ∈ R | Hom(V1, V2) ̸= 0}.

文献 [6] 证明了, 若 ξ ∈ R \ D, 则 Φs
ξ 是浸入.

回顾分裂型直线的构造过程, 记 P = P (r1, d1), R = R(r1, d1). 我们有交换图

C ×P π−−−−→ P

1×q

y yq

C ×R π−−−−→ R

和正合列

0 → (1× q)∗V1 ⊗ π∗OP (r1,d1)(1) → E → (1× q)∗V2 → 0,

此正合列可诱导态射 Φ : P → UC(r,L). 令 Ad(E) 表示 E 的迹自由的自同态构成的层, ∆(E) ⊂ Ad(E)
是保持以上正合列的自同态构成的子层, 则有

0 → ∆(E) → Ad(E) → (1× q)∗(V∗
1 ⊗ V2)⊗ π∗OP (r1,d1)(−1) → 0. (4.5)
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由文献 [6, 引理 4.2] 可知, π∗(V∗
1 ⊗ V2) = 0, 因此, 序列 (4.5) 可诱导出

0 → R1π∗∆(E) → R1π∗Ad(E) → q∗R1π∗(V∗
1 ⊗ V2)⊗OP (r1,d1)(−1) → 0. (4.6)

仿照文献 [15, 引理 6.6] 的证明过程可证, 无穷小形变映射 TP → R1π∗∆(E) 是同构且由序列 (4.6) 可

诱导序列 (参见文献 [6, 引理 4.4])

0 −−−−→ TP
dΦξ−−−−→ Φ∗TUC(r,L) −−−−→ q∗R1π∗(V∗

1 ⊗ V2)⊗OP (r1,d1)(−1) −−−−→ 0.

命题 4.5 (参见文献 [6, 命题 4.6]) 对任意 ξ ∈ R \ (R ∩ D), 态射 Φs
ξ := Φ |Ps

ξ
: Ps

ξ → M 是浸入

的. 对任意两个不同的点 ξ1, ξ2 ∈ R, Φs
ξ1
(Ps

ξ1
) 与 Φs

ξ2
(Ps

ξ2
) 的交是 0 维的, 即是一个有限集.

证明 ξ ∈ R− (R∩D)意味着 Hom(V1, V2) = 0,这说明 Φξ 和 dΦξ 都是单射,因此 Φξ 是浸入的.

从而 Φs
ξ 也是浸入的.

设 ξ1 = (V1, V2) ∈ R 和 ξ2 = (W1,W2) ∈ R 是任意两个不同的点. 固定同构 P = Pξ1
∼= Pξ2 , 且把

泛扩张拉回到 C × P 上,

0 → p∗1V1 ⊗ π∗OP(1) → E1 → p∗1V2 → 0,

0 → p∗1W1 ⊗ π∗OP(1) → E2 → p∗1W2 → 0,

其中 p1 : C × P → C, π : C × P → P 是投射. 如果交 Φξ1(Ps
ξ1
)∩Φξ2(Pξ2)有正维数, 则存在非奇异的射

影曲线 Y → P 使得以上正合列在 C × Y 上的拉回

0 → p∗1V1 ⊗ π∗OY (1) → E1 → p∗1V2 → 0,

0 → p∗1W1 ⊗ π∗OY (1) → E2 → p∗1W2 → 0

定义相同的态射 Y → UC(r,L). 因此存在 Y 上的线丛 N 使得 E1 ∼= E2 ⊗ π∗N . 若 deg(N ) 6 0, 则

Hom(p∗1V1 ⊗ π∗OY (1), p
∗
1W2 ⊗ π∗N ) = 0

且 E1 ∼= E2 ⊗ π∗N 可诱导单射

p∗1V1 ⊗ π∗OY (1) → p∗1W1 ⊗ π∗OY (1)⊗ π∗N ,

这表明有单射 V1 → W1 ⊗ H0(N ). 因此 N = OY , V1 ∼= W1 和 V2 ∼= W2, 这与 ξ1 ̸= ξ2 矛盾. 若

deg(N ) > 0, 则利用 E1 ∼= E2 ⊗ π∗N−1, 同样可得矛盾. 因此交 Φξ1(Ps
ξ1
) ∩ Φξ2(Pξ2) 是零维的.

在文献 [6] 的最后提出了如下的问题:

问题 4.6 (参见文献 [6, 问题 4.7]) 模空间 M 里的任意两条直线是否至多只有一个交点?

5 模空间中的小有理曲线

由孙定理可知, 如果 g > 3 时, 模空间 M 中过一般点的有理曲线的最小次数是 r
(r,d) (即极小有理

曲线的次数是 r
(r,d) ). 由此可知, 次数小于 r

(r,d) 的有理曲线 (当 (r, d) ̸= r 时存在) 称为小有理曲线, 一

定落在一个真闭集中.
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如果 ϕ : P1 →M 是模空间 M 中的一条小有理曲线, 设 E 是定义它的向量丛, 则有

r

(r, d)

( n∑
i=1

c2(F
′
i ) +

n−1∑
i=1

(µ(E)− µ(Ei))rkEi(αi − αi+1)

)
<

r

(r, d)
. (5.1)

由此必然有 n > 2, c2(F
′
i ) = 0. 从而存在 C 上的向量丛 Vi 使得 F ′

i = f∗Vi (引理 2.2). 因此,

Fi = f∗Vi ⊗ π∗OP1(αi),

从而 E 可由一系列扩张得到

0 → f∗V1 ⊗ π∗OP1(α1) → E2 → f∗V2 ⊗ π∗OP1(α2) → 0,

0 → E2 → E3 → f∗V3 ⊗ π∗OP1(α3) → 0,

...

0 → En−1 → En = E → f∗Vn → 0.

(5.2)

5.1 g > 4, (r, d) = 1 时的情形

文献 [7] 研究了当 g > 4, (r, d) = 1 时, 模空间里的小有理曲线, 证明了模空间 M 里小有理曲线

的轨迹包含 r − 1 个不可约分支. 本小节都假设 g > 4, (r, d) = 1.

设正整数 ε 满足 0 < ε < r, 令

Rε = {[W ] ∈M = SUC(r,L) |存在子丛 V1 ⊂W 满足 r1d− rd1 = ε,

其中 r1 和 d1 分别表示 V1 的秩和次数}.

显然次数为 ε的分裂型有理曲线一定落在子集 Rε 中. 文献 [7]证明了次数为 ε的分裂型有理曲线在不

可约的非空子集 Rε中稠密 (参见文献 [7,引理 2.7]和 [21,命题 1.6]),而且若 0 < i ̸= j < r,则 Ri与 Rj

互不包含 (参见文献 [7, 命题 3.4]). 设 ϕ : P1 → M 是模空间 M 中的一条 ε 次的小有理曲线. 设 E

是定义它的向量丛, 则 E 可由一系列扩张 (5.2) 得到. 设 V1 的秩和次数分别为 r1 和 d1, 则此时次数

公式为

(r1d− rd1)(α1 − α2) + r

n−1∑
i=2

(µ(E)− µ(Ei)rkEi(αi − αi+1)) = ε. (5.3)

由此可得

(r1d− rd1) 6 ε.

而有理曲线 ϕ : P1 →M 中的每一点都以 V1 作为其子丛, 因此,

ϕ(P1) ⊂ R1 ∪R2 ∪ · · · ∪Rε. (5.4)

从而有下面的命题:

命题 5.1 (参见文献 [7, 命题 4.2(3)]) 假设 g > 4, (r, d) = 1, 0 < ε < r. 模空间 M 中次数小于

等于 ε 的小有理曲线的轨迹有 ε 个不可约分支, 这 ε 个不可约分支的闭包是 R1, R2, . . . , Rε.

1454



中国科学 : 数学 第 47 卷 第 11 期

5.2 d = 1 的情形

定义小有理曲线 ϕ : P1 →M 的向量丛 E 满足一系列的扩张 (5.2). 当 d = 1时, 易验证如下引理:

引理 5.2 (参见文献 [8, 引理 2.1]) (1) 对所有的 1 6 i 6 n − 1, Ei 都是 C 上由 P1 参数化的 0

次半稳定丛族.

(2) 对所有的 1 6 i 6 n− 1, Vi 都是 0 次半稳定丛; Vn 是 1 次稳定丛.

当 d = 1 时, 小有理曲线 ϕ : P1 →M 的次数公式为

deg(ϕ∗(Θ)) =
n−1∑
i=1

rk(Ei)(αi − αi+1). (5.5)

令 n 是一个小于或等于 r 的正整数, 固定 n 个正整数 r1 < · · · < rn−1 < rn = r 使得对某 n 个整

数 α1 > · · · > αn−1 > αn 满足不等式

n−1∑
i=1

ri(αi − αi+1) < r. (5.6)

令 d1 = · · · = dn−1 = 0 和 dn = 1, 定义 M = SUC(r,L) 的一个子集 Sr1,...,rn 为

Sr1,...,rn :=

{
[E] ∈M | E 有一个分解 0 ⊂ E1 ⊂ · · · ⊂ En = E 使得对任意的1 6 i 6 n,

Ei

Ei−1
是秩为 ri − ri−1、次数为 di − di−1 向量丛

}
. (5.7)

由上文的描叙可知, 所有的小有理曲线都落在子集

S =
∪

r1<···<rn=r

Sr1,...,rn

里, 其中 r1 < · · · < rn = r 遍历所有满足不等式 (5.6) 的正整数组.

命题 5.3 (i) Sr1,...,rn 是 M 里的 Zariski- 闭子集, 因此可以将其看作 M 的一个既约闭子概型.

(ii) 存在一个概型 Σ 和存在 C × Σ 上的一个秩为 r 的向量丛 E 带有一个分解

0 ⊂ E1 ⊂ · · · ⊂ En−1 ⊂ En = E

使得 Ei/Ei−1 是秩为 ri − ri−1 的向量丛, 且对任意 σ ∈ Σ, Ei/Ei−1 在 C × {σ} 上的限制的次数为
di − di−1.

证明 由模空间的构造知, M 可看作是一个商概型的子概型 R 模一个既约群 G 得到的良好商.

存在 C ×R 上的一个向量丛 E′, 其在 C ×{q} 上的限制恰是由 q 在 M 的像所代表的向量丛. E′ 在闭

包 C ×R 上延伸所得的凝聚层依然记为 E′.

下面递减归纳地定义代数簇 {Qi} 和在 C ×Qi 上的向量丛 {E′
i}n>i>1.

令 Qn = R, E′
n = E′. 对任意的 1 < i 6 n,假设 Qi 和 C×Qi 上的向量丛 E′

i 已经定义了. 令 Qi−1

为相对商概型 QuotC×Qi/Qi
(E′

i) 的一个闭子概型, Qi−1 参数化 E′
i 限制在每条纤维 C × {q} 上的秩为

ri − ri−1、次数为 di − di−1 的商丛. 已知存在 C ×Qi ×Qi Qi−1 = C ×Qi−1 上的泛商丛

E′
i ⊗OC×Qi−1 → Vi → 0.
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令 E′
i−1 = Ker(E′

i ⊗ OC×Qi−1 → Vi). 投射合成 Q1 → Q2 → · · · → Qn−1 → Qn = R 的像和 R 的交 S̃

是闭子集且是 G- 不变的. 因此 S̃ 在 M 中的像, 即 Sr1,...,rn , 是 M 的闭子集.

令 Σ = R ×R Q1, Ei 是 E′
i 到 C × Σ = (C ×Qi)×Qi Σ 上的拉回, 则易证由此定义的 Σ 和 Ei 具

有所需性质.

令 W 是对应于 Sr1,...,rn 的某个分支一般点 [W ] ∈M 的向量丛, 则 W 有分解

0 =W0 ⊂W1 ⊂W2 ⊂ · · · ⊂Wn−1 ⊂Wn =W,

使得对任意 1 6 i 6 n, Vi :=Wi/Wi−1 是秩为 ri − ri−1、次数为 di − di−1 的向量丛. 令

an := dim UC(rn − rn−1, 1) + ext1(Vn,Wn−1)− 1,

且令

ai := dim UC(ri − ri−1, 0) + ext1(Vi,Wi−1)− 1, 1 < i < n.

则

dim Sr1,...,rn 6 dim UC(r1, 0) + a2 + · · ·+ an − g. (5.8)

因为 µ(Vn) > µ(Wn−1), 所以 Hom(Vn,Wn−1) = 0,

ext1(Vn,Wn−1) = −χ(V ∗
n ⊗Wn−1) = (rn − rn−1)rn−1(g − 1) + rn−1,

因此,

an = rn(rn − rn−1)(g − 1) + rn−1.

对于半稳定的向量丛 V , 只要 rkV + degV > 0, 则有 h1(V ) 6 rkV · g (参见文献 [8, 引理 2.3]). 由

此, 对 2 6 i 6 n− 1, 有

ai 6 ri(ri − ri−1)(g − 1) + ri−1(ri − ri−1),

从而,

dim UC(ri−1, 0) + ai 6 r2i−1(g − 1) + 1 + ri(ri − ri−1)(g − 1) + ri−1(ri − ri−1)

= dim UC(ri, 0)− ri−1(ri − ri−1)(g − 2).

因此,

dim Sr1,...,rn 6 dimUC(r1, 0) + a2 + · · ·+ an − g

6 · · · 6 dim UC(rn−1, 0)−
n−1∑
i=2

ri−1(ri − ri−1)(g − 2) + an − g

= (r2n − 1)(g − 1)−
( n∑

i=2

ri−1(ri − ri−1)(g − 2) + rn−1(rn − rn−1 − 1)

)
.

故有

Codim Sr1,...,rn >
n∑

i=2

ri−1(ri − ri−1)(g − 2) + rn−1(rn − rn−1 − 1). (5.9)

命题证毕.
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定理 5.4 (参见文献 [8, 定理 2.4]) 模空间 M 里的所有小有理曲线都落在闭子簇

S =
∪

0<r1<···<rn=r

Sr1,...,rn

中, 此闭子簇的余维数至少是

min0<r1<···<rn=r

{ n∑
i=2

ri−1(ri − ri−1)(g − 2) + rn−1(rn − rn−1 − 1)

}
,

其中 0 < r1 < · · · < rn = r 和 0 < r1 < · · · < rn = r 遍历所有满足不等式 (5.6) 的正整数组.

特别当 r = 3, d = 1时,模空间的小有理曲线是分裂型直线或 2次小有理曲线.设 ϕ : P1 →M 是 2

次小有理曲线, E 是定义此小有理曲线的向量丛, 则有

n−1∑
i=1

rkEi(αi − αi+1) = 2, (5.10)

从而 E 必满足以下条件之一:

(I) 向量丛 E 满足正合列

0 → f∗V1 ⊗ π∗OP1(2) → E → f∗V2 → 0,

其中 V1 和 V2 分别是秩为 1 和 2、次数为 0 和 1 的向量丛.

(II) 向量丛 E 满足正合列

0 → f∗V1 ⊗ π∗OP1(1) → E → f∗V2 → 0,

其中 V1 和 V2 分别是秩为 2 和 1、次数为 0 和 1 的向量丛.

由此可完全确定模空间 M = SUC(3,L) (deg(L) = 1)中的 2次小有理曲线.令 JC 是 C 的 Jacobi

簇, UC(2, 1) 是 C 上秩为 2、次数为 1 的稳定向量丛的模空间. 令 R ⊂ JC × UC(2, 1) 是由满足

ξ ⊗ det(V2) ∼= L 的 ([ξ], [V2]) 构成的子簇. 可构造射影丛 q : P → R 使得, 对任意 ([ξ], [V2]) ∈ R, 有

q−1(([ξ], [V2])) ∼= PExt1(V2, ξ). 令 SUC(2, 0)是 UC(2, 0)中稳定丛构成的开子集, 且令 J1
C 是 C 上 1 次

线丛的模空间. 令 R′ ⊂ SUC(2, 0) × J1
C 是由满足 det(V1) ⊗ ξ′ ∼= L 的 ([V1], [ξ

′]) 构成的闭子簇. 通过

Hecke 变换, 可构造簇 P(V∨)s 参数化一族秩为 2、次数为 0 稳定向量丛, 且到 SUC(2, 0) 有满射. 令

T = (P(V∨)s × J1
C) ×SUC(2,0)×J1

C
R′, 则有满态射 θ′ : T → R′. 我们也可构造射影丛 q′ : P ′ → T 使得

对任意 ([V1], [ξ
′]) ∈ R′ 和任意 t ∈ θ′−1([V1], [ξ

′]), 有 q′−1(t) ∼= PExt1(ξ′, V1). 我们有下面的定理:

定理 5.5 (参见文献 [8,定理 1.1]) 存在态射 Φ : P →M 和 Ψ : P ′ →M 使得由以下方式得到的

有理曲线都是小有理曲线且任何 2 次小有理曲线 ϕ : P1 →M 也一定可由以下方式得到:

(i) 它是 q 的某个纤维里 2 次有理曲线 (在 Φ 映射下) 的像;

(ii) 它是 q 的某个纤维里直线的二重覆盖 (在 Φ 映射下) 的像;

(iii)它是 P 里一条不在 q的任何一条纤维里的且其映成某个 UC(2,L′)里的一条直线的直线 (在 Φ

映射下) 的像;

(iv) 它是 q′ 的纤维里的直线 (在 Ψ 映射下) 的像.
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6 模空间 M = SUC(2,L) 的 k 次有理曲线空间 Homk(P1,M)

假设 M = SUC(2,L) 是秩为 2 且具有固定行列式 L 的稳定向量丛的模空间, 其中 degL = 1. 由

文献 [22] 知, M 是有理簇从而是有理连通簇. 一个问题是, 有理连通簇的有理曲线空间本身是否是有

理连通的?

极大有理连通纤维化 (maximal rationally connected fibration, MRC) (参见文献 [5])可用来估计一

个簇 Z 离有理连通簇有多远. 它是指一个有理映射 ψ : Z 99K X 使得其一般纤维是有理连通的且 X

不是 uniruled. 光滑射影簇的 MRC(Z,ψ) 存在且在相差一个双有理变换下是唯一的.

文献 [10] 通过对 E 的一般分裂型的研究, 找到了 M 中 k 次有理曲线空间的所有不可约分支, 特

别地, 找到了这些分支的一个极大有理连通纤维化.

6.1 Homk(P1,M) 中不可约子簇M(a, e) 的构造

文献 [10] 对每一对遍历{
(a, e)

∣∣∣∣ k > a > k

2
,
k − a

2a− k
> e > 0

}
∪ {(k, 0)} (6.1)

的整数 (a, e) 构造了 Homk(P1,M) 的不可约子簇M(a, e). 由于篇幅所限, 我们只对 a > k
2 , e =

k−a
2a−k

情形回顾不可约子簇M(a, e) 的构造. 给定 L ∈ Pic−e(C), 考虑非平凡扩张

0 → L→ E → L−1 ⊗ L → 0, (6.2)

令

VL = Ext1(L−1 ⊗ L, L), (6.3)

则非平凡扩张 (6.2) 的同构类可被射影空间 P(VL) 参数化. 令

ZL = {[0 → L→ E → L−1 ⊗ L → 0] | E 不是稳定向量丛}

是 P(VL) 的一个闭子簇. 当 L 遍历 Pic−e(C) 中所有线丛时, 设 V 是 C × Pic−e(C) 上的一个泛丛. 令

S = R1πPic−e(C)∗Hom(V−1 ⊗ π∗
CL,V),

其中 πPic−e(C) : C × Pic−e(C) → Pic−e(C), πC : C × Pic−e(C) → C 是投射. 令 P(S) 是 S 的射影丛,

p : P(S) → Pic−e(C)

是投射, 则存在 C × P(S) 上的泛扩张

0 → p∗V ⊗OP(S)(1) → G → p∗(V−1)⊗ L → 0. (6.4)

令 Z = {(L, [0 → L→ E → L−1 ⊗L → 0]) | L ∈ Pic−e(C), E 不是稳定向量丛} 是 P(S) 的一个闭子簇,

则泛扩张 (6.4) 诱导态射

κ : P(S) \ Z →M. (6.5)
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对任意 L ∈ Pic−e(C), 有 p−1(L) ∼= P(VL), p−1(L) ∩ Z ∼= ZL. 记 κL := κ |p−1(L)\ZL
, 则有态射

κL : P(VL) \ ZL →M. (6.6)

易证 p 的纤维中每一条 2a − k 次有理曲线的像都是模空间 M 中的 k 次有理曲线 (利用孙的次数公

式 (2.1) 很容易计算). 令 Hom2a−k(P1,P(S) \ Z) 表示由 p 的纤维中的 2a− k 次有理曲线所构成的相

对 Hilbert 概型, 则有典范态射

π(a,e) : Hom2a−k(P1,P(S) \ Z) → Pic−e(C). (6.7)

态射 κ : P(S) \ Z →M 可诱导态射

ψ(a,e) : Hom2a−k(P1,P(S) \ Z) → Homk(P1,M). (6.8)

令M(a, e) 表示 ψ(a,e) 的像.

特别地, 当 k = 2e+ 1 是奇数时, 此时 a = e+ 1, 2a− k = 1, ψ 的像M(e+ 1, e) 有更精确的信息.

对任意 L ∈ Pic−e(C), 计算可得 dimZL = 2e+ g 且 ZL 在 P (VL) 中的余维数至少是 g. 此时 p 的纤维

中每一条直线的像都是模空间 M 中的 k 次有理曲线, 因此, 态射 ψ(e+1,e) 是

ψ(e+1,e) : Hom1(P1,P(S) \ Z) → Homk(P1,M). (6.9)

Hom1(P1,P(S) \ Z) 是一个光滑的不可约簇, 且它的维数是

dim(Hom1(P1,P(S))) = g + 2(2e+ g − 1) + 1 = 2k + 3g − 3. (6.10)

与第 4.2小节中证明 Homr
1(P1,P) → Hom1(P1,M)是单射的方法一样,可证明 ψ(e+1,e) 是单射,因此,

ψ(e+1,e) 的像M(e+ 1, e) 的闭包双有理同构于 Hom1(P1,P(S) \ Z), 它是 Homk(P1,M) 的一个不可约

闭子簇,

dimM(e+ 1, e) = 2k + 3g − 3. (6.11)

6.2 Homk(P1,M) 中不可约子簇 ME 的构造

当 k = 2e 是偶数时, 取 D ∈ Syme(C), E ∈ SUC(2,L(−D)). 令 VD,E := Ext1(OD, E), 则

dimVD,E = 2e.

考虑非平凡扩张

0 → E → E ′ → OD → 0, (6.12)

它的同构类可被射影空间 P(VD,E) 参数化. 令

ZD,E = {[0 → E → E ′ → OD → 0] | E ′ 不是稳定向量丛}

是 P(VD,E)的一个闭子簇. 对于一般的稳定向量丛 E ∈ SUC(2,L(−D)), ZD,E 在 P(VD,E)中余维数是 2

(参见文献 [10, 引理 3.1,3.2]). 令

ηD,E : P(VD,E) \ ZD,E →M (6.13)
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是把与扩张 (6.12) 的相关点映成 E ′ 的同构类对应的 M 中的点. 通过计算 (参见文献 [10, 引理 A.1])

可知, P(VD,E) 的任一条直线在 ηD,E 下的像是 M 中的一条 k 次有理曲线. 当 D ∈ Syme(C), E ∈
SUC(2,L(−D)) 变动时, 与 Hecke 曲线的整体构造类似, 我们可构造如下.

令 M1−e 表示曲线 C 上的秩为 2、次数为 1 − e 的半稳定向量丛的模空间, 且令 Ms
1−e ⊂ M1−e

为稳定轨迹. 概型 M1−e 是一个光滑的拟射影簇 M1−e 的通过代数群 PGL(r) 作用的几何商. 令

τ :M1−e →M1−e 是商映射, 且令 M
s

1−e = τ−1(Ms
1−e). 定义

θ : Pic1−e(C) → Pice(C), L 7→ L⊗ L,

det :M1−e → Pic1−e(C) 是取行列式映射. 利用合成 θ ◦ (det) ◦ τ :M
s

1−e → Pice(C), 定义

S =M
s

1−e ×Pice(C) Sym
e(C). (6.14)

令 D ⊂ S× C 是 Syme(C)× C 的泛概型的拉回, V 是 M1−e × C 上的一个泛丛,

p :W = P(Ext1S×C|S(OD,V)) → S

是射影丛, 则有 W × C 上的泛扩张

0 → p∗V ⊗OW (1) → J → p∗OD → 0. (6.15)

令 Z 是 W 中不是局部自由的扩张或不是稳定的扩张的轨迹, 则 (6.15) 可定义态射

η :W \ Z →M. (6.16)

令 Hom1(P1,W \ Z) 表示由 p : W → S 的纤维中 1 次有理曲线所成的相对 Hilbert 概型. 存在典范

态射

σ : Hom1(P1,W \ Z) → S, (6.17)

其纤维是簇 Hom1(P1,P(VD,E) \ ZD,E). 令 N = dimPGL(r) + e− 1, 则

dim(Hom1(P1,W )) = dimS+ (4e− 1) = (2k + 3g − 3) +N.

态射 η :W \ Z →M 诱导出态射

ϕ : Hom1(P1,W \ Z) → Homk(P1,M).

令 ME 是 ϕ 的像.

6.3 Homk(P1,M) 中不可约分支

如果 X 是一个光滑射影簇且 f : P1 → X 是一个态射, Hom(P1, X) 的不可约分支的维数有一个

下界 (参见文献 [23, 定理 2.6])

χ(P1, f∗TX) = deg(f∗TX) + dim(X).

称此维数为 Hom(P1, X) 在点 f 处的期望维数 (expected dimension). 由形变理论 (参见文献 [23, 命

题 2.4]) 知, Hom(P1, X) 在点 f 处的切空间为 H0(P1, f∗TX). 如果 H1(P1, f∗TX) = 0, 则称点 f 是畅

通的 (unobstructed).
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定理 6.1 (参见文献 [10, 定理 1.3]) 对任意 k > 1, 存在 Homk(P1,M) 的一个良好 (nice) 不可约

分支M 满足:

(i) 它有期望维数 2k + 3g − 3 且其一般点是畅通的;

(ii) M 的 MRC 纤维化可由 C 的 Jacobi 簇 J(C) 给出M 99K J(C).
证明 当 k = 2e + 1 是奇数时, 令 M 为 ψ(e+1,e) : Hom1(P1,P(S) \ Z) → Homk(P1,M) 的像

M(e+ 1, e) 的闭包. M 是双有理同构于 Hom1(P1,P(S) \ Z) 的 Homk(P1,M) 的不可约的 2k + 3g − 3

维闭子簇. 对于一般点 f : P1 → M ∈ M, 定义 f 的向量丛的一般分裂型为 (e + 1, e), 由文献

[10, 引理 A.2] 知 H1(P1, f∗TM ) = 0, 从而 f 是畅通的. 这就证明了 (i). 因为典范态射 π(e+1,e) :

Hom1(P1,P(S) \ Z) → Pic−e(C) 是有理的, 所以, 它给出了 Hom1(P1,P(S) \ Z) 的一个 MRC 纤维化.

而M 是与 Hom1(P1,P(S) \ Z) 双有理同构的, 这就证明了 (ii).

当 k = 2e 是偶数时, 令M 是 ϕ : Hom1(P1,W \ Z) → Homk(P1,M) 像 ME 的闭包. 设 h : P1 →
P(VD,E)\ZD,E , h

′ : P1 → P(VD′,E′)\ZD′,E′ ∈ Hom1(P1,W \Z)使得 ϕ(h) = ϕ(h′),即 ηD,E ◦h = ηD′,E′ ◦h′.
由 (6.15), h 和 h′ 分别由 P1 × C 上的以下正合列所定义:

0 → E �O(1) → F → O �OD → 0, (6.18)

0 → E ′ �O(1) → F ′ → O �OD′ → 0. (6.19)

与定理 4.2 中证明 Homr
1(P1,P(V∗)) → Hom1(P1,M) 是单射的讨论类似, 可得 D = D′, E ∼= E ′,

F ∼= F ′. 因为 E 是稳定向量丛, 所以有 End(E) ∼= C∗, 因此扩张 (6.18) 和 (6.19) 在 Aut(OD) 作用于

VD,E 的同一轨道里. 从而, h和 h′ 在 Aut(OD)作用于 Hom1(P1,P(VD,E))的同一轨道里. 由此 ϕ的一

般纤维是 N 维的. 从而, ϕ 的像的闭包M 是 2k + 3g − 3 维的. 对于一般点 (f : P1 →M) ∈ M, 同样

利用文献 [10, 引理 A.2] 可证 f 是畅通的, 这就证明了 (i). 对于 (ii), 考虑 π : S → Pice(C) 与典范态

射 σ : Hom1(P1,W \ Z) → S 的合成

θ : Hom1(P1,W \ Z) → Pice(C).

注意到 π 的纤维是有理连通的, p : W → S 是一个射影丛, 典范态射 Hom1(P1,W ) → S 是局部平凡

的, 其纤维是 Hom1(P1,Pr), 其中 r = dimVD,E − 1 = 2e − 1. 从而 θ 的纤维是有理的, 特别地, 是有

理连通的. 考虑态射 ϕ : Hom1(P1,W \ Z) → M. 因为 ϕ 的一般纤维是有理的, 从而 θ 诱导一个映射

M 99K Pice(C), 这就给出了M 的一个 MRC 纤维化.

注 6.2 由证明过程可以看出, 如果 k 是奇数, 那么良好分支是M(k+1
2 , k−1

2 ); 如果 k 是偶数, 那

么良好分支不是任何一个M(a, e) (参见文献 [10, 定理 1.5]).

另外, 文献 [10] 还建立了 Hom(P1,M) 的不可约分支与 C × P1 上的某个秩为 2 的向量丛的模空

间的一一对应, 并利用这个对应证明了以下定理.

定理 6.3 (参见文献 [10, 定理 1.4,1.5]) 对任意遍历{
(a, e)

∣∣∣∣ k > a > k

2
,
k − a

2a− k
> e > 0

}
∪ {(k, 0)} (6.20)

的整数对 (a, e), 都存在 Homk(P1,M) 的不可约子簇 M(a, e) 使得其闭包 M(a, e) 是 Homk(P1,M)

的不可约分支当且仅当其维数至少是期望维数 2k + 3g − 3. 这些不可约分支和良好不可约分支是

Homk(P1,M) 的所有不可约分支.
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7 秩 2 稳定向量丛模空间中的 1- 闭链

设 C 是一条亏格为 g > 3 的光滑复射影曲线, 固定一点 x0 ∈ C, 且设 Mx0
是秩为 2 且具有固定

行列式 OC(x0) 的稳定向量丛的模空间, 则 Mx0 是 3g − 3 维的光滑 Fano 簇. J 表示曲线 C 的 Jacobi

簇, 是曲线 C 上 0 次线丛的同构类集.

对任意代数簇 Y , 用 CHi(Y ) 表示 Y 上 i- 闭链的有理等价类的 Chow 群, 且用 CHi(Y )hom 表示

同调于 0 的闭链的子群. 由 Abel-Jacobi 定理可知,

CH0(C)hom ∼= J.

用 CHQ
i (Y ) 和 CHQ

i (Y )hom 表示有理系数的 Chow 群. 因为 Mx0 是有理连通的, 所以,

CHQ
0 (Mx0)

∼= Q.

因为 dim(Mx0) = 3g − 3 和 Pic(Mx0)
∼= Z, 所以,

CHQ
3g−4(Mx0)

∼= Q.

文献 [11] 通过对模空间 Mx0 中 Hecke 曲线及其退化情形的研究计算了 CHQ
1 (Mx0).

定理 7.1 (参见文献 [11, 主要定理]) 存在典范同构 CHQ
1 (Mx0)

∼= CHQ
0 (J).

证明思路 (1) 由模空间 Mx0 中直线和 Mx0 中线性子簇的研究结果得到一个自然群同态

χ : CH0(J) → CH1(Mx0).

(2) 通过对模空间 Mx0 中 Hecke 曲线及其退化情形的研究证明同态 χ 模挠子群后是满射, 即有

满射

χQ : CHQ
0 (J) → CHQ

1 (Mx0).

(3) 根据 CH0(J) 上的 Bloch 分解 I∗2 和 Abel-Jacobi 映射及第 (2) 步结果可推出同构

CHQ
1 (Mx0)

∼= CHQ
0 (J).

证毕.

7.1 模空间 Mx0 上的直线

通过对模空间直线的研究, 我们知道 Mx0 中任意直线上的点所对应的向量丛一定可由两个线丛

扩张得到. 给定 L ∈ J , 令 DL := {[E] ∈ Mx0 | E 包含一个与 L 同构的子线丛}, 则 DL 中的每一点都

对应于 L−1(x0) 通过 L 的一个扩张. 因此,

DL
∼= PH1(C,L2(−x0)).

令 D = P(R1(πJ)∗Hom(P−1⊗π∗
COX(x0),P)), π : D → J 是投射,其中 πC : C×J → C, πJ : C×J → J

是投射, P 是 C × J 上的泛丛, 则存在 C × D 被 D 参数化的向量丛族 {Ed}d∈D 满足每一个 Ed 都是
秩为 2且具有固定行列式 OC(x0)的稳定向量丛 (参见文献 [2,引理 2.4]和 [3,引理 3.1]), 由此可定义

态射

ϕ : D →Mx0 .
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注意, 对任意 L ∈ J , 有

π−1(L) ∼= DL.

令 ρ : G → J 是相关的 Grassmannian丛,其纤维 ρ−1(L)是 DL 上的直线的 Grassmannian. 令 U 是 D
在 J 之上的直线泛族, p : U → D 和 q : U → G 是相关联的态射, 则 G 双正则于 Mx0 的直线的 Hilbert

概型, 且存在自然浸入 i : U → G ×Mx0 , 把 U 可看作 Mx0 的直线的泛族 (参见文献 [9, 定理 8]). 令

ψ := ϕ ◦ p : U →Mx0 .

注意 dimG = 3g − 4 和 U 在 G ×Mx0 中的余维数是 3g − 4. 可证如下命题:

命题 7.2 (参见文献 [11, 命题 2]) 基本类 [U ] ∈ H6g−9(G ×Mx0 ,Z) 的双次数为 (1, 6g − 9) 的

Kunneth 分支诱导出同构

[U ]1,6g−9 : H6g−8(G,Z) → H6g−8(Mx0 ,Z).

7.2 Hecke 曲线及其退化

给定 y ∈ C,令My−x0 是 C 上秩为 2且具有固定行列式 O(y−x0)的半稳定向量丛模空间,Ms
y−x0

⊂ My−x0 是稳定点构成的开子集. 选取 [E] ∈ Ms
y−x0

和点 ζ ∈ P(Ey). 令 ζ : E → Oy 是 ζ 的收缩, 且

令 ε(E, ζ) = ker(ζ), 则有 0 → ε(E, ζ) → E → Oy → 0. 设 ε(E, ζ)∗ 是 ε(E, ζ) 的对偶, 则

[ε(E, ζ)] ∈M−x0 且 [ε(E, ζ)∗] ∈Mx0 .

随着 ζ 在 P(Ey)上变动,向量丛族 {ε(E, ζ)∗}ζ∈P(Ey) 定义了 Mx0 上的一条有理曲线,如此定义的有理

曲线是 Hecke 曲线. 因此 Ms
y−x0

的每一点都给出 Mx0 上的一条有理曲线, 从而定义了一个态射

φy :Ms
y−x0

→ CH1(Mx0).

令 Hy 是 φy 的像的闭包. 因为对于 (1, 1)- 稳定点 [F ] ∈ Mx0 和给定的点 y ∈ C, 都有过点 [F ] 的

Hecke曲线,因此 Hy 中的元素可以扫出 Mx0 的一个开子集. 下面来研究对应于 Hy \φy(M
s
y−x0

)中点

的 Mx0 的 1- 闭链. 补集 Ky−x0 := My−x0 \Ms
y−x0

= {[L⊕ L−1(y − x0)] | L ∈ J} 是射影簇 My−x0 的

奇异轨迹. 令 K0
y−x0

是 Ky−x0 的光滑轨迹, 则

K0
y−x0

= {[L⊕ L−1(y − x0)] | L2 � OX(y − x0)}.

Ky−x0
与 J 的 Kummer 簇同构且其奇异轨迹包含有限多个节点. 关注 φy :Ms

y−x0
→ Hy 在 K0

y−x0
中

点的附近的行为, 则有下面的命题:

命题 7.3 (参见文献 [11, 命题 9]) 固定点 y ∈ C. 给定 L ∈ J 满足 L2 � OX(y − x0), 令

l = [L⊕ L−1(y − x0)]

是 K0
y−x0

中对应的点, 则存在 l 在 My−x0 的一个解析邻域 U 使得

(i) φy |U : U \ Ky−x0 → Hy 有一个解析延拓 φ̃y : Ũ → Hy, 其中 Ũ 是 U 沿着 U ∩ Ky−x0 的爆破;

(ii) 位于 l 之上的任意点 ξ ∈ Ũ , φ̃y(ξ) ∈ Hy 对应于 Mx0 中的一个 1- 闭链, 此闭链是 DL 中的一

条直线与 DL(x0−y) 中的一条直线的和.
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由以上命题可知, 对任意满足 L2 � OX(y − x0) 的 L ∈ J , 存在 Hy 中的点对应于 Mx0 中的一

个 1- 闭链, 此闭链是 DL 中的一条直线与 DL(x0−y) 中的一条直线的和. 因为 Hy 是完备的且直线族

的极限也是直线, 所以通过取极限可得以下命题.

命题 7.4 (参见文献 [11,命题 5]) 对每一个 y ∈ C 和每一个 L ∈ J , 存在 Hy 中的点对应于 Mx0

中的一个 1- 闭链, 此闭链包含 DL 中的一条直线和 DL(x0−y) 中的一条直线.

7.3 定理 7.1 的证明

众所周知, 对任意 y ∈ C, Hy 中的元素可以扫出 Mx0 的一个开子集, 由文献 [5, 推论 IV.4.14] 可

知, Mx0 中任意两点都可被 Hy 中的 Hecke 曲线的连通链连接起来. 因此再由文献 [5, 命题 IV.3.13.3]

有以下命题.

命题 7.5 (参见文献 [11, 命题 7]) 固定任一点 y ∈ C, Chow 群 CHQ
1 (Mx0) 可由不可约的既约 1-

闭链生成, 这些 1- 闭链都是 Hy 的元素的不可约分支.

保持前两节的符号, ρ : G → J 是 Mx0 中直线的 Hilbert 概型, q : U → G 和 ψ : U → Mx0 是相关

的泛族态射, 则泛族给出一个自然同态

χ̂ : CH0(G) → CH1(Mx0), g 7→ ψ(q−1(g)).

因为 ρ 是 Grassmannian 丛, 所以有同构

ρ∗ : CH0(G) ∼= CH0(J),

从而诱导出一个同态

χ := χ̂ ◦ ρ−1
∗ : CH0(J) → CH1(Mx0). (7.1)

命题 7.6 同态 χ 模挠子群后是满射, 即 χQ : CHQ
0 (J) → CHQ

1 (Mx0) 是满射.

证明 由命题 7.5 知, Chow 群 CHQ
1 (Mx0) 可由不可约的既约 1- 闭链生成, 这些 1- 闭链都是 Hy

的元素的不可约分支. 因为 Hy 中的元素都是 2 次的, 所以其元素或是 2 次不可约有理曲线或是两条

直线的和.由命题 7.4知,确实存在 Hy 的元素是两条直线的和.因为 Hy 是由 φy 从有理连通簇My−xs
0

映过来的像的闭包, 所以 Hy 也是有理连通的. 因此 Hy 的每个不可约元有理等价于两条直线构成

的 1- 闭链. 从而 CHQ
1 (Mx0) 可由直线的闭链类生成, 这就证明了 χQ 是满射.

我们回顾一下关于 Abel 簇的 0-th Chow 群的 Bloch 分解 (内容来自文献 [24]). 对 a ∈ A, 用 {a}
表示其在 CH0(A) 中的类. 设 I ⊂ CH0(A) 是子群 I := CH0(A)hom. 设 I∗2 ⊂ I 是 I 的 Pontryagin 平

方,即 I∗2 是由形如 {a+ b}−{a}−{b}−{o} (a, b ∈ A)的闭链生成的子群,其中用加法表示 A的群运

算, 用 o 表示 A 的单位元. 由文献 [24, 第 II 部分引理 11.28] 知, 存在典范同构 I/I∗2 ∼= A. 令 A = J

是 C 的 Jacobi 簇, I = CH0(J)hom, 则 I/I∗2 ∼= J. 通过计算可得以下关键命题.

命题 7.7 (参见文献 [11, 命题 9]) I∗2 ⊂ Ker(χ).

因此映射 χ |CH0(J)hom : CH0(J)hom → CH1(Mx0)hom 可诱导一个群同态

χ : CH0(X)hom = J = I/I∗2 → CH1(Mx0)hom. (7.2)

对任意非奇异的代数簇 Y , 记 J2k−1(Y ) ∼= H2k−1(Y,R)/H2k−1(Y,Z) 为 Y 的中间 Jacobian.
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命题 7.8 (参见文献 [11, 命题 10]) 设 γ : CH1(Mx0)hom → J6g−9(Mx0) 是 Abel-Jacobi 映射, 则

合成

γ ◦ χ : J → J6g−9(Mx0) (7.3)

是一个同构.

证明 映射 ρ : G → J 可看作 G 的 Albanese映射, 则由 Albanese映射的泛性质知, 映射 γ ◦χ恰
是由泛族 U → G 诱导出的映射和 Abel-Jacobi 映射. 因此, 由文献 [24, 第 I 部分定理 12.17] 可知, 态

射 γ ◦ χ 是由基本类 [U ] ∈ H6g−9(G ×Mx0 ,Z) 给出的 Hodge 结构态射

H6g−8(G,Z) → H6g−8(Mx0 ,Z)

所诱导的. 由命题 7.2 知这是一个同构.

由以上命题可知,

χQ : CHQ
0 (X)hom = J = I/I∗2 → CHQ

1 (Mx0)hom

是一个单射. 再由 H0(X,Q) ∼= H2(Mx0 ,Q) ∼= Q 和命题 7.6 得到同构

CHQ
1 (Mx0)

∼= CHQ
0 (X). (7.4)

注 7.9 Iyer [12] 对于具有秩为 2的平凡行列式的向量丛的模空间,证明了由 Abel-Jacobi映射可

以诱导出同构

CH1(SUC(2, OC))hom ⊗Q ∼= J ⊗Q,

CH1(UC(2, OC))hom ⊗Q ∼= J ⊗Q.
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