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摘要    在地月会合坐标系下建立了月球探测器的相对动力学模型, 模型中考虑了太阳、地球和月球的真实

天体力学环境. 给出了太阳引力摄动下地月会合坐标系绝对角速度的简单但精确的表达式. 所提供的相对动

力学模型与 J2000 坐标系下的绝对动力学模型完全等价. 如果将太阳引力常数置为零, 模型则退化为椭圆型

限制性三体问题模型; 如果再将月球轨道偏心率置为零, 模型则进一步退化为圆型限制性三体问题模型. 基

于本文模型导出了计算地月系统的共线和三角拉格朗日平动点更精确位置的迭代格式, 它与儒略时刻以及所

考虑的时间范围有关. 所提供的相对动力学模型对经由拉格朗日点的探月轨道设计有重要参考价值. 

关键词    月球探测器, 相对轨道动力学, 拉格朗日点, 四体问题, 太阳引力摄动 

PACS:  05.45.-a, 45.50.Jf, 45.50.Pk, 95.55.Pe, 96.12.De 
 

 
 
自欧拉(1750)和拉格朗日(1772)发现限制性三体

问题的五个平动点即拉格朗日点(Li, i=1, 2, 3, 4, 5)以

来, 有关限制性三体问题和平动点的研究吸引了大

批天文界和航天界的学者. 前者关心 Li 点旨在发现

Li 点附近的自然天体及其轨道演化 ( 如 Trojan 

asteroid[1]), 后者关心的是能否利用 Li 点实现深空探

测从而为人类服务 (如 ISEE-3[2]). Hill[3], Brown[4], 

Szebehely[5], Farquhar[6]等对限制性三体问题的解及

其应用做出了突破性的贡献. 

限制性三体问题的核心是用相对运动的观点描

述第三个小物体相对于两个大天体的运动形态. 这

种观点可以追溯到古希腊时代喜帕克斯创立的均轮-

本轮模型和托勒密著述的《天文学大成》[7]. 利用限

制性三体问题的结论, Conley[8], Koon 等人[9]建立了

共面低能地月转移轨道, Parker[10]建立了三维地月低

能转移轨道, 给出了从地球到月球附近 L2 点 Halo 轨

道的低能连接, 这种从地球到达月球的低能过渡轨

道比传统的 Hohmann 转移轨道节省 20%的燃料. 这

些工作充分利用了拉格朗日平动点的优势, 大大丰

富了用相对运动观点处理地月空间中探测器的最省

燃料受控运动问题.  

限制性三体问题遵循三个基本假设: ( ) ⅰ 两个

大天体绕其共同质心作圆或椭圆运动; ( ) ⅱ 两个大

天体的共同质心为惯性点; ( ) ⅲ 两个大天体的运动

平面在惯性空间固定. 对于“太阳-行星-卫星”系统, 

限制性三体问题模型是一种很好的近似, 但是对于

“地球-月球-卫星”系统则不然. 实际上, 地球和月球

是太阳系中的基本天体, 受太阳引力的影响, 月球绕

地球的运动不再是严格的椭圆运动, 偏心率在 1/15~ 

1/23 之间变化(周期为 31.8 d)[11]; 地月系统质心也不

再是惯性点, 而是绕太阳做椭圆运动; 月球运动的轨

道平面(白道面)也不再是惯性空间中的固定平面, 而
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是既有章动(平均周期为 173 d)也有进动(平均周期

18.6 Y)[12]. 这些影响属于太阳引力的间接影响. 而

太阳对探测器的引力和地月系统质心非惯性的叠加

属于太阳引力的直接影响. 

当用限制性三体问题模型描述探测器在地月空

间中的相对运动时, 上述三个基本假设则成为限制

性三体问题模型的三大缺陷. 20 世纪 60 年代, 随着

美国阿波罗计划的开展, 一大批学者论述了地月空

间中人造卫星的运动, 其中拉格朗日点的特性及其

可利用性得到大量的研究. Tapley 等人[13]考虑了太阳

对地月系统三角平动点的影响, 给出的模型虽然考

虑了白道面与黄道面的夹角, 但没有考虑白道面的

进动和月球轨道偏心率的影响. Schechter[14]改进了

Tapley 的工作, 给出的模型考虑了白道面的进动, 但

是月球轨道的偏心率却假设为零. Nicholson[15]考虑

了太阳对地月系统共线平动点的影响, 建立相对动

力学模型时假设了白道面与黄道面重合以及月球轨

道和太阳轨道均为圆轨道(即双圆模型). Farquhar 等

人 [16]系统地研究了地月系统 L2 点附近的周期轨道

(Halo轨道)存在性, 给出了探测器相对于L2点的动力

学模型, 模型中包括了太阳引力的影响, 在表示这种

影响时用到了无穷级数的有限项截断并且使用了月

球轨道的平均根数, 使得相对动力学模型仍存在尚

待评估的截断误差和平均化误差. 另外, L2 点的建立

尚没有考虑太阳引力的影响. Mohn[17], Howell[18]将限

制性三体问题扩展为限制性四体问题, 仍没有克服

限制性三体问题的第三缺陷(假设了白道面在惯性空

间固定).  

随着我国探月工程的展开, 更经济地探测月球

是任务设计的重要指标. 先前研究表明, 借助拉格朗

日点实现探月有潜在的省能优势. 但这需要建立一

个更精确的相对动力学模型来方便地设计和评估这

种省能方案. 目前国内学者刘林[19]、徐明[20]和车征[21]

等人在此方面已经开展了大量研究工作, 但所使用

的相对动力学模型尚缺少对太阳引力间接影响的考

虑. 由于借助拉格朗日点实现探月的轨道对模型误

差敏感(引起混沌现象[22]), 因此建立更精确的相对动

力学模型就有了相当重要的意义.  

本文在地月会合坐标系中建立月球探测器的相

对动力学模型, 考虑了太阳引力的直接影响和间接

影响, 克服了限制性三体问题模型的三大缺陷. 该模

型与 J2000 坐标系中的绝对动力学模型完全等价. 利

用该模型计算出了地月系统精确的共线拉格朗日点

和三角拉格朗日点的位置. 所提供的相对动力学模

型对重新评估拉格朗日平动点的特性以及经由拉格

朗日平动点的探月轨道设计有重要参考价值.   

1  地心会合坐标系及其绝对角速度 

相对于恒星空间不转动的坐标系取为 J2000 地

心赤道坐标系OXYZ: 原点在地心, X轴指向 2000年 1

月 1 日正午的平春分点, Z 轴指向此时的平北极, Y 轴

构成右手直角坐标系.  

地心会合坐标系 Oxyz: 原点在地心, x 轴指向月

心, z 轴指向瞬时月球轨道角动量方向, y 轴构成右手

直角坐标系. 由于 OXYZ 相对于恒星空间不转动, 地

心会合坐标系的绝对角速度即为其相对于 J2000地心

赤道坐标系的角速度, 记为 ,ω  Oxyz 的三轴单位矢

量分别记为   ˆ ,x ˆ,y ˆ,z  它们相对 J2000 坐标系的时间

导数分别为   ˆ ,x ˆ,y ˆ.z  下面给出ω 与   ˆ ,x ˆ,y ẑ 的关

系. 在以下的分析中, “·”表示矢量点乘, “×” 表示矢

量叉乘, 除非特别说明, 矢量的一阶时间导数(如 )

和二阶时间导数(如

x̂

Mr )均是在 J2000 坐标系下的   

导数.  

命题 1  会合坐标系绝对角速度与其坐标轴单

位矢量存在如下关系:  

 
1 ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ(
2

).= × + × + ×ω x x y y z z  (1) 

证明: 根据空间矢量旋转的基本关系 ˆ ˆ,= ×ωx x  

ˆ ˆ,= ×ωy y  ˆ ˆ= ×ωz z 可得 

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( )

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( )

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) .

× = × × = − ⋅

× = × × = − ⋅

× = × × = − ⋅

x x x x x x

y y y y y y

,

,

z z z z z z

ω ω ω

ω ω ω

ω ω ω

 

易 知 , ω 在 会 合 坐 标 系 Oxyz 中 表 示 为

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ,ω= ⋅ + ⋅ + ⋅ω ω ωx x y y z z  上面三个式子相加 , 

立即得到
1 ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( )
2

.= × + × + ×ω x x y y z z  命题 1 得证. 

ω 是由月球的轨道运动决定的, 月球的轨道动

力学方程为[15]  

 
3 3

.S M SE M
M M S

M MSr r

μ μ
μ

⎛ ⎞−+
= − + −⎜

⎝ ⎠
3

Sr
⎟

r r r
r r  (2) 

其中, ,Mr  Sr 分别为月球质心和太阳质心相对于地
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球质心的位置矢量, ,Eμ  ,Mμ  Sμ 分别为地球、月球

和太阳的引力常数 . ,M Mr = r  ,S Sr = r  MSr =  

,S M−r r  ∗ 表示向量的大小. 

月球的单位质量轨道角动量为 ,MM M= ×h r r  令

,M Mh = h  根据会合坐标系的定义, 有 

 ˆ ,M

Mr
=

r
x  ˆ M

Mh
= ,

h
z  ˆ = .M M

M Mr h

×h r
y  (3) 

经过矢量运算推导, 得到 

2
ˆ ˆ ˆ,

( )
ˆˆ ˆ ,

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ( ) ( ) (

ˆ
ˆ        .

M

M

M

M M M

M M

h

r

r h

h r

× =

× =

× = × × × = − ⋅ + ⋅
⋅

x x z

z h r
z z x

y y y z x z y x x y

z r
x z

2

ˆ ˆ

ˆˆ ˆ

( )
ˆ

M M

M M

r

h h

× ⋅
=

+

= +

z

x z ˆ)z

 

利用动力学模型(2), 将上式代入(1)式, 得到用

日、月星历计算并且在地心会合坐标系中表示的ω: 

 
2 3 3 2

ˆ ˆ( ) .M M
S M

M M S M

r h

h r r

⎡ ⎤⎛ ⎞
⋅ +⎥⎜ ⎟

⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
ω S S

S r

μ μ
= −⎢ r h x z  (4) 

在不考虑太阳摄动的情况下, 月球单位质量的

轨道角动量为常值, 实际情况下, 月球单位质量轨道

角动量是变化的. 利用月球动力学模型(2), 月球单

位质量轨道角动量变化的规律为 

 
3 3

3 3

M M

S S

S

h r

r

= =

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

( )

ˆ( ).

S S M S MM M
M

S S M

M S

MS

h
r h

r r

μ μ

μ μ

⎛ ⎞ × ⋅⋅
−⎜ ⎟

⎝ ⎠

= − ⋅

r r hh h

r y

  

可以看到, 在真实日、地、月天体力学环境下, 由

于太阳的引力摄动, 月球的轨道角速度ω 不再与白道

面的法线重合, 月球的单位质量轨道角动量也不再

为常数. 这些因素我们称之为太阳引力的间接影响. 

(4)式是关于地月会合坐标系角速度的简单但精确的

表达 , 其中所涉及到的日月轨道参数可以直接用

J2000坐标系下的标准日月星历计算(如DE405星历). 

Farquhar[16]用月球平均轨道要素的时间变化率表示 

ω, 给出的表达式十分复杂, 而且使用了无穷级数的

有限项截断, 因此存在截断误差. 目前还未见到关于

这种截断误差的评估.  

2  月球探测器精确相对动力学模型 

忽略地球的非球形影响和其它行星的引力影响, 

月球探测器的绝对动力学模型为[15,23] 

 
3 3

3 3
 ,

E M P
P P M

P PM

S P S
S

PS S

r r

r r

μ
μ

μ

⎛ ⎞−
= − + −⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎛ ⎞−

+ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

3
M

Mr

r r r
r r

r r r
 

(5)

 

其中, Pr 为月球探测器相对于地球质心的位置矢量, 

,PM M Pr = −r r  .PS S Pr = −r r  

令 

ˆ ˆ ˆ,P x y z= + +r x y z  ˆ ˆ ˆ,b
P x y z= + +r x y z  ˆ ˆ ˆ,b

P x y z= + +r x y z   

其中 ,b
Pr  b

Pr 分别为探测器在地月会合坐标系中的相

对速度和相对加速度. 根据相对微分法则, 得到 

 2 ( )b b ,P P P P P= + × + × × + ×r r ω r ω ω r ω r  (6) 

将(6)式代入到(5)式, 得到 

 
3 3

3 3

2 ( )
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b b

3

P P P
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S P S
S

PS S

r r

r r

μ
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μ

P
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= − × − × × − ×
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⎝ ⎠
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+ −⎜ ⎟
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ω ω ω ωr r r

r r r
r

r r r

r

 

(7)

 

式中最后一项为太阳引力的直接影响.  

利用(4)式, 对(7)式进行展开, 得到月球探测器

在日、地、月引力环境下的精确相对动力学模型如下: 

 

2

3 3 3 3 3

3 3

2

 

 ,

z z x z z

SE M M M
M

P PM PS PM M

S S
Sx

PS S

x y x z y

x r
r r r r r

r
r r

ω ω ω ω ω

μμ μ μ μ

μ μ

= + − +

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
− + + + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠
⎛ ⎞

+ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

(8a)

 

 

2 2

3 3 3 3 3

2 2 ( )
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x z x z x

S S SE M
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P PM PS PS S

y z x y z

y r
r r r r r

z xω ω ω ω ω ω

μ μ μμ μ

= − + + + −

⎛ ⎞ ⎛
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(8b)

 

 

2

3 3 3 3 3

2
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x x x z x

S S SE M
Sz

P PM PS PS S
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ω ω ω ω ω

μ μ μμ μ

= − + − −

⎛ ⎞ ⎛
− + + + −⎜ ⎟ ⎜

⎝ ⎠ ⎝

⎞
⎟
⎠

 
(8c)

 

其中,  

3 3
,S SM

x Sz

M MS S

r
r

h r r

μ μ
ω

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟
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2
,M

z

M

h

r
ω =  
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,M
Sx S

M

r
r

= ⋅
r

r  ,M M
Sy S

M M

r
r h

×
= ⋅

h r
r  ,M

Sz S
M

r
h

= ⋅
h

r  

由于矢量点乘与坐标系无关, 因此这里所涉及到的

日月轨道参数可以直接用 J2000 坐标系下的标准日

月星历计算(如 DE405 星历).  

如果忽略太阳的引力影响, 动力学方程组(8)蜕

化为 

 

2
3 3

3 3

2

 ,

E M
z z z

P PM

M M
M

PM M

x y y x
r r

r
r r

μ μ
ω ω ω

μ μ

⎛ ⎞
= + + − +⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎛ ⎞

+ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

x

 
(9a)

 

 2
3 3

2 ,E M
z z z

P PM

y x y x
r r

μ μ
ω ω ω

⎛ ⎞
= − + − − +⎜

⎝ ⎠
y⎟  (9b) 

 
3 3

,E M

P PM

z z
r r

μ μ⎛ ⎞
= − +⎜

⎝ ⎠
⎟  (9c) 

其中 
2

2

( ) (1 )
,E M M M

z

M

a e

r

μ μ
ω

+ −
=  

2(1 )
,

1 cos
M M

M
M M

a e
r

e θ
−

=
+

 

,Ma   ,Me Mθ 分别为月球轨道的无摄动半长轴、偏心

率和真近点角. 动力学方程组(9)为地心会合坐标系

下的椭圆形限制性三体问题的一般动力学模型. 如

果忽略月球轨道偏心率, 则动力学模型(9)进一步蜕

化为 

 2 2
3 3 3

2 M E M ,z z z

PM P PM

x y x r
r r r

μ μ μ
ω ω ω

⎛ ⎞ ⎛
= + − − − −⎜ ⎟ ⎜

⎝ ⎠ ⎝
M

⎞
⎟
⎠

 (10a) 

 2
3 3

2 ,E M
z z

P PM

y x
r r

μ μ
ω ω

⎛ ⎞
= − + − −⎜

⎝ ⎠
y⎟  (10b) 

 
3 3

,E M

P PM

z z
r r

μ μ⎛ ⎞
= − +⎜

⎝ ⎠
⎟  (10c) 

其中, 
3

( )
.E M

z

Ma

μ μ
ω

+
=  动力学方程组(10)为地心会

合坐标系下的圆形限制性三体问题的一般动力学     

模型.  

可见, 本文给出的动力学模型(8)是更一般情况

下的模型, 椭圆形限制性三体问题模型和圆形限制

性三体问题模型是本文模型(8)的特例. 相对动力学

模型(8)的导出是严密的, 理论上与绝对动力学模型

(5)完全等价.  

3  共线拉格朗日点的精确位置 

共线拉格朗日点有特殊的空间应用, 如在 L1 点

放置空间站可以作为探月的中转站, 在 L2 点附近的

Halo 轨道上放置卫星可以作为探测月球背面活动的

信息中继站等. Szebehely[5], Farquhar[6], Nicholson[15]

对共线拉格朗日点的位置进行了深入研究, 给出了

求解共线拉格朗日点的方程及其解. 由于没有考虑

太阳引力的间接影响, 如果把探测器放置在所给出

的共线拉格朗日点上, 在实际的天体力学环境下, 要

么探测器逐渐远离理论点, 要么必须付出较多的控

制能量来克服太阳引力的影响. 下面我们用严格的

动力学方程组(8)求解太阳引力摄动情况下, 共线拉

格朗日点的精确位置.  

设动力学方程组(8)以 

  
(11)

 0 0 0 0 0 0

0 0

[ ( ), ( ), ( ), ( ), ( ), ( )]

 [ ( ),0,0 , ( ),0,0]M M

x t y t z t x t y t z t

r t r tλ λ=

为初始条件的解为 [ , , λ为待定常数. 如果

λ选择得合适, 点 应在点

附近运动, 点 L 即为共线拉格朗日点. 在太阳引力摄

动下, 为了保证点 P 在点 L 附近运动, 我们求取使得

下式达到极小值的参数λ: 

, , , , ]x y z x y z
T[ , , ]x y z=P =L T[ ,0,0]Mrλ

 

0

0

T
0

T

( , , ) ( ) ( )d

 ( ( ) ( )) ( ( ) ( )) ,

t t

t
J t t

t t t t

λ τ
+Δ

Δ = − −

t+ Δ − Δ Δ − Δ Δ

∫ P L P L

P L P L (12)
 

其中, 上标“T”表示矩阵转置(以下同). 一般情况下, 

λ与 t0, Δt 有关. 在空间任务中, 任务开始时刻 t0 以及

任务持续时间 tΔ 通常是给定的, 对于给定的 t0, Δt, 

我们给出极小化 0( , , )J t tλ Δ 时, λ 的迭代算法如下: 

 
0

1
0 0

( , , )
,

( , , ) ( , , )

                 ( 0,  1,  2,  ),

i
i i

i i

J t t

J t t J t t

i

λ
λ λ λ

λ λ λ+

Δ
= − Δ

+ Δ Δ − Δ

=

 (13) 

其中, λΔ 为小的正数. 将 作为变量, 对(12)式求

导数, 得到 

tΔ

 
T

0

T

( , , ) 2( ( ) ( )) ( ( ) ( ))

 2( ( ) ( )) ( ( ) ( )) .

J t t t t t t

t t t t

λ = − −

+ − −

P L P L

P L P L t
 

(14)
 

显然, 0( , ,0) 0J tλ = . 方程(14)与动力学方程组(8)构

成一个新系统 , 从 到 可以数值积分得到0t 0t + Δt

0 , ).t( ,iJ tλ Δ  

迭代初值 0λ 取为无太阳引力摄动时,  [ , , , ,x y z x
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, ] [ ,0,0, ,0,0]M My z r rλ λ= 能够成为动力学方程组(9)

的特解的 λ 值. 将 [ , , ,x y z , , ] [ ,0,0, ,0,0]M Mx y z r rλ λ=

代入到模型(9), 利用(3)式和会合坐标系的定义, 经

过一定的推导, 可以验证方程(9b)和(9c)成立.  

将月球动力学方程(2)投影到地心会合坐标系下, 

得到 

 2
M zr r= −

3 3 3 3
,S S SE M

M M M S

M MS MS S

r r r
r r r r

μ μ μμ μ
ω

⎛ ⎞+
− + −⎜ ⎟

⎝ ⎠
x (15) 

代入到(9a)式并忽略太阳引力的影响, 得到(9a)式成

立的条件为   

 
3 3

1
1

(1 )
E

E M

μ μλμ μ
λλ λ

⎡ ⎤−⎢ ⎥+ − + − =
⎢ ⎥−⎣ ⎦

0,M  (16) 

上式与时间无关, 只与地月质量有关. 求解上式(地

月质量比取为 81.3006559788989), 得到模型(9)的三

个共线拉格朗日点参数如下:  

1

2

3

0.849065766935798,

1.16783268238542,

0.99291206846683,

L

L

L

λ

λ

λ

=

=

= −

 

这与Farquhar[6]和Nicholson[15]得到的结果一致, 称为

经典的共线拉格朗日点参数, 可以作为算法(13)的迭

代初值.  

由于月球的轨道存在偏心率, 即使不考虑太阳

引力的影响, 共线拉格朗日点在地月连线上也不是

固定的, 而是随着月球轨道半径的变化而变动, 即    

[ ( ),0,0], ( 1,  2,  3
ii L Mr t iλ= =L ).  

当存在太阳引力摄动时, 假设初始时刻为 2012

年 10 月 1 日 12 时(GMT), 此时将探测器放置到经典

的拉格朗日点上(对应于
1 2
, ,L L L3

λ λ λ ), 并且探测器具

有 与 经 典 的 拉 格 朗 日 点 相 同 的 初 始 速 度

0[ ( ),0,0]
iL Mr tλ , 探测器被动飞行后就很快离开相应

的拉格朗日点. 对应于
1
,Lλ  被动飞行 30 d 时最大偏

差达到约 8×104 km(见图 1, 绕月飞行); 对应于
2Lλ , 

被动飞行 40 d 时最大偏差达到约 70×104 km (见图 2); 

对应于
3Lλ , 被动飞行 90 d 时最大偏差达到约 3500 

km (见图 3), 而且发散趋势比较明显.  

利用(13)式计算得到的三个新的共线拉格朗日

点参数如下: 

 
 

图 1  探测器相对经典拉格朗日点 L1的被动飞行轨迹(30 d) 

 

 
 

图 2  探测器相对经典拉格朗日点 L2的被动飞行轨迹(40 d) 

 

 
 

图 3  探测器相对经典拉格朗日点 L3的被动飞行轨迹(90 d) 
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1

2

3

0.8490657250818,

1.16783259631133,

0.992925947730611.

L

L

L

λ

λ

λ

=

=

= −

 

1Lλ 所对应的时间区间到 2012 年 10 月 31 日 12

时(GMT), 共 30 d; 
2Lλ 所对应的时间区间到 2012 年

11 月 10 日 12 时(GMT), 共 40 d; 
3Lλ 所对应的时间

区间到 2013 年 4 月 29 日 12 时(GMT), 共 210 d. 新

的拉格朗日点 L1, L2 和 L3 与经典的拉格朗日点 L1, L2

和 L3 相差分别为−15.2 m(新的拉格朗日点 L1 更接近

地球)、−31.3 m (新的拉格朗日点 L2 更接近月球)、 

−5054.8 m (新的拉格朗日点 L3 更远离地球). 尽管新

的拉格朗日点 L1 和 L2 与经典的拉格朗日点 L1 和 L2

相近, 但是在他们所处的位置上动力学比较复杂, 动

力学平衡对位置十分敏感, 因此, 探测器放置到经典

的拉格朗日点 L1 和 L2 上, 动力学平衡很快被打破, 

图 1 和 2 说明了这种情况.  

若将探测器放置到新求得的拉格朗日点上, 并

且与对应的拉格朗日点同初速, 对应于
1
,Lλ  被动飞

行 30 d时最大偏差不超过 2 km (见图 4); 对应于
2
,Lλ  

被动飞行 40 d时最大偏差不超过 3 km (见图 5); 对应

于
3
,Lλ  被动飞行 90 d 时最大偏差不超过 400 km, 远

低于经典拉格朗日点 L3 情况下的 3500 km(见图 3), 

而且直到 210 d 时才明显离开新的拉格朗日点 L3 (见

图 6). 这一结果表明, 将探测器发射到本文给出的精

确共线拉格朗日点 L1, L2和L3上, 由于充分利用了太  
 

 
 

图 4  探测器相对精确拉格朗日点 L1 的被动飞行轨迹 
(30 d) 

 
 

图 5  探测器相对精确拉格朗日点 L2 的被动飞行轨迹 
(40 d) 

 

 
 

图 6  探测器相对精确拉格朗日点 L3 的被动飞行轨迹 
(210 d) 

 
阳引力影响, 探测器可以被动飞行更长的时间, 从而

可以大大节省轨道保持需要的燃料. 

4  三角拉格朗日点的精确位置 

三角拉格朗日点亦有特殊的应用, 例如在三角

拉格朗日点其中的一个点上放置一颗卫星, 在月球

背面的共线拉格朗日点上放置另一颗卫星, 可以实

现月球背面的通讯[6,24]. 最近利用三角拉格朗日点的

特殊位置 , 进行卫星编队实现深空观测也得到研          

究[25]. 当不考虑太阳的引力影响时, 即使月球轨道是

椭圆轨道, 在月球轨道面内, 与地心、月心成等边三
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角形的点仍是平衡点. 但是太阳引力是客观存在的, 

当考虑太阳影响时, 与地心、月心成等边三角形的点

将不再是平衡点[26], 更谈不上稳定性问题. 把卫星放

置到此点, 如果不加控制, 卫星将离开该点[19]. 那么

是否存在这样的点, 它与地心、月心近似构成等边三

角形, 在某一时刻把卫星放置到此点上后, 在相当长

的时间内卫星不用控制也不会离开此点呢？这是一

个很有实际意义的问题. 下面给出求取这样的点的

方法.  

设动力学方程组(8)以 

  
(17)

 
0 0 0 0 0 0

0 0 0 0

[ ( ), ( ), ( ), ( ), ( ), ( )]

 [ ( ), ( ),0 , ( ), ( ),0]x M y M x M y M

x t y t z t x t y t z t

r t r t r t r tλ λ λ λ=

为初始条件的解为 [ ,  其中, , , , , ],x y z x y z 3 / 2,yλ = ±  

xλ 为待定常数. 如果 xλ 选择得合适, 点

应在点 附近运动, 点 L 即为三角

拉格朗日点. 

T[ , , ]x y z=P
T,0]y Mr r[ ,x Mλ λ=L

3 / 2yλ = + 时, 点 L 即为 L4 点, yλ =  

3 / 2

x

− 时, 点L即为L5点. 在太阳引力摄动下, 为了

保证点 P在点 L附近运动, 我们求取使得下式达到极

小值的参数 λ : 

  (18) 
0

0

2
0 0( , , ) ( ) ( )d ,

t T

x x M
t

J t T x r t tλ λ
+

= − −∫ t

与共线拉格朗日点类似, 参数 xλ 与初始时刻 和空

间任务持续的时间 T 有关. 对于给定的  极小

化

0t

T0 ,  ,t

0( , , )xJ t Tλ 时 xλ 的迭代算法如下:  

 
0

1
0 0

( , , )
,

( , , ) ( , , )

               ( 0,  1,  2,  ),

xi
xi xi

xi xi

J t T

J t T J t T

i

λ
λ λ λ

λ λ λ+ = − Δ
+ Δ −

=

 (19) 

其中, λΔ 为小的正数. 

xλ 的迭代初值取为无太阳引力摄动时, 动力学

方程组(9)的三角拉格朗日点对应的值, 即椭圆形限

制性三体问题的 L4点: 0.5,xλ =  3 / 2;yλ = +  L5点: 

0.5,xλ =  3 / 2.yλ = −  此二点称为经典三角拉格朗

日点.  
当存在太阳引力摄动时, 假设初始时刻为 2010

年 5 月 29 日 12 时(GMT), 所考虑的任务到 2012 年 4

月 28 日 12 时(GMT), 共 700 d. 利用算法(19)得到      

L4 点:  

λx=0.488469597243412, 3 / 2;yλ = +  

L5 点: 

λx=0.487541133669390, 3 / 2,yλ = −  

若在 2010 年 5 月 29 日 12 时(GMT)将探测器放置到

新求得的三角拉格朗日点上, 并且与新的三角拉格

朗日点同初速, 在 700 d 之内的运动轨迹如图 7 和 8

所示. 可见在大约两年内, 探测器能够被动飞行在新

的三角拉格朗日点附近, L4附近最大误差在 4×104 km

之内, 从地球上观察, 探测器在月球前方 54°至 67°地

心角之内运动; L5 附近最大误差在 8.5×104 km 之内, 

从地球上观察, 探测器在月球后方 51°~75°地心角之

内运动 .  若把探测器放置到经典的三角拉格朗日 
 

 
 

图 7  探测器相对精确拉格朗日点 L4 的被动飞行轨迹 
(700 d) 

 

 
 

图 8  探测器相对精确拉格朗日点 L5 的被动飞行轨迹 
(700 d) 
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点上, 探测器将离开相应的拉格朗日点, 最大误差分

别达到约 61×104 km (L4, 见图 9, 在 597.976 d时撞击

到月球), 21×104 km (L5, 见图 10). 将探测器发射到

本文给出的精确三角拉格朗日点 L4 和 L5 上, 由于充

分利用了太阳引力的直接和间接影响, 可以降低轨

道保持的燃料消耗. 

5  结论 

导出了月球探测器在地月会合坐标系下的精确

相对动力学模型, 模型中嵌入了太阳引力的直接影

响和间接影响. 特别是间接影响在过去的文献中没

有得到重视. 月球轨道平面的进动和章动以及白道

面内运动的非开普勒特性对会合坐标系的角速度影

响得到准确模化. 模化的方法是十分精简的, 克服了

传统方法模化该问题的繁杂性和对无穷级数截断带

来的不精确性(文献[16]). 相对动力学模型与经典绝

对动力学模型是完全等价的. 利用精确相对动力学

模型给出了精确拉格朗日点的求取方法, 精确拉格

朗日点与儒略时间和关心的时间范围有关. 利用计

算机迭代求得了特定时间段的精确共线拉格朗日点

和三角拉格朗日点, 并与经典共线和三角拉格朗日

点进行了比较, 验证了改进的拉格朗日点更符合动

力学特性. 探测器放置到改进的拉格朗日点上, 长期

漂移小, 可以大大降低用于轨道保持的燃料消耗. 所

提供的相对动力学模型可以用于精确地月转移轨道

设计, 特别对经由拉格朗日点的轨道设计有重要参

考价值, 值得进一步探讨.  

 

图 9  探测器相对经典拉格朗日点 L4 的被动飞行轨迹 

(撞击到月球) 
 

 
 

图 10  探测器相对经典拉格朗日点 L5 的被动飞行轨迹

(700 d) 
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Precise relative dynamics model of a lunar probe  
and its application 

JING WuXing* & GAO ChangSheng 

School of Astronautics, Harbin Institute of Technology, Harbin 150001 

A precise dynamical model to describe the relative motion of a lunar probe in a rotating coordinate system is 
presented. Real celestial mechanics background of the sun, the earth and the moon is considered. An accurate and 
simple formula of the absolute angular velocity of the rotating coordinate system Including solar gravitational 
perturbation is derived. The model would be the one for elliptical restricted three-body problem if the solar 
gravitation was neglected, and the one for circular restricted three-body problem if the lunar orbit eccentricity was 
zero. An iterative method to calculate accurate collinear and triangular Lagrange points, which are relevant to the 
Julian date and time period concerned, was established. The model can be used to design transfer orbit to the moon 
passing through the Lagrange points. 

lunar probe, relative orbital dynamics, Lagrange point, four-body problem, solar gravitational perurbation 

PACS:  05.45.-a, 45.50.Jf, 45.50.Pk, 95.55.Pe, 96.12.De 
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