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摘 要

本文比较 Sm al e

对 N
e
w t on 方法所作的成本估计和作者对 K hu n

算法所作的成

本估计
.

结果表明
,

无论是算零 点还是算所谓逼近零 点
,

后者都比前者好得多
,

其比

率分别为
, 9

/产
7

对
n , 10 9 (

n

/
s
) 和

n g

/拼
,

对
, 3 10 9 (

n

/那 )
,

这里
”
是多项式的阶数

, 。 > o

是计算零点的精度要求
,
井 是允许相应的论断失败的概率

, 。 < 严 < 1
.

一 e ! 雀
.

、 J l `二 J

计算复系数多项式的零点
,

有两种值得注意的方法
: N e w t on 方法和 K hu n 算法

.

N
e w ot n 方法是一种广泛应用的方法

.

除了历史的原因外
,

Ne w t o n
方法公式之简单也是

人们乐意首先考虑用它的重要因素
.

N
e w t o n 方法及其变种

,

本质上是基于一个迭代过程或迭

代公式
.

公式固然简单
,

但用起来却很不容易
,

因为总是有一个初值选择的间题要解决
.

N
e w

-

ot 。
法对于退化情况是失败的

,

或者收敛速度变得很慢
.

为此
, Sm al

。
对 N e w t on 方法的效

率提出了一种概率的讨论1[]
.

s m al e
引进逼近零点的概念

,

并得到一些有意义的结果
.

K hu n
算法则是基于一种拓扑结构 2[J

.

虽然算法的叙述稍费篇幅
,

但一旦编成程序
,

使用

却极其方便
,

唯一要做的就是输人多项式的系数组及计算的精度要求
.

然后
,

算法总是可以把

多项式的全部零点找到
,

根本不存在初值选择的问题
,

不会发生算法失败的情况
.

谈到收敛速度
, S m al e 证明 N

e
w t on 方法找多项式

f (的 一 z ”

+ a l z ” 一 `
+ … +

a , ,

I
a ,

! < l
,

的一个
“
逼近零点 ”

所需的迭代次数顶多是 [ 10 0 (
n + 2 ) 〕

9
/声

, 产 是允许论断失败的概率
,

0 < 拼 < 1
.

本文证明
, K hu

n
算法算出该 多项式全部零点所需的函数计值次数顶多是

15 0 (
n + 1)

, 10 9 (
n

/。 )
,

6
> o 是计算的精度要求

.

大家知道
,

一次 N
e w ot n

迭代需要两次函数计值
.

本文的目的是对两种算法的上述成本估计进行比较
.

基于代数几何某些定理的一种概率

分析
,

是这一比较的主要方法
.

此外
,

与 eB ib er b ac h 猜想有关的一些结果在这一比较中起着重

要作用
.

二
、

K u h n
算法的拓扑结构

考虑计算复系数多项式 了(幻

本文 l夕8 2 年 8 月 3 日收到
.

一 砂 + al 砂
一 ,

+ … 十
。 ,

的全部零点的问题
.

K hu n
算法
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(详见文献 〔2 ] )
一

可以概述如下 :对半空间 CX 〔一l ,

十 co ) 进行单纯 剖分
,

使得顶点都在类

如 c J 一 C x {时
,

整数 d ) 一 1 的平面上
,

平面 C J
被剖分为直角边长为

,
( d ) 的等腰直凭

三角形
,

s( 一 l) ~ 1 ,

而 式刃 ~ 2
一 ` , d ) 0

.

复数幅角限制在 (一
二 ,

司
, c ` , d 弄 o ,

上顶

点的标号为
:

!
` ,

若 f (幻 一 “
,

或 一 / ’ 成 一g f ( “ ) ( “
/ ’

,

` ( “ ) 一 }
2 ,

若 ` / 3 <
· r g f (“ ) ( “ ,

(3
,

若 一 ,
<

a r g f (二 ) < 一 二 / 3 ;

而对 c
一 :

上顶点的标号
,

则在上式中用
二 ”

代替 f (幻
.

设 Q 是 C 一 :

上由 y 一 土 , 和 / 一 士 。

界定的正方形
,

这里
二
一 二 十 今

,

而 。 一 「3 (l 十 了万)
,

/ 4 , 1”
.

三角形称作是完全标号的
,

若它的顶点正好具有标号 l , 2 , 3
.

从 Q 的边界 d Q上的
”
个标号为 ( 1 , 2 ) 的棱 出发

,

可以找

到 Q内
,
个全标三角形

.

据剖分
,

每个全标三角形 ( lz
,

扩
,

护 ) 确定唯一的新顶点 z’
.

若

l( z’ ) ~ l ,

令 z’ 为新的 : ` .

按此轮迥规则
,

从上述 Q内
”
个全标三角形开始的计算

,

正好收敛

到多项式的
n
个零点

.

我们将把 ( lz
, : , ,

护) 确定新顶点 z’
,

若 l ( z’ ) ~ l ,

则令 z’ 为新的 lz 这样一步轮迥直观

地称作是计算经过四面体 ( lz
,

矛
,

尸
,

矿 )
.

三角形作为计算经过四面体的一个门的先决条件

是它必须是该四面体的面
,

并且是全标三角形
.

更准确地说
,

一个门称作是一个进 口
,

若从四

面体内部看去它的顶点标号依逆时针方向正好是 ( l , 2 , 3 ) ; 若正好是 ( 3 , 2 , l )
,

则称作是一

个出口
.

事实上
,

在每步轮迥中
,

旧全标三角形是该四面体的进 口 ,

新全标三角形是出口
.

命题 .2 1
.

每个四面体顶多允许计算经过一次
.

证
.

记半空间的剖分为 T ,

以 V ( T ) 记 T 的顶点集
.

标号法实际上是一个对应

l : V ( T ) ” { l , 2 , 3 }
.

所以
,

对任何标号四面体
,

或者它没有门
,

或者它正好有一对门
,

一个进 口一个出口
.

命题 2
.

1

证完
.

以 乙 记上述 Q内第 j 个全标单纯形开始的计算所经过的所有开单 纯 形 的 点 集并
, l 镇

i 簇 , .

我们显然有下述

命题 .2 2
.

T ,门 T ,
~ 价

,

当 f 钾 夕
.

下面我们提出 K hu h 算法误差估计的一个改进
.

、

首先叙述一个易证
,

然而有用的命题
.

命题 2
.

3
.

1
。 ,

1 < l 蕴含 !
a r g ( l + a, ) ! 簇 !阳 }

,
/ 2

.

定理 .2 1
.

若 {扩
,

扩
,

扩 } 是一个全标三角形的顶点集
,

标号由 f 给出
,

d ia m {
z , , z , , z ,

} 一 占
.

那末 f 的零点集与 {
z ` , z , , 2 3

} 的距离不超过 3 , 占 / 4
.

证
. 。

~ 1 的情况是平凡的
,

这时 f 只是一个平移
.

改写 f (。 ) 为 f (二 )
=

3n 占 / 4
.

于是

l(
z ’

n (z 一 昌)
.

若定理不真
,

下面考虑
,

> l 的情况
.

则对所有 少
, 1成 护提 。 ,

!砂 一 氛} >
i = 1

一 : ,

)了(
: `

一 互` ) 1 < 舀 / ( 3 n 占了斗) ~ 4 / 3
n

< 1
.

l) 「二 ] 表示不小于实数
x 的最小整数

.



中 国 科 学 (A辑 ) 19 8啥 年

根据命题

g

·

艺镇
、 ,产一、/

3 ,

}
二 g

粉 1
一

!
一 g 砂 一 氛)

` ’ `

z `
一 氛.) 二

z 刁一 畜
,

矛 一 氛

z ,

一 占s

z `

一 杏
,

2`、一了t、

一一
4一知汀一2

_ 令 l /
、 I _ : ,

一 : 1

\1 / 令
,

1
一 乙

副
}盯 g 气

几
下 下 , -不

一

川 资 乙日
丁 l

了 = 11 、 z -

一 匀 / J j = 1 ` .

2 2

一 2 1

z `
一 91

< 刀
2尤

3

同样
,

a r g f (
z ’

) / f (
z ,

) ! < 2二 / 3
,

a r g f (
z ,

) /f (
2 3

) ! < 2二 / 3
.

】
( 2

.

5 )

( 2
.

6 )

( 2
.

7 )

根据标号法
, 。 r g f (

: ,

) 一
a r g f (

: `

) > 4 ,
/ 3

, a r g f(
z `

)一
a r g f(

z ,
) > 4 ,

/ 3 和
a r g f (

z ,

)一
a r g f (

2 3

) <

< 2 , / 3均不可能
,

故 ( 2
.

5 )一 ( 2
.

力 分别等价于

0 <
a r g f (

: ,

) 一
a r g f (

z `

) < 2二 / 3 ,

0 <
a r g f (

z `

) 一
a r g f (

z ,

) < 2 ,
/ 3 ,

( 2
.

8 )

( 2
.

9 )

和
a

烤 f (
z ,

) 一
a r g j (

2 3
) > 4 , / 3

.

( 2
.

10 )

从 ( 2
.

1 0 )式减去 ( 2
.

8 )式
,

得
a

烤 f (
: `

) 一
a r g f (

z ,

) > 2 ,
/ 3

,

与 ( 2
.

9 )式矛盾
.

定理 2
.

1得证
.

证明中包含一个以后经常要用的事实
,

兹叙述如下
:

引理 .2 1
.

若对某三点组中任两点 z’ 和 ; ,,
均成立不等式 }

。
gr f (

: `

) / f (
。 ”

) } < 2到 3 ,

则该

三点组不是由 f 完全标号的
.

三角形的三个顶点正好构成一个三点组
.

三
、

零点计算的成本估计

这一节对算法可能区域中位于表示精度要求的高度以下的四面体总数给出一个上界
,

这

样
,

计算多项式全部零点所需要的 f一计值次数的上界也就有了
,

这是因为每一个轮迥顶多包含

一次多项式计值
.

主要结果是定理 3
.

1及推论 3
.

1
.

定理 .3 1
.

设 S > 0 为计算的精度要求
.

用 K hu n
算法算出多项式 f 的全部零点所需的

f 计值次数不超过
二〔S M

’
+ 2 s n

( l + 0
.

7 5 ,

)
,

r l
o g Z

( 3丫万
。
/ 4

。
) 1 1

,

这里

( /

一
, _ 、 ”

二
) ,

一
M ~ m

a x
13 V 2 又2 + “ )

n / 4 “ , 甲一一丁 m a x l a * I + 1 1 + V Z
。

、 刀 一
I J

通常
,

成本是以函数计值次数来衡量的
,

所以有以下推论

推论 .3 1
.

算出一个零点的平均成本不超过

, [ 5材
’

/
n 十 2 5 ( l + 0

.

7 5 ,
)

,

r lo g
Z

( 3丫万
, / 4。 )一]

.

定理的证明由下述命题及引理给出
.

会题 .3 1
.

设 茗 d

是剖分中位于 C d 和 C d + ,

之间的一个基本方体
, B J

是以 10} x 【d , d +
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〕为轴的圆柱体
.

记 , J 为 艺` 的整个包含在 B `
内的四面体的数 目

,

有

5
·

v o l ( I J 门 B J
)

,

若 沙 ~ 一 l
,

2 4
·

v o l (艺
` 门刀 d

)
·

2 ,才 ,

若 J 李 0
.

这里 vo l ( 过 ) 表示 C x 〔一 l ,
+ co ) 的子集 A 在三维欧氏空间中的通常体积

.

注意命题 3
.

1对基本方体的位置及圆柱体的半径均无限制
.

证
.

为方便起见
,

记 V ` 一 vo l (茗
`门 B力

.

对 d ~ 一 1
,

总有 0 ( v ` ( 1
.

显然
,

若

v ` 镇 1/ 2 ,

则 『d ~ ;0 若 V J ~ 1
,

则 凡仁 B J ,

知 。 ` ~ 5
.

若 1/ 2 < V `
< 1 ,

则 。 J 成 1
,

这是

因为 为 的每一垂直棱都与 艺` 的四个四面体接触
.

在 d ~ 一 1 的上述所有情形下
,

命题 3
.

1

成立
.

对 d 李 。 , o 成 v ` ( 2 一 Z J .

我们区分七种情况
.

利用剖分的性质
,

通过简单的体积分析即

可得到相应的结论
:

x ) o 毛 : ` ( 生 ( 2 一` )
:

一 生 2一 2碑

斗 4

2 ,
专

2一

, ,
音

2一

< F` 蕊 三 2一 , ` ,

8

< v J `
合

2一 ’ ` ,

丙 簇 ;2

心 城 七

; ) 生 2一 , ` < F J ( 互 2一 Z J

2 8
心 蕊 7 ;

5 ,
音

2一 ’ `

6 ,
晋

2一’ `

< F d毛 二 2一 Z J

丙 成 ;8

< V` < 2一 , ` , 口 ` 蕊 9 ;

7 ) F ` 一 2 一 , J , , J
~ 14

.

在所有七种情况
, 。 ` 《 14

·

v o l (万
` 门 B `

) / 2
一 , d 一

下面是关于计算过程的三个引理
.

引理 .3 1
.

整个计算在以原点为中心的半径

、

一 {
“ 了万 ( , + 二 ,

·

/̀
二 ,

命题 3
、

1得证
.

拄

刀 一 l

m二 ,
· * , + ,

}
+ 召万

的圆柱内进行
.

证
.

三角形的直径顶多是了万
,

故若一个三角形有一顶点在此大圆柱外
,

则它的三条边都

位于同轴的半径
; 一 M 一 丫万 的圆柱外

.

由引理 2
.

1 ,

我们只需证明对于剖分的位于半径

,

的圆柱外的每一条棱 (
z ’ , z , ’

)
,

有 }
a r g F (

z `

) / F (
z ` ,

) } < 2二 / 3 即可
,

这里若 二 〔 e 一 : , 尸 (幻 ~

: ” ,

否则 F (幻 ~ j (幻
.

这样一来
,

任何全标三角形必须和半径
护

的圆柱体接触
,

也就一定要

整个包含在半径M 的圆柱体内
,

引理即可得 出
.

改写 f。 ) 一 : ·

( 1 + 召 1

/
: + … + ; 。

/
: ·

) 一
: ·

( l + g (。 ) ) ; 若
: ,

及 : , ,

均不在 c _ , ,

我

们有
{g (

。 , ,

) 1提 1
a l

l /
r

+ … + l
a ,

1/
r ”

< m
a x

l
a *】/ ( r 一 l ) 毛 (

, 一 l ) /
, ,

医(
。 `

) 一 g (
z ’ `

) 1攫 }
a :

}
·

-
, . . 目 . . J 一

一1 1尹

1
.

…
} 1 1 }

} 十
”

’

十 ’ “
·

” }万 一万 !
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、m a x, 口 * }
·

{
: ,

一 : , ,

一{毛
+ , 、 , / ( 二

, / , 、 2

, .

一
I `

.

、 V ` 1l l a X 】 a 奋 l / t r

-
1 )

.ln 钊 /
+

2一尸

、 竺二
.

竺三、 竺二护牙 (/
一

r 一 I n
一

”
’

/ \

3丫万 ( 2 +
二
)

,

4汀

<

匕畏业 /业牛黔望
-

一 l

)
4刀

3 ( 2 + 二
)石

g (
二 ’

) 一 g (
z , ’

)
l + g (

z ` ’

)

} 一 4二 / /
, n 一 l\

} 毛
之

—
/ } 1 一

—
l一

1 3又2 十 二夕
n l \ , /

4允

3 ( 2 + 二
)

< l,

所以
{
。 r g F (

z ’

) / F (
z , ,

) ! ~ 】
a r g f (

z ’

) / f (
: , ,

) }

(
n

1
a r g z

,

一
a r 。 : , ,

} +

}
二 g

(
1 十 星艾兰卫二卫互兰兰

~

、!
\ l 十 g (

: “ ) / I

提 , 了万
3丫万 ( 2 + 二

)
,

/ 4
二
十 兰

2

g (
z ’

) 一 、 (
z ”

)
.

l + g (
: ` ’

)

<
, 二 ,

3又2 + 二
)

4叮

3 ( 2 + 二
)

2叮

3

叮
一2十

扩
,

z’’ 之一或两者均在 C 一 ,

时的证 明是类似的
,

事实上更简单一些
,

从略
.

引理 3
.

1证完
.

引理 .3 2
.

在 c J , d ) o 以上
,

计算完全在以 夸
: ,

…
,

杏
。

为中心
,

半径 ( 1 + .0 7 5 。
) 2 1

--2/
`

的
”

个垂直圆柱体内进行
.

证
.

定理 2
.

1 说全标三角形某顶点与某零点距离不超过 3砧 /斗 一 0
.

夕s n 占
,

所以整个三角

形与此零点的距离不超过 ( l 十 o
.

7 5 n
沁

.

在 口J 以上
, 占蕊 2` l2/ ,一 J ,

并注意这里谈的是水平距

离
,

引理 3
.

2 即已得出
.

引理 .3 3
.

令 D 一 「109 2

( 3了万
,
/斗

。
)1

,

这里 。
> o 是对计算零点的精度要求

.

那末
,

c ,

以上的计算是不必要的
.

证
.

从 c 。 开始
,

三角形直径不超过 丫万
·

2 一 ” ( 4 。 / 3 , ,

全标三角形某顶点与零点的距

离已不大于
6 ,

所 以不必再算下去
.

证完

定理 3
.

1的证明
.

由引理 3
.

1及 3
.

2 ,

计算只在 C 一:

和 C 。
之间一个半径 M 的底圆柱体和

c 。
以上

”
个圆柱体阶梯内进行

.

底圆柱体积为 二M
’ ,

据命题 3
.

1 ,

它顶多包含 5 ,
M

’

个四面

体
.

每一节小圆柱的体积是
二〔( l + 0

.

7 , n
)

·

2。
·

5一碑 ]
’
一 二 ( 1 + o

.

7 5 n
)

,
·

2 , 一 , J ,

这里 C J 是小

圆柱下底所在的平面
.

据命题 3
.

1 ,

每节小圆柱顶多包含 2 8二 ( l 十 0
.

夕5心
,

个四面体
.

圆柱阶

梯共有
,
个

,

C D 以上不必再算
,

所以在 C D 以下计算的可能区域内四面体的总数不超过
。二材

,
+ 2 5二。

( 1 + 0
.

7 5 ,
)

,

r l
o g Z

( 3丫万
n
/、

。
) 1

.

注意每个四面体顶多允许计算通过一次
,

每步轮迥顶多需要一次多项式计值
,

定理 3
.

1 因而得

证
.

K u h n 算法允许方块 Q的中心移动
,

并允许剖分网格伸缩
.

这在实际计算中是很有意义

的
,

但不会给上述讨论带来任何新问题
.

四
、

逼 近 零 点

下面的内容在于比较上述 K hu n 算法的成本估计和 Sm al e
对 N e * t on 方法所作的成 本
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估计
.

两种方法的结构大不相同
,

但两种成本估计的对比 (
n 3 109 (川

。
) 与 护 /声 )却是启发性的

.

这一节主要讨论逼近零点
,

下一节是基于代数几何理论的一个概率的比较
.

虽然逼近零

点概念只是 s m al e 为讨论 N e w t on 方法的效率而提 出来的
,

但为比较
,

也考虑用 K hu n 方法

算逼近零点
.

N e w t o n 方法可叙述为 : 设 : 。 ` c ,

归纳地定义
: * ~

: * 一 :

一 f (
: * 一 :

) / j
`

(
。 * 一 ,

)
.

称
z 。

是 f

的一个逼近零点
.

如果 叔 对所有 友) l 定义
,

当 左” co 时 。 。

收敛到 *z
,

这里 j (
z *

) ~ O ,

并

且对所有 及) l ,

! f (
: * ) / j (

: * 一 :

) ! < 1 / 2
.

下面两个引理参看 s m ale 的文献【l 〕
.

引理 .4 1
.

设 ; (幻 一 艺
, z `
是一复多项式

, 乡,
沁 0

.

那末
,

存在奇点 日〔 c (即 f
’

(口)二

o )
,

使对 左一 2 , 3 ,

…
,

有

! b、 / b ;

}
’ ` (硬一 ` )

}f ( 8 ) /占
,

1 ( 凡
.

引理 4
.

2
,

设 ` ) 1 , 户 , ~ m in }j ( 8 ) }
.

如果 O < }j (
二 ) 1 < p j / (

c K + K + l )
,

则
6
一

f , (口〕= 0

If (
z ,

) / f (
。 ) l < z /

: ,

这里 z `

~
万 一 j ( 。 ) / j

’

(幻 (即 N e w to 。
方法 )

.

关于常数 K
,

要略加说明
.

s m al e 对 K ~ 4 证明了引理 4
.

1 ,

他也证明了 K ) 1
.

如果

eB ibc br ac h 猜想得到证实
, K 将大大改善

.

Sm al
c

本人的猜想是 K ~ 1
.

但现在
,

我们总可以

用 K ~ 4
.

定理 4
.

1
.

设
`

> l ,

}f(
: 。

) } < p , / (
c K + K + 一)

.

那末
,

N
e w to n 方法收敛到 f (幻 ~ 。

的一个解 尹
.

证
.

由引理 4
.

2 及 p , 的定义
,

易知
: * 一 : , 一 ,

一 f (
: * 一 ,

) f/ ,(
z* 一 1

)对所有 及 ) 1具有意义
.

若对某个 z,

j (
z 。

) 铸 。
,

…
,

j (
z 卜 :

) 粉 o 但 j (
z ;

) = 0 ,

则归纳有 j
’

(
: * ) 粉 。及

z 、 +l = z * ,

左~ l , l + l ,
·

… 结论已得
.

今若对所有 左
,

f (叔 ) 铸 0
.

首先由引理 4
.

2 及

}j (
z , ) } ~ ! f (

: * ) / f (
z * 一 :

)卜二 }j (
z :

) /j (
z 。

) }
·

! f (
z 。

) l < If (
二 。

) l /
c 魂

可得

担 f (
“ 凌) 一 ”

·

现令 L ~ n l l n

了(舍 〕( p了/ ( e K + K+ 1 )
! f

’

(。 ) }
,

显然 L > 0
.

对任何自然数 左
,

。 ,

有

{
: ,+ 。 一 : * } 《 万 }

z *+ , 一
: * + , 一 ,

一 艺 }了(
: * + , 一 :

) / j
’

(
: * + ,一 ,

) l

、
士客

,̀ (

一
、 }二

一

里过上丫
、

/ l

一
了

` 曰
` 夕= 1

互、
` + ,一 ,

` /

< ’`(一 ) ’ / L · `

(
` 一
告)

.

所以序列 {叔 } 收敛到某个 砂
,

且由 f 之连续性可知 f (
z *

)
=

定理对于无重零点的多项式确立了逼近零点的存在性
.

推论 4
.

1
.

若 If。 ) I < , f / ( ZK + K + l夕一 。 z / ( 3 K +

il m
几峥。

l( 叔 ) 一 0
.

定理 4
.

1得证
.

事实上我们有形式更明显的

l )
,

则 。 是 f 的一个逼近零点
。
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五
、

计算逼近零点的成本

概率估计基于多项式空间中的体积分析
.

令 尸
。

记首项系数为1 的 。 阶多项式的空间
,

则

p
,

与 C
”

等同
,

当 f (
二
) 一

: ”

+ a ; z ” 一 `
+ … + a ,

时可写 f 〔 C
” .

令

p ( 尺 ) ~ { f 〔 尸
,

1}
a `

} < R , i ~ l ,

…
, ,

}
,

则 呵 R ) 的体积 vo l尸( R ) 是 (
二
尸 )

, ,

这里对 p
,

用 户 ~ r
”

中通常的体积
.

令 邵
。
一 { f 〔 尸

。

! j( 8 ) 一 。 ,

厂( 0) 一 o 对某个毋
.

W
。

是有重零点的多项式的集合
.

令

u ,

(二
。

) 一 口 U 。

( f
。

)
,

j o e 甲。

这里 U p

( j
。

) 一 { f 〔 p
。

l ! f ( o ) 一 f
o

( o ) f < p 且对所有
z ,

f
`

(幻 一 f毛。 ) }
.

U p

(邵
。

) 是容易引起

麻烦的多项式的集合
.

定理 5
.

1
.

v o l [ U
;

(评
。

) 门p ( R ) ]
v o l 尸(尺 )

引理 .5 1
.

炸 U ,

( w o) 当且仅当 p ,
< .P

簇立 一 1 ) p ,

R 2

其证明均见文献 [ 11
.

但要注意
,

sm al 。
把定理错写成

,

声 /牙
.

_

Khun 算法可按任意精度得到零点
,

其成本由定理 .3 1给出估计
.

当充分接近一个单零点

使得 }(j 幻 1 < fP / ( 3 K 十 l) 时
,

对于 Ne w o n 方法的一个逼近零点也就得到了
.

由此我们提

出下述定理

定理 获 2
.

设 o < 产 < 1和 ” 给定
.

令 , 一 (拼 / )n l2/ ,

则对任何 f 〔 尸( R )
,

下述为真的概

率是 1 一 川 用 K u
hn 算法

,

最多
!

次轮迥就可给全部
n
个零点各找到一个使用 Ne w ot n

方

法的逼近零点
,

这里
, 一 r。 ,

M
,
+ 2 5。 ( l + 0

.

夕5。 )
,

r 10 9 :

( 3丫万。 / 。
。
) 1 1

,

而

、

一 {
3丫万 ( 2 + 二 ,

·
/̀

, ,

; 刀

一 l

m二 ,一 , + `

}
+ 了万

,

5 一 二 ( l 一 M )
,

八 3〔l 一 (
n

+ l )对
”

+
,

材
” + `

]
.

若
, R 镇 jP

,

且 二 对 f 的某零点 杏满足 {
z 一 引 <

。 ,

则

lj (
。 ) l 一 lr (

。 ) 一 z(夸) 1一 }艺
a ,

(
z ,
一 夸, ) 1簇

。 :
艺

,、 ’ 一 `

令
*

(乡万一
:

(
三

、

, = I M

一
x ” + 1

l 一
x

( 。 R 工一 (
n + l )材

”

+ , M
” + `

( l 一 M )
,

簇丝 簇 鱼 ( P f

3 K 十 l

知 。 是 f 的一个逼近零点
.

据定理 3
.

1 ,

对满足 p , ) , R 的任何多项式均可在
!

步内对它的所有零点各找到一个逼近

零点
,

剩下只需证
v o l {f 〔 p ( 及 ) , p , < 。 天 } /

v o l p (及 ) < 产 ,

但这由引理 5
.

1和定理 5
,

z 即得
.

定

理 .5 2 证完
. 二 一
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、、l产/

一n

m Sa l c的结果是:

定理. 53
.

设 O< 产< l 和 , 给定
,

R > f三
\ 1 5 ()

一一丁令
1一3

t ` 尸( R )
,

下述为真的概率是
·

j (
z * 一 :

) / j
’

(
z * 一 ,

) 对一切 友李 l

1 一 产 : 对于 z 。
~ O 及适 当的

(
,

+ 2 )
一 , .

0 < h < l ,

那末
,

对任何

宕花 一 名及一 i
一 人

均有定义
,

且
: ,

是 f 的一个逼近零点
,

这里
`

_ 「
月

丁
,

二 8尺 10 9 ( l 弓/ ,
) 1

,

〕
。

一 l , I J 「

—
f 1

.

. ` a J `

在 R 一 l 情形
,

由此得出
! 一 〔 10 0 (

,
+ 2 )」叮声

.

比较定理 5
.

3 和 5
.

2 ,

通过细致的计算可知
,

即使对于计算所谓逼近零点
,

本文对 K hn n
算

法得到的结果亦远胜于 Sm al
。
对 Ne wt on 方法建立的结果

.

mS al e 的处理看来是十分出色

的
,

所以我们倾向于认为 护 /尸与
。 ,

10 9 (
,

/拌 ) 的对比反映着算法本身之间的某种对比
.

作者对项武忠教授和 H
.
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