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摘 要

关于弹性结构理论 中的位移场
、

应变能和动能表达式可以通过引进适当的简化

假设从弹性为学理论 中的相应量得到
.

本文利用这样的关系和一些泛 函性质
,

给 出

了各种弹性结构理论的
“

结构理论算子
,
的正定性和

“

能量嵌入算子
” 的紧致性的统一

证明
.

特别是这些结论适用于具有一般的边界条件
,

如固定
、

铰支
、

自由
、

部分可动边

界和它们的组合的壳体以及组合弹性结构
.

尤其具有重要意义的是
,

作为这些结论

的后果
,

结构理论 中平衡 问题和固有振动问题的弱解的存在性
,

以及 R i tz 法的运用

是有保证的
.

一
、

引 言

下述两个重要性质早已得到证明
L,

,
2 , : 对于广泛的边界条件

,

三维弹性力学算子
` )是正定

的 ;弹性力学中位移函数组成的其模为两倍应变能的平方根的空间中的有界集
,

对应于其模为

两倍动能系数的平方根的空间中的紧致集
2)

.

人们相信
,

对于各种结构理论
,

例如梁
、

板
、

壳等理论的两类算子的上述性质
,

可以基于各

自的方程和边界条件
,

用不同的方法加以证明
.

但是这样做对于处理复杂的结构
,

例如任意壳

体就相当困难
,

对于组合结构尤甚
.

虽然一些问题已经解决
〔3 一 7了, 但仍有一些未尽的重要工作

.

1 9夕5 年 B er 二 d ou 和 ic ar let
〔6 , 给出了具有固定的边界段的壳体理论纤 子的正定性

,

19 8 0 年武

际可 工7口处理 了简支边界壳的情形
.

木文借助于力学背景处理这个问题
,

!列明了行之有效的结构理论 :
一

扫的允许位移场
、

应变能

和动能表达式都可以通过引进适当的简化假设而从弹性力学的相应量得到
,

并且证明了弹性

力学算子的正定性和能量嵌人井子的紧致性在这些结构理论中被保留为相应的性质
.

这个结

论适用于广泛的结构理论
,

包括各种类型和壳体和组合结构
.

作为上述结论的直接后果
,

结构

本文 l , 8斗年 8 月 18 日收到
.

l) 所谓三 维弹性力学算子
, 是指弹性力学中以位移表达 的平衡方程中的微分算子

.

后而将提到的结构理论算子 与此羚

似
.

2 ) 为了说明简便
, 这样的两类空 间可以分别称为应变能 模空间和动能模空间

.

以相 同的元素建立起来的由前一空间到

后一空间的映射是 一个线性算子
.

虽然这类算子在力学上常被用到
,

但没有名称
.

本文晒 且称它 为能 鼠嵌入算 子
.

于是
, 应变能模空间中的有界集对应于动能模空间中的紧致集这样一个性质

, 可简单地表达为能 鼠嵌人算子是紧致
的

.

另外 , 由弹性力学算子的正定性可知
,

能量嵌人算子是有界的
.
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理论中平衡问题和固有振动问题中的弱解的存在性
,

以及 iR tz 方法的运用是有保证的
.

二
、

两个辅助定理

容易证明下面两个泛函分析的简单结论
.

考虑三个内积空间 X l , x Z

和 x 3 ,

以及后两者的

子空间 双 和 x s
.

X , 的内积用 <
· ,

·

>
;
表示

,

模用 11
·

! 1
,
表示

,
x

:

上有一个线性
、

对称的正算

子 A
.

构造一个新的内积空间 X
; ,

其中任意两个元素
: , 夕的内积 定 义 为 <

、 ,

户
;

一 <
,

介
,

户
,

.

定义算子 乙
, : X

4

” X :

为相同元素的映射
.

如已有两个一一对应的 算 子 兀
、 :
双 一 x

和 乙
2 : x

3

、 X
Z ,

并且定义算子 乙
2

的限制

T石
2

~ T 3 2

l
x` : X S” X签

.

于是存在一个一一对应映射 几
,

一 ( T乳犷
` T扩乙

、 , X
4

” X二
.

辅助定理 1
.

若算子 几
; ,

熟
2

和 讯
3

都有界
,

则算子 乙
:

也有界
.

此定理图示于图 1
.

考虑分别作为空间 X ` ,

耽 和 叉三
,

对应的四个算子

X
。 , X 3 , X ; ,

T ; 。 , T 32 , T Z z

X百和 X二的完备空间的 H i lb e r t 空 j’ed 无: ,

又
2 ,

无
3 ,

无
; ,

和 于
2
5可分别由算子 几

3 ,

3T
2 ,

乙
l

和 乃
2

导出
,

其中

于压
2

是 于
3 2

在区域 无5的限制
.

辅助定理 2
.

若算子 瓦
3

和 熟
,

有界
,

算子 于
32

紧致
,

则炸子 瓦
,

~ 元 j 乳瓦
,

也紧致
.

此定理图示于图 2
.

三
、

关于弹性结构的定理

在梁
、

板
、

壳和其它一维或二维结构的理论中
,

广义位移向量用 。 ( F ) 表示
,

其 中 F 是结构

为中而或中心线所占区域
.

对于某一特殊理论
,

所有的允许广义位移 w 组成一函数集 u
: ,

它

是该结构理论算子 A
;

的定义域
.

按下述方法可在 U
:

上定义三个内积空间
.

第一个内积空间表示为 队
二 ,

相应的模是

。 l}; 一 (叨
,

。 >
,

一 {
_

。
·

。 、 : ,

又尸
( 1 )
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它与平方可积空间 L ’ `F ) 的模一致
.

队
:

称为该结构理 沦的位移空间
.

认
,

的完备 瓦
:

是 H nb以

空间
.

第二个内积空间表示 U p , ,

相应的模定义为两倍应变能的平方根
,

即

}}。 !}二
,

~ 2万
,

(田 )
,

( 2 )

其中二次型 II, 是结构的应变能
.

对于所有行之有效的结构理论
,

算子 J
,

是线性
、

对称和正的
.

U , ,

的完备 U , 了 ,

称为该结构理论的应变能模空间
.

第三个内积空间表为 U *
、 ,

相应的模定义为该结构的两倍动能系数的平方根
,

即

}1̀ {}是
,

~ Z K
,

( 。 ) 一 ( , 。
,

功)
了 ,

( 3 )

其中 K
,

和 。 分别为结构的动能系数和广义质量密度
.

u 、 ,

的完备 对*
、

称为该结构的动能模

空间
.

由相同元素建立的从 u , ,

到 认
,

和从 石, , 到 万* ,

的映射分别记为

T , , , , : : v , , 、 U
, 、 ,

`4
a

)

了* : ,

、
百 : v 。 ,

、 口 *
, .

(斗b )

乙
, ,

, , 称为该结构理论的能量嵌人算子
.

在结构理论中有这样两个重要的数学问题
:
算子 几

。 、 、

是否有界 ? (或者
,

等价于
,

结构

理论算子 刀
,

是否正定叻进而
,

算子 几
: ,

,
,

是否紧致 ? 本文利用结构理论和弹性力学间的关

系来解决这些问题
.

事实上
,

一个同样的结构可以用弹性力学作更精确的分析
.

这样
,

弹性体的位移可以用三

维向量场 。 (。 ) 描述
, 口是弹性体所占区域

.

所有允许位移 。 红1成函数集 u
, ,

它是弹性力学

算子 月
。

的定义域
.

同前面在结构理论 中的讨论一样
,

可以在 U
巴

上构造三个内积空间
,

并形成

三个 H d阮 rt 空间
.

第一对是弹性力学的位移空间 u
了。

和它的完备 瓦
, .

这对空间的模定 义为

,Z、 ,2
一ó少百`Z、

u {!:
亡

一 ( 。
, 。 )

。

一
(

。
.

。 、 。
.

夕貂

第二对是空间 u , 。

和它的完备 对, 巴
,

其模定义为
:

{!。 }{圣
了

一 Z ll
e

( 。 )
,

二次型 几
.

是弹性体的应变能
.

H ilb cr : 空间 厅
,
1。

称 为弹性力学应变能模空间
.

第三对是空间 v *
。

和它的完备 石*
。 .

其模定义为
:

}{。 {}是
:

一 2 `
:

( 。 ) 一 <p 。
, 。 沐

,

其中 K
己

和 “ 分别是弹性体的动能系数和质量密度
.

H il比 rt 空间 百扮

空间
.

( 7 )

称为弹性力学的动能模

对于实际的弹性体
, ’

常有 m泊 p ) c > o , m ax
p 有限

.

于是

(。 i: 1 夕 ) ( u
, 。 >

。

镇 <p u
, 。 )

t
,

毛 (
,。 a x p ) <u

,
u 沁

.

所以 U
, 产

和 U *
。

是等价模空间
,

在许多情况下不需加以区别
,

相同元素建立的从 u * 。

到 队
。 ,

和从 右, : 到 百裕 的映射表示为 :

几
。 , 、 。 : U 。 。

一 U
, 。 ,

了 。。 ,

灸
。 :

算子 T 。
,

,
。

称为弹性力学的能量嵌人算子
.

U , 。

, U决
。 .

( 8
。

)

( s b )
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已经证明 〔, ,z]
,

对于下面的边界条件
,

各向同性和各向异性的弹性力学算子
/ f

`
.

是正定的

(也就是 T 。 。 二 有界 )
,

这些边界条件为
:
位移向量为零 ; 自由边界

` , ;法向位移和切向力为零 ;

切向位移的法向力为零 ;上述四种的组合
.

现在
,

让我们指出结构理论和弹性力学间的基本关系
.

行之有效的结构理论是弹性力学

在某种情况下的近似
.

一般地说
,

它可由弹性力学引进适当的假设而导出
.

实际上
,

结钩理论

中的允许位移集和能量模可以按下面的办法有规则的导出
.

( 功 在 U 必 中引人某些约束
,

使 。 依赖于 ` :

“ 一 丁
, J , , ·

叨
,

V叨 〔 U ;
了 .

( 9 )

当 叨 遍及结构理论的位移集 认
,

时
, “ 遍及 认

。

的子集 矶
。 .

U
, ,

和 U下
。

分别是算子 戮
, , 。

的

定义域和值域
,

对于结构理论中给定的边界条件

r 奋切 }
。 , ;

~ 0 ,

( 10 )

经映射 ( 9 )式
,

得弹性力学中对应的边界条件

r二u !
。 ,。 一 0

.

( 1 1 )

( 2 ) 结构理论中的应变能可从弹性力学经两步而得到
.

首先
,

将位移约束在子集 姚
,

上
,

得到

fl 二一 11 二(功 )
,

v 。 〔 v
, , ,

一般说来
,

用于实际问题
,

:II 是过大的
.

所以一些补充的应力分布的假设被引进
,

从而得到用

于结构理论中的应变能 IJ, (。 )
,

而

刀
,

( 。 ) 廷 fl 二(。 )
,

v 。 〔 U
, , .

认识到下面的性质是主要的
.

刀
,

(叨 )和 ;IJ (切 ) 都可看作源于弹性力学的三类变量的广义

应变能 aII (
。 , 。 , 。 )

.

一方面
,

对应变
。
求 H ,

的极小得到弹性力学二类变量的广义应变能

刀名

(口
, u )

,

再对应力 a 求 几 的极大得到通常的弹性力学的应变能 几( 。 )
.

然后经 ( 9 ) 式的位

移约束得到 :IJ ( 。 )
.

另一方面
,

在结构理论中按结构理论对应变
。
作近似后对

.
求 刀 3

的极小
,

得到 几关口
, u )

.

再对应力 口 作近似后对 。 求 殉
,

的极大
,

得到 几 ( u )
.

最后对位移作近似即

( 9 )式
,

得到结构理论的应变能 几 ( 。 )
.

因而对应于 愁 (。 )和 7sI ( 。 ) 的密度都可表为结构的

广义应变 (结构位移 叨 和它的导数的线性组合 ) 的代数正定二次型
,

它们的区别只是系数不

同
.

由于独立的广义应变的个数又是有限的
,

因此 几 ( 。 ) 和 坎( 。 ) 被用于定义模时它们是

等价的
.

这样
,

我们得到重要的不等式

刀二) 刀
;

李 a ,

凡
,

( 1 2 )

其中
。 是非零常数

.

( 3 ) 结构理论中的动能可通过将 。 约束到子集 矶
。

上
,

从弹性力学的动能直接得到
,

或者
一

再略去表达式的某些正项
.

所以总是有

嵘 ) K
, ,

( 1 3
a

)

即

<
。。 , tt >

。

) ( 。 。 , 。 )
, ,

V . ` U
, 5 .

( 13 h )

O 当边界条件允许某些刚体位移时
,
应该在允许位移中消去它们

.
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现在我们利用第二节中两个辅助定理
,

取

X ,

一 U
、 、 , X Z

一 U
, 亡 ,

X 3
= U , 尸 , X ;

一 U ,
1、 ,

X 、

一 U 女
, , X Z

= U 夜
。 ,

X 。
一 U 。`

.

,

X 4
一 U , , ,

A 一 A
, ,

T Z工

一 T
, 。 , , ,

~ ( T
, , , 、 e

)
一 , ,

T 3 2

一 T , 。
,了。 ,

T 4 3

一 T 。 , , , 。 : U j, , ” U ;
, ,

T ; :

~ T , , , , : ,

T Z;

~ T *
亡 ,

*
;
: U定

,

一 U *
,

T Z ,

一 T , 尸
,

*
.

: U )]
·

J

一 U ,
, ,

T o 3

~ T , , , , 巴 : U , 、 ” U ;
巴 ,

T ; ,

~ T 。 , ,

*
, : U 。 ,

” U *
, ,

其中每一个 于是对应的算子 T 的有界线性扩张
.

如果弹性体的边界条件使得弹性力学算子 A
亡

是正定的
,

而 几
。 ,

*
己

是紧致的
,

辅助定理中

的条件就得到满足
.

可以验证如下
.

注意到 ( 1 3 ) 式
,

有

<。
, 。 >

。

) 一卫一 (
。 u , 。 >

己

)
一

卫一
-

<。 。 , 。 >
;

l r a X P 1l l a X P

》 卫1竺
.

竺 <。
, 。 >

, ,

v 。 。 v
; ; .

( 1 4 )
m a X P

这表明算子 兀。 , ,

是有界的
.

分别地作为 ( 1 3 ) 和 ( 1 2 ) 式的结果
,

算子 T 、
,

*
,

和 T 。
, p 。 是有界的

.

这样
,

我们得到
:

定理 1
。

对于具有给定边界条件的弹性结构
,

如果对应的弹性力学中的边界条件保证弹

性力学算子 A
。

正定
,

则在给定边界条件下的结构理论算子 A
,

也是正定的
.

定理 2
.

如果定理 1 中考虑的边界条件保证算子 乙城
,

的紧致性
,

则算子 几城
,

也是紧

致的
。

定理 1 和定理 2 分别表示于图 1 和图 2
.

四
、

几 个 例 子

( l) 薄板理论
.

在经典薄板理论中采用了 iK cr h ho ff 假设 : 垂直于变形前的中面的直线

段仍然是垂直于变形后的中面的直线段
.

另外还采用了垂直中面的法应力为零的假设
.

在运用三类变量广义变分原理从弹性力学推导板的理论的过程中
,

需要采用下列三类假

设 :

口

口x

旦 }
` (

x ,
, ) 一 `

, ! ,

二` ,

d y }

( 1 5 )

( 16 )

勺作2
1一一

了

l
J.t、 .̀..卫

L

一一

赴.̀l、r刁lesJ邵t,川
`

!
` ..lwet

一一U

关于应力的假设
:

!
『 !

) ! 入了
二

1
! 1 1 2之 l

、 ,

[ 1 2 2 一 ,

凡 J y 了 ~

—
戈 Z、全 v

产~
-

—
l ly ,

1 l h
。

}
_

l h
,

Lr
: , J LM

: ,
j

口
二

~ 0 ,

公 y ·

不一 三 f
l 一军、平口

,

不
,

丁 : 二 J Zh \ h
`

/ t g
二

J
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其中 滩为板的厚度
.

关于应变的假设
:

-梦

1 一 公

0

一 p

1 一 妙

0

(1 7

首先按上节 (2) 中所述性质
,

考虑凡 和 几 的关系
. `

弹性力学的三类变量的广义应变能

。 3

(
. , 。 , 。 ) 一 ( 干粤f , 。 一 。 T t。 一 二

:

( v )。 ]零
、。

,

J 习 L乙 」

( 1 8二

其中 A 为弹性模量矩阵
, a ~ A

一 ` , 一

而

I
一 O

。 。 。
a

’

口 一
!

l

—
U U U

— —
l

}
” `

_

” “ ” ,

1
E ( v )一 l

。
李

。
立

。
李 }

.

}
” , ” z

_

” `

}
】 。 。 口 口 d 。 !
1 U U

— — —
U .

}
_ d z 。 , d x

--I

对 。
求 刀

3

的极小值
,

当 。
~

。 a 时得到二类变量的广义应变能

、 .广、 ,2、 J/Q
J

Cll
`1.,上乃̀,妇

了.、了忆、/、二 (口
, 。

卜 {
。

{“
·
( v , U 一

合
a

一 }
“ “ ,

再对 口 求 刀
2

的极大值
,

当 a 一 A E
T
( v ) 。 时得到通常意义下弹性力学的应变能

二( U ) 一
合{

。
( E

·
( v , U , , ( E

”
( v ) U ,“ “

·

然后
,

采用位移假设 ( 1 5 )
,

就得到弹性力学中对应板的变形的应变能
, , 、

1
叮石又砚口 少一 —

2

D ( l 一
,
)

F Z ( 1 一 2二 )
{ (

` :

+ 二 y

)
2

+ ( 1 一 2 ,
) [ (

` 二

一 ; ,

)
2
+ 4 `二, ] }d F

,

其中 D 为板的抗弯刚度
,

而

布二 ~ 一
a

Z留

a x Z

a
Z留

口x a y业封一一凡

是板的变形曲率
.

另一方面
,

在板的理论中
,

先对 。 作近似 ( 1 7) 式
,

代入 ( 1 5) 式
,

对 ` 求其极小
,

当

, 一 D一

{
B

·

ad
·

时得到

丁生 {
。 : , 、

:

。 一

{
,
了

4

。 、 :

}
、 :

F L Z J 沙 ,

。 丁E 了
( V ) d口

,

( 2 2 )

产.1llee
.扭尸.̀吸,é

一+一一
、 ,产

妞口
了、

丸

其中 O 是板的刚度矩阵
.

再采用应力的假设 ( 1 6 ) 式
,

将 ( 16 ) 式代人 ( 2 2 ) 式
,

对 M求其极
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大值
,

当

M D ,Zd

、

!
、

!
了

、 、/l
“一V
`口一口

“一X一夕V
Ja一口a一a

/口
夕

l—
一
十

\ d x

i一2

.....r己..1.es-/

Z一
一é一,力

D

时得到

以a) 一

孔四` F +

!
口

令砂 :[, 豁箭
+

剖
了

+

誓(
` 一

子)
〔口

, ,

Q
·

,

l箭
+

器
,

舒
+

器]
`

l
` “

·

( 2 , )

最后作位移假设 ( 1 5 )
,

得板的理论中的应变能

几 (。 ) 一 生 {
,

,
, 、 r

2 J F

1 f D I
,

~ — 、 一 , 厂

—
SL 尤

x . 1~ 凡 v
少一十

2 J F Z贬l +
, ) L

1 一 v

1 十 ,

一

〔(
·

一
,
2
+ ` ·“· 〕

}
、 :

.

( 2 4 )

( 2 1 ) 和 ( 24 ) 式的被积函数都是板的三个广义应变分量
` : , 二 , ,

心
,

的正二次型
,

比较两

式
,

得

竹
, 、 ~ 、 ( l + , 丫 1 一 2 , ) ~

,

J J会多 卫J , ` 多

—
卫1 。

。

1 一 公
( 2 5 )

至于板的动能
,

通常为
:

、
,

一 工 {
。 `。 2、 r

2 J F

而
K ; 一习 {

。 、 + ,
「f鱼丫十 r亚、

2

1
、 :

.

2 J F L L \ d x / \ 口 y / 」

所以有
K二) K

了 .

表达式 ( 1劝
,

( 2 5 ) 分别是 ( 9 )
,

( 1 2 ) 式在板理论中的特殊形式
.

( 2 6 )

在弹性力学中有广泛的边界条件都可保证弹性力学算子 鸿 是正定的
,

以及能量嵌人算

子 乙
。 ,

扮
.

是紧致的 (详见下面关于壳的例子 )
.

因此
,

在对应的板的条件下板理论算子 A
,

的正

定性和能量嵌入算子的紧致性是有保证的
.

( 2 ) 薄壳理论
.

在薄壳理论中也采用了 iK
r
hc h of f 假设和垂直中面的法应力为零的假设

.

于是有位移假设
:

1 十 二 。

R i

l + 二
及2

0

一二 卫
- 一

}
“ 工 d ` 1

}{
一

}
一二 卫

-

…万
“ “

犷一 T一
u 。 ·

“ Z d ` :

{}
r一 J

1 _ l

( 2 7 )

在应力假设中
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}c r,

} {N
:

} {M
:

1
叔卜 上之从卜+ 半扬

2

}一 生 N + 2里兰 .M
1 1 滩 l

_

1 h
J

1 1 滩 五,

t口
, ZJ tN

i Z
J IM

i Z
J

其余同 ( 1 6 ) 式
,

应变假设为

_

/
1

{
` 1

1
. _

、
_ 、 ,

.

、

一 0 1— 气 e 2 r
. 1. 行 l ~ O 龟— e 月门

汽 !
。

飞2 1 1 , \ 2 /

\ tZ功 J /

至于壳的结果
,

可以仿照板的理论中的作法导出
.

这里将结果表为更简单的形式
:

、

、夕、 ,
/、 、z、

,
了

QUC7nU
.1.,̀,二,凡J内̀J

/.、了、z̀、了、
“

,

一

合{
g

。 ; 一

孔

E

2 ( l 一
,
) {
(一 + 一 ,

’
+ 1 一 梦

1 + ,

〔(
· 11

一
,
2
+ 二`2

,

}
` “ ,

E

2 ( l +
,
) ( l 一 2 ,

)
{ (

e , :
+

e 2 2

)
2
+ ( l 一 2 二 ) [ (

e , : 一 e 2 2

)
,

+ 了}
2

] }d口
,

I f
, ,

_

K 一 二 ` 、 阴斌d F
,

2 J F

l r
。 , . , / _ 。

二
, 、 , ,

一

K二~ 二 l 【m u合+ I ( 8
`

+ 沙
`

) 」d F
.

Z J 万

易见
,

仍有 ( 2 5) 及 ( 2 6 ) 式的关系
.

壳体的六种典型的边条件列于表 1
.

表 1

壳壳壳体位移边界条件件 对应的弹性力学边界条件件

lllll 固定 : “ 。
二 口

:

二 OOO 固定 : “ 二 OOO

22222 自 由由 自 由由

33333 ( “
。

)
二

二 夕
:

~ OOO u ` ,
~ OOO

44444 u, 二 (
u 。

)
,

二 000 “ 一

= u ,

= 000

55555 铰支 : 即 二 (
。 。

)
:

二 ( u
。

)
,

二 000 强子 。 ,

~ u ,

= 000

66666 ( u
。

)
,

二 ( 。
。

)
;

二 8
:

二 000 强子 “ ,

= O
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已经证明在表中右边的那些边界条件下
,

弹性力学算子 A
。

是正定的
,

能量嵌人算子是紧

致的
.

因此具有表中左边那些边条件的壳体理论的算子 才
,

的正定 性
,

以 及 能 量嵌 人 算 子

了。 ,

*
:

的紧致性能得到保证
.

( 3 ) 梁
.

梁的经典理论 中

a

口z

口
一 y

~

二 一

口之

_

…}一
了

! 一“

“
X一

厂||||||
tó

ù妞

不等式 ( 12 ) 为特殊形式

~
,

、 一 ( l + 二丫 l 一 Z v ) 一
诬J仑

`
多 立J ,

~

一
注1奋

。

1 一 公

( 3 2 )

( 3 3 )

( 4 ) 具有剪切变形的各向异性板
.

各向异性板可看作具有平行于中面的对称面的各向异

性弹性体
,

应力
一

应变关系是

d l Z ` 16
一

1}
二
1

d 22 J 26

【} 一 }一 己 ’ ,

d
2 6

d
6 6

J t了
x y
j

yC一一

1、.J附为尤yZ了丫
`

!
、 IL、 1...̀J

r、写一CC

dddC̀

一一一一

吸丙杨爪喻
ùJ.....、 、..̀.
、

r,、 t

在位移
、

应变
、

应力的假设中
,

一 了
, , ,

” 切
s

( 3 4 )

丸丸阳!
`飞

l
、ù ..........J

0 0 1

rl
. .

ee
...L

óa

「了
, :

I f 丫
,

)
、 r 一 l r ~ 7

。

L了
z x , ` y

x ,

其余各式与 ( 1 6 ) 和 ( 17 ) 式 中的相同
.

应变能的结果是

二 一

刽
:

(釜
、 “ + `

、 小
F ,

。
,

一

含{
:

( H
了

D “ + , ’。 ,̀ 尸
,

其中 D
,

C 为各向异性板的弯曲
、

剪切刚度矩阵
.

因 刀二和 11
,

的被积函数都是 H 和 y 的分量的正二次型
,

所以不等式 ( 1 2 ) 成立
.

(劝 组合结构
.

对于梁
、

板
、

壳
,

以及其它结构和二维或三维弹性件组合而成的组合结构
,

它的应变能和动能是它的元体的相应量的总和
.

如果不等式 ( 1 2 ) 和 ( 1 3 )式对每个元件成立
,

则对组合结构也成立
.

所以定理 1 和定理 2 也可用于组合结构
.

应意注一个有用的情形
,

组合结构元件的交接处的中面形状不必要求是光滑的
,

包括壳体

中面可以不光滑
,

因为三维弹性体的边界表面只需要逐片光滑
.

王仁
、

姜礼尚
、

应隆安
、

武际可等教授
,

对本文提出了宝贵的意见
,

作者在此一并表示感谢
.
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