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关于 Mor se 对度量传递性的猜想
*

’

丁 同 仁
( 北京大学数学系

, 北京 1 0 0 8 7 1 )

摘
一

要

度量传递性蕴含拓扑传递性为二 已知的结论
.

然而
,

反之如何
,

则是一个没有得

到解决的问题
.

在 19 4 6 和 19 7 3 年
,
Mor se 曾先后两次提到这个 问题

,

并猜想说
: 对

于解析系统或具有某种光滑性的系统
,

上述逆定理恐怕是对的
.

本文对几乎处处解

析的 (C 叫 系统否定了 M or se 的猜想
,

而对二维环面上的解析系统证实了他的猜想

是正确的
.

关键词 : 度最传递性
,

拓扑传递性
,

常微解析系统
,

M O r se 猜想

一 己 1
.

会 ,
、 J

二
二刀

设在
。 维的紧致流形 M上有一个动力系统 ft

.

如果 ft 有一个在相空间 M内到处稠密沟

运动轨道
,

则称该动力系统是拓扑传选的
.

iB kr h o ff 首先在环面 厂 上给出这种拓扑传递性

的例子
.

iB kr ho ff 和 Sm it h IL] 还定义了度量传递性
,

即 : j’ 是变量传递的
,

只要它的任何不变集

A 的测度等于零或者等于空间 M的测度 m es ( M )
.

不难证明 : 度量传递性蕴含拓扑传递性
.

但是
,

这个逆命题是否成立呢 ? 这是一个尚未解决的问题
.

M or s e 在 19 4 6 和 1 9 7 3 年 (文献

[ 2
, 3 )J 曾先后两次指出

: 非常需要对这个逆定理进行肯定的或否定的证明 ; 在不解决上述逆

定理是否成立的问题之前很难对 iB kr h of f 的各态经历定理在统计或符号动力系统的数学中

的重要性作出正确的评价
.

另外
,

M o sr e
还对这逆定理作了下述猜想

: 对解析系统或具有某

种光滑度的系统
,

它恐怕是正确的 一

在本文的第二节中
,

我们将在
。
维的环面 户 (

, ) )z 上构造一个几乎处处解析的 C〔“ ’ 动

力系统
,

使它具有拓扑传递性而没有度量传递性
.

因此
,

这是一个反例
,

对几乎处处解析的

(C 叫 动力系统它否定了上述 M o r s e 猜想
.

而且
,

根据我们同样的沟造法
,

还可以直接证明下

述定理 1 和 2
.

定理 1
.

设M 为一紧致 的
,
维 (C价 流形 (

, ) 2 )
.

如果在 M上有一个具有拓扑传递性

的 c( 刁 动力系统 ( r ) l )
,

则在M上可以找到一个 口曰
动力系统

,

使它也具有拓扑传递性
,

本文 1 9 8 8 年 12 月 2 3 日收到
.

* 国家自然科学基金和国家教委博士点基金资助项目
.
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但没有度量传递性
.

定理2 .设 M为一紧致的
n

维解析流形 (
” 》2 )

.

如果在 M上有一个具有拓扑传递性为

解析动力系统
,

则在 M上可以找到一个几乎处处解析的 口叫 动力系统
,

使它具有拓扑传递

性
,

但没有度量传递性
.

在第三节中
,

我们还将证明下述结果
.

定理 3
.

对环面 产 上的解析动力系统而言
,

拓扑传递性蕴含度量传递性
.

注意
,

定理 3 是在环面 尸 上对解析动力系统的 Mor se 猜想所作的一个肯定的回答
.

至
-

于一般
”
维流形上的解析系统

,

M
o sr e 的猜想仍未得到证实

.

无疑
,

这是一个更困难的问题
.

二
、

非解析的动力系统

1
.

令 产 为 ,
维的环面

,

它具有下述性 质
: 若 x

~ (
二、 ,

…
,

` ) 和 y ~ ( y
、 ,

…
, y

.

) 是

户 内的两个点
,

则
二
~ y 当且仅 当

x , 二 y , ,

( m od l)
, ` 一 1 ,

…
, 。 .

由于对 1维动力系统

而言
,
Mor se 猜想总是正确的

,

因此我们不妨只考虑
n ) 2 的情形

.

本节的目的是要在 T’ 上

构造一个几乎处处解析的 c( 叫 动力系统
,

使它具有拓扑传递性
,

但没有度量传递性
.

为此
,

先取一常数向量
t, 。
~ ( l

, 二 ,

…
, 二 ` 一 “

)
,

其次
,

由公式
, (幻 ~ , 。 ,

对一切
x 〔 丁

. ,

在 r
,

上定义一个向量场 城
·

)
。

然后
,

我们得到一个常微系统

粤 一 ,
(
二 )

,

(
二 * r

·

)
,

4 盆
( l )

它产生一个解析的动力系统

f
,

(
, ) 一 x + , , 。 ,

(
二 〔 T

t

)
。

( z )

不难证明动力系统 ( 2 ) 的每一运动在相空间 7’. 中的轨道是到处稠密的
.

为了确定起见
,

我

们考虑一个特殊运动 尹( 0)
,

令它的轨道为 r 。 ,

则 r . 在 .T 内是到处稠密的
.

取 T
.

的二个 (
。 一 l) 维的截面

:

占: 一 { : 贬 T
.

}x
、
~ 0 }

和

、 一 {
二 。 .T {

二

一 马
.

` . 2
,

则轨道 r 。 与 S: 和 凡 分别相交无穷多次
,

它们的交点分别为

朽 ~ if ( 0 ) 和 , , ~ il
+ 全( o )

,

其中 夕为任何整数
.

注意
,

交点

, 一 勿 + 上
, . ,

2

而且区间

f
_ 甲

。

!
_

.
_

。 , , 1 1
L乃

, q萝J
`

~ 、 x 贬 J l x ~ iP 宁 s F o , U

气
s 、 一 r

` 1 2 ,
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~

一
一

.

一
- - - - -~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ . . . .

一
一一

一一
“ . 口

是 : .
在 : :

和 sz 之间 f
。 、 二: 、 与以 。 和 , , 为端点的 一个弧段

.

\ 2 1

令 m 。
式

·

) 和 m se *(
·

) 分别表示 了
.

和 T一
`

内的 eL be s q ue 测度
,

则有

m e s
( T

,

) ~ 1 ,
m e s

( 5
1

) 一 m e s
(又) ~ 0 ,

m e s *
( s

:

) ~ m e s *

( zS ) ~ 1
.

现取一个常数
c > 。 ,

使得

2 C

l + 互
Z习ō

另外
,

对任何整数 天
,

在 sl 内以 入 为中心作一开球 凡
,

使得

m e s *

(刀。 ) ~
1 十 犷

由此可见
,

集合

B 一 U
B 。

在 s , 内是一个开集
,

它在 s : 内的测度满足

o < m e s *

( s ) < 上 ;

因而集合

F : : = S : \ B

在 凡 内是一个闭集
,

它的测度满足

上 <

2

m e s *
( F

,

) < l
。

然后
,

对应于 S: 内的闭集 F : ,

在 sz 内规定一个闭集

F Z一

{
· 。 T

·

一
, 十

专一
, e F l

因此
,

我们有

m e s *
( F

:

) ~ m e s *
( F

l

)
.

而且
,

动力系统 ( 2 ) 的连接 F :
和 户:

的所有在 S: 和 凡

T
.

内的一个闭集

之间 (
。 、 : : 、 马 的轨道弧组成
\ 2 /

: 一 }
二 。 :

·

】
二 一 ; + , , 。 , 。 、 : 、 粤

, , 。 r `

}
` 份 乙 ,

它的测度为

m e s
( 石 ) 一 土 m e s *

( F
:

)
.

Z

因此
,

我们有

生 < m e s
( 石 ) < 1

.

4

注意
,

集合 F 一 F . U F :

在 T
,

内是闭的
,

而且

m e s
( F ) ~ 0

.

( 3 )
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2
.

由于 F在 户 内是一个紧致集
,

我们可以找到一个 (C ” 光滑的函数

口: T
.

、 [ 0
,

co )
,

使得

8
一 ,

( o ) ~ F ( 4 )

(参考文献 [ 4 D ; 即当
二 〔 F 时

,
0 (幻 一 ;0 而当

x ( T ,\ F 时
, 0〔幻 > 。

.

而且
,

利用

w hi t ne y 定理 [’J ,

我们可以改造上述函数 口(
·

)
,

使它在 户 内是几乎处处解析的
,

而仍保留

性质 (钓 和 (C 叫 光滑性
.

这样
,

我们就得到一个几乎处处解析的 c( ` 向量场

, (
军 ) 一 8 (劣 ) t, (劣 )

,

(
x 〔 T

,

)
.

集合 F 的每一点都是向量场 。 (
·

) 的奇点
,

而对集合 (户 \ F ) 的每一点 y ,

向量 , (刃 是

非蜕化的
,

而且它与 t,( 力 有相同的方向
.

现在
,

考虑常微系统

d x

d t

。 ( x )
,

(
x 任 T

,

)
,

( 5 )

它产生了一个几乎处处解析的 已叫 动力系统

g
`

(
·

) : T
`

、 T
O .

( 6 )

根据上述集合 F 的结构
,

f’ ( 0) 的轨道 r 。
没有接触到常微系统 ( 5) 的奇点

.

因此
,

(匀 式的

运动 gt ( 0) 和 ( l) 式的运动 f
,

( 0 ) 有同一的轨道 r 。
,

它在 户 内是稠密的
.

这就是说
,

动

力系统 ( 6 ) 是拓扑传递的
.

另一方面
,

由于 F 的每一点都是 ( 5) 式的奇点
,

我 犷1有

g ,

( F ) ~ F ,

(
, 〔 R )

.

( 7 )

而对于集合 ( E \ F ) 的任一点
x 。 ,

存在唯一的开区间

( ,
, 。 ) 一 }

二 。 :

{
二 一 , +

; , 。 , o < , < 冬冬
L I

_

乙 ,

它包含 、 点
,

其中 , 是 F : 的某一点
,

而 , 一 , 十 粤
, .

是 F :

内的一点
.

注意
~ 一 一

一 ’
-

一

” 一
-

-

一
’

一 ` 一

2

E 一 U (户
, 。 ) U F

.

P ` F .

由于 ( p
,

妇 是运动 ft ( x0 ) 的一个轨道弧
,

而且它不含 ( 5) 式的奇点
,

因此 ( P
,

刃 是 梦( x0 )

的轨道
.

由此推出

g
`

( (户
, 宁) ) ~ (户

, 宁)
,

( , 〔 R )
,

它与 ( 7 ) 式一起蕴含
:
集合 E 是动力系统 ( 6) 的一个闭的不变集

.

再利用 ( 3 ) 式就知道
: 动

力系统 ( 6) 没有度量传递性
.

因此
,

对于几乎处处解析的 c( 叫 动力系统
,

由 ( 6 ) 式规定的动力系统否定了上述 M Or s 。

对度量传递性的猜想
.

最后
,

对于定理 1和 2 的证明
,

我们只需作如下的注解
.

设常微系统

立 ~
“ ( 二 )

,

(
x o M )

碑才
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有一运动 j’ ( P0 )
,

其轨道 r 。

在
” 维的紧致流形 M内到处稠密

.

则在 r 。
上可以取两点 p

。
和

p
,
一 jr (两 )

,

其中
,

是一个充分小的正数 (或负数
,

则 }
r
! 充分小 )

,

而且在 p。 点和 对 点分

别取 r 。
的两个局部的 (

, 一 l) 维的横截面 S ,

和 又
,

它 ff] 组成上述动力系统的一个局部轨

道管子的底面和顶面
.

然后
,

我们可以应用上面类似的方法构造集合 F :

c s : 和集合 F :

c 凡
,

如此等等
.

这样一来
,

定理 1和定理 2 的证明就是显然的了
.

三
、

环面 产 上的解析动力系统
,

”

本节将证明在第一节中叙述的定理 3
.

为此
,

考虑常微系统

李 一 “ ( 戈 )
,

(
: 。 : 2

)
,

4 t

~ (
“ ;

(尤 )
, 处。 ) ) 是

x 一 (
x : , x Z

) 〔 T
,

的解析函数
.

( 8 )

其中
u (万 )

传递的
.

假设常微系统 ( 8) 是拓扑

要证系统 ( s) 也是度量传递的
.

我们的证明可分以下的步骤
.

第一步
.

因为由系统 ( s) 所定义的动力系统 t’ 是拓扑传递的
,

所以存在一个运动 f’ ( 0P )
,

它的轨道 r 。

在相空间 补 内是稠密的
.

令

h (
x : , 介 ) 一 “ : (

x : , 朴 ) + 粥(
x : , : 2

)
.

则函数 ` 对 (
x : , xz ) 〔 厂 是解析的

,

而且常微系统 ( s) 的奇点集合为

F ~ { (
x ` , xz ) 〔 T

,

1人(
x : , 朴 ) = o }

.

显然
, F 是 尹 上的一个闭集

.

注意
,

稠密轨道 r 。 不能与 F 相交
.

因此
,

F 没有内点
.

再利

用 w e i e r s t r a ss 的预备定理 l5J ,

不难证明
: F 只包含有限个孤立点和有限条 (逐段 ) 解析的闭

曲线
.

第二步
.

假设 F 包含一条闭的曲线 J
.

则 J 至少有一分支 J : ,

它是简单的闭曲线
.

如果

J , 在 介 上可以收缩到一点
,

则 J : 把 zT 分割成两个开区域 D ,

和 马
。

因为 r 。 不能与 J : 相

交
,

所以我们有

r 。

仁 D ,

或 r0 仁 D 2 .

这蕴含 r 。
在 护 上不是稠密的

.

这是矛盾的
.

因此
,
J
:

在 产 上不能收缩到到一点
.

现在
,

取一点 广 。 zT
,

它不是系统 ( s) 的奇点
.

因此
,

通过 *P 点可以作一个很短的直

线段 L * ,

使得系统 (的 的向量场在 L *

与 L *

横截
,

而且以 广 为中心作一小圆盘 D ( P
*

)
,

使得系统 ( s) 的每个运动 只要进人 D ( P
*

) 就必定正向 (或负向 )横截穿过 L * .

由此推出
,

轨

道 r 。 必定与线段 L *

无穷多次横截相交
,

取 P
,

和 九 是其中两个这样的交点
,

而且 八 是

P: 的一个后继点
,

即

户
:

~ f
`

(户
。
)
, 户: = f

’

(户
。
)

,

其中常数
r 小于常数

, ,

而当 r < , <
`
时

,

运动 尸( 0P ) 不与 L布相交
.

令

I* ~ {
x 〔 T ,

!
x
~ f

`

(夕
。

)
, r 《 t ( s }

,

它是 r 。

的一个闭弧段
.

令 ( P
: ,

zP ) 为 L * 上的开区间
.

因此
,

我们得到一条简单的闭曲线

人 ~ I * U ( p
: ,

色 )
,

它不能与 J : 相交
.

假定 几 在 产 上可以收缩到一点
.

则 几 把 产 分割成两个开区域 ` ,

和 矶
.

根据

J Z

的构造可见
,

运动 t, ( 0P ) 最终将通过 ( p
: ,
如 ) 而进人 G :

或 G Z ,

而且永远停留在那里
.
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这与 f’ ( P0 ) 的轨道 r
.

在 尸 上稠密的假设不能相容
.

因此
,

闭曲线 J : 不可能在 厂 上收

缩到一点
.

这样
,

我们在 2T 上有两条互不相交的不可收缩 (于一点 )的闭曲线 J : 和 J
: .

因此
,

它们

把 尸 分割成两个开区域 D
:

和 D : .

注意
,

运动 ft ( 0P ) 不能与 J : 相交
,

而且当 :
充分大时它

与 J: 也不能相交
.

因此
,

运动 f’ ( 0P ) 将最终停留在 D :

或 D Z

内
.

这也是不可能的
.

这矛盾

证明了集合 F 不可能包含任何闭曲线
.

因此
,

我们推出: F 或者是空集
,

或者包含
`

个孤立的点
,

即

F ~ { q
: ,

…
,

q
,

}
,

( l ` ! < co )
.

第三步
.

这一步的目的是证明一个有用的引理
.

设常微系统

粤 一 , (劣 )
,

(
二 。 : ,

)
浮 t

( 9 )

( 10 )

其中 , (幻 对 x 〔 zT 是连续的
,

并设这系统满足任一初值条件的解是存在和唯一的
.

引理 1
.

设系统 ( 10) 是拓扑传递的
,

则它没有环轨
.

证
.

因为系统 ( 10) 是拓扑传递的
,

所以它有一运动的轨道 r 。

在 尸 上到处稠密
.

假设系统 ( 10) 有一个环轨 J
: .

由于解的序在和唯一性定理
,

此环轨 J : 不能与稠密轨道

r 。

相交
.

利用与第二步中相似的手法
,

我们可以构造一个简单的闭曲线

2 2 一 I * U (夕
, , 户2 )

,

其中 *I 是 r . 的以 p
,

和 p
Z

为端点的闭弧段
,

而开的直线区间 ( p
t , 色 ) 不与 J : 相交

,

而

与系统 ( 10 ) 的向量场 , (
·

) 在 ( P
: ,
色 ) 上横截

.

由此可见
, J Z

也不能与 J : 相交
.

现在
,

我们可以逐字搬用第二步中的论证
,

从而得到一个矛盾
.

这样就证明了引理 1
.

第四步
,

假定 F 是空集
.

再 由引理 1 可知
,

系统 ( s) 是既无奇点也无环轨的解析系统
.

让我们固顾一下有名的 Shc w ar tz 定理 6t] ,

它说 :
任何二维曲面上的 创幻 动力系统的极

小集合只可能是一个奇点
,

或一个环轨
,

或一个环面
.

因此
,

常微系统 ( s) 以整个环面 zT 作为自己唯一的极小集合
.

这样一来
,

它不可能有其

它任何非空的不变的闭的真子集
.

这就证明了系统 ( s) 具有度量传递性
.

第五步
.

假定 ( 9 ) 式成立
.

我们取 F 中的任一点 iq ,

它是常微系统 ( s) 的一个奇点
.

由

于系统 ( s) 式是一个解析系统
,

奇点 价 只有 (有限 ) E ,
个椭圆角推

,
H

,

个双曲角形和 lP 个

抛物角形
.

因为系统 ( s) 有一稠密的轨道 r 。 ,

所以奇点 q , 不准有椭圆角形和抛物角形
.

因

此
,

我们有

E , 一 0 , P ,

= 0 , 11 , > 0
。

从而利用 P o icn a r ` 的指数公式
,

我们推出

·̀ d ( , , , 一
合

( , 一 从 , “ 。 ,

其巾 H ,
~ 2及,

,

而 毛 是正整数 。 ~ 1 ,

…
, `
)

。

再利用环面 产 上的 H oP f 指数定理
,

我们得到
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见 I n d ( , , ) 一 艺 ( l 一 及
, ) 一 0 ,

它蕴含

大
, ~ 1 ,

H
,
一 2

,

(护一 1 ,

…
, :
)

.

这就是说
,

奇点 q , 在它的一个小邻域 N *
(价 ) 内只有两个双曲角形 q (宁

, ) 和 lG (价 )
.

由于 s( )是一解析的系统
,

双曲角形 G :

( q
,
) 和 zG ( iq ) 在

邻域 N
*

(价 ) 内有一条光滑的公共边界 C , , 而且

c , ~ K广U {宁
,
} U K不

,

二

其中 K户和 K不是系统 ( s) 在 N
*

(乳 ) 内的两条轨线
,

它

们分别按正向和 负向趋于奇点 q , (参考图 1 )
.

在 N *

( q
, )

内除奇点 乳 外
,

系统 ( 8) 的所有轨线近乎平行
.

第六步
.

令 约 为 今 在 价 点处的单位切向量
,

取它

;的方向与 K广趋于 宁i 的方向一致
.

又令

入
’

(叻

, * (二 ) ~

“ ( : ) / l
“ (二 ) I

,

当 x ` T ,

\ F
,

夕 , , 当 x
~ q , 〔 F ,

其中 !u( 幻 I 表示向量
“ (劝 的长度

.

则易知 *u (幻 在 zT 上是一个连续的单位向量场
.

然
J

后
,

考虑常微系统

贵一
’
(· ,

,

(
· 〔 丁”

,

( 12 )

它具有初值问题解的存在性和唯一性
.

注意
,

除去 c ,
( j ~ 1 ,

…
,

s)
,

系统 ( 1 2) 和系统 ( s)

的轨道重合 ; 而对于每个 C , ,

就系统 ( 12 ) 而言
,

q , 是一个常点
,

它在轨线 价 上
.

因为系

统 ( s) 的稠密轨道 r 。
不与 F 相交

,

所以它也是系统 ( 12 ) 的一条 (稠密 )轨道
.

这样一来
,

引

理 1 对于系统 ( 1 2 ) 是成立的 ;即系统 ( 12) 没有环轨
.

注意
,

系统 ( 12 ) 也没有奇点
.

因而我

们可以利用文献 7[ ] 中第 1 7 章第 6 节的结果推出
:
在 产 上存在一条简单的闭曲线 K

,

它

与系统 ( 1 2 ) 的每条轨线横截相交 ; 而且由常微系统 ( 12 ) 的轨线诱导出一个从 K 到 K 的拓扑
·

变换 T
.

令 S’ 是对应于变换 T 和系统 ( 1 2 ) 的凝聚点集
.

则由文献 7[ 1 中第 17 章的定理 .3 2 可

知
,

或者 s’ ~ K ,

或者 S’ 在 K 上是一个无处稠密的完全集
.

由于系统 ( 12 ) 有 一 条 稠 密

钓轨道 r 。 ,

我们推出 s’ 一 K
.

这蕴含系统 ( 12 ) 的每条轨道都在 尹 上到处稠密
.

注意
,

系

统 ( 12 ) 的不通过 乳 点 ( j 一 1 ,

…
,

s) 的每条轨道也是系统 ( s) 的轨道
.

因此
,

我们有结

论
:
除了奇点 q i ( j 一 l ,

…
,

0 和其它与奇点相联的有限条轨道 r : ,

…
, r 二 外

,

系统 ( a) 的

每条轨道都在 尸 上稠密
.

令 Q表示由
`

, , , …
, q

,

和 r ` ,

…
, r ,

组成的点集
,

则

m e s
( Q) 一 0

.

注意
,

系统 ( 8) 在 ( zT \ Q) 中的每条轨道在 户 上稠密
.

假设 E 是系统 ( s) 的一个闭的不变真子集
.

易知
, 五不可能与 (产 \ Q) 相交

.

因此
,

我

们有

E c Q
,

它蕴含



59 2中 国 科 学 ( A辑)9 19 0年

m e s
(E) 毛m e s

( Q)
.

由此推出

m e s
(E) ~0

.

这就证明了系统) ( s是度量传递的
.

定理3 由此得到完全 的证明
.
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