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摘要 对于所有的整数 n > 0, Landau 常数和 Lebesgue 常数分别定义为

Gn =

n∑
k=0

1

16k

(
2k

k

)2

和 Ln =
1

2π

∫ π

−π

∣∣∣∣ sin((n+ 1
2 )t)

sin(12 t)

∣∣∣∣dt.
本文给出 Gn 和 Ln/2 新的渐近级数. 基于获得的结果,本文建立了 Landau常数和 Lebesgue常数新的

不等式. 设 f ∈ C[−1, 1], (snf)(x) =
∑n

k=0 akTk(x) 是 f 的 Chebyshev 展开式的部分和. Cheney 指出,

对于所有直到 400 为止的 n 值, 当用最佳多项式逼近替代 snf 时, 精度至多提高一位十进小数. 本文

证明了 Cheney 的论断对于 n 6 191833603 亦真, 而且本文说明了 191833603 不能被更大的整数替代.

关键词 Landau 常数 Lebesgue 常数 不等式 渐近展开式
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1 引言

Landau 常数定义为

Gn =
n∑

k=0

1

16k

(
2k

k

)2

, n ∈ N0 := N ∪ {0}, N := {1, 2, 3, . . .}. (1.1)

Landau 常数在复分析理论中起着重要的作用. 更精确地说, Landau [1] 在 1913 年证明了, 如果 f(z) =∑∞
k=0 akz

k 在单位圆盘 D := {z ∈ C : |z| < 1}内是解析的 (C表示复数集),并且满足 |f(z)| < 1, z ∈ D,

那么, ∣∣∣∣ n∑
k=0

ak

∣∣∣∣ 6 Gn, n ∈ N0, (1.2)
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并且这个界是最佳的. 关于 Landau 常数的历史背景与意义, 参见文献 [2].

Lebesgue 常数定义为

Ln =
1

2π

∫ π

−π

∣∣∣∣ sin((n+ 1
2 )t)

sin(12 t)

∣∣∣∣dt, n ∈ N0. (1.3)

Lebesgue常数在 Fourier级数理论中起着重要的作用. 更精确地说, Lebesgue [3] 在 1906年证明了

如下结果: 假设函数 f 在区间 [−π, π] 上是可积的, Sn(f, x) 表示函数 f 的 Fourier 级数部分和

Sn(f, x) =
1

2
a0 +

n∑
k=1

(ak cos(kx) + bk sin(kx)),

其中

ak =
1

π

∫ π

−π

f(t) cos(kt)dt, bk =
1

π

∫ π

−π

f(t) sin(kt)dt, k ∈ N0.

如果 |f(x)| 6 1, x ∈ [−π, π], 那么,

|Sn(f, x)| 6 Ln, n ∈ N0. (1.4)

如果 f 是区间 [−π, π] 上的连续函数, 那么不等式 (1.4) 的上界 Ln 是最佳的.

Lebesgue 常数与函数的 Fourier 级数及最佳多项式逼近紧密相关. 设 f(x) 是区间 [−1, 1] 上的连

续函数, 它的 Chebyshev 级数是
∑∞

k=0 akTk(x), Tk(x) 是 k 次 Chebyshev 多项式, 记

snf(x) =

n∑
k=0

akTk(x), n ∈ N,

则有 (参见文献 [4, 第 108 页])

∥f − snf∥ 6 (1 + Ln)En(f), (1.5)

其中 ∥g∥ = maxx∈[−1,1] |g(x)|, En(f) 是用 n 次多项式逼近 f(x) 的最小偏差. 王璆和高小彬 [5] 获得了

下面结果:

∥f − snf∥ 6
(
2.36126 · · ·+ 4

π2
lnn

)
En(f), n > 2,

而且他们指出, 当 n 6 1.5× 108 时,

∥f − snf∥ 6 10En(f). (1.6)

这样, 对于所有直到 1.5× 108 为止的 n 值, 当用 f(x) 的 n 次最佳多项式逼近替代 snf 时, 精度至多

提高一位十进小数.

Landau常数和 Lebesgue常数的上下界估计的各种不等式和逼近已经被研究和发展了. 本文给出

了 Gn 和 Ln/2 新的渐近级数. 基于获得的结果, 我们建立了 Landau 常数和 Lebesgue 常数新的不等

式, 也给出了 Lebesgue 常数不等式的一个应用. 应用 (3.25) 的右边不等式, 从 (1.5) 获得

∥f − snf∥ 6
(
1 + c1 +

2

π2
ln

(
4n2 + 4n+

4

3
− π2

36

))
En(f), (1.7)

其中常数 c1 由 (3.2) 给出.

利用 Maple 软件我们发现, 当 n 6 191833603 时,

1 + c1 +
2

π2
ln

(
4n2 + 4n+

4

3
− π2

36

)
6 10.
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这表明, 当 n 6 191833603 时, 不等式 (1.6) 成立.

我们提出下面问题: (i) 是否存在比 191833603 更大的自然数 n 使得不等式 (1.6) 成立? (ii) 是否

存在某个自然数 n0, 使得不等式 (1.6) 对于 n 6 n0 成立, 对于 n > n0 不成立? 回答如下:

将 (3.8) 的左边不等式写成

4

π2
ln(2n+ 1) + c1 +

12− π2

18π2(2n+ 1)2
− 5040− 420π2 − 7π4

10800π2(2n+ 1)4
< Ln.

利用 Maple 软件我们发现, 当 n > 191833604 时,

1 + Ln >
4

π2
ln(2n+ 1) + 1 + c1 +

12− π2

18π2(2n+ 1)2
− 5040− 420π2 − 7π4

10800π2(2n+ 1)4
> 10, (1.8)

于是发现 n0 = 191833603. 因此, 当 n 6 191833603 时, 不等式 (1.6) 成立; 当 n > 191833603 时, 不等

式 (1.6) 不成立. 这样, 对于所有直到 191833603 为止的 n 值, 当用最佳多项式逼近替代 snf 时, 精度

至多提高一位十进小数, 并且 191833603 不能被更大的整数替代.

我们的结果 (n 6 191833603) 比 Cheney [6] (n 6 400)、Rilvin [7] (n 6 2688265)、熊规景 [8] (n 6
86177382) 以及王璆和高小彬 [5] (n 6 1.5× 108) 的结果都好.

2 Landau 常数

Landau [1] 研究了 Gn 的渐近特性, 证明了

Gn ∼ 1

π
lnn, n → ∞. (2.1)

此后, 学者不断获得 Landau 常数的各种逼近. Landau 常数的逼近涉及两个相关方向, 一个是发现

Landau 常数上下界估计的不等式, 另一个是获得 Landau 常数的渐近展开式.

Watson [9] 证明了下面渐近公式:

Gn =
1

π
ln(n+ 1) + c0 −

1

4π(n+ 1)
+O

(
1

n2

)
, n → ∞, (2.2)

其中

c0 =
1

π
(γ + 4 ln 2) = 1.0662758532089143543451101966157 · · · , (2.3)

这里 γ 是 Euler-Mascheroni 常数 (参见文献 [10, 第 13 页]). 在下文中, c0 由 (2.3) 给出. 受 (2.2) 启发,

Brutman [2] 发现了 Gn 的上下界:

1 +
1

π
ln(n+ 1) 6 Gn < c0 +

1

π
ln(n+ 1), n ∈ N0. (2.4)

随后, Gn 的各种不等式和渐近展开式被建立. 例如, Falaleev [11] 获得了新的界

c0 +
1

π
ln

(
n+

3

4

)
< Gn 6 1.0916 +

1

π
ln

(
n+

3

4

)
, n ∈ N0. (2.5)

Mortici [12] 改进了 (2.5) 的上界获得了下面不等式:

c0 +
1

π
ln

(
n+

3

4

)
< Gn < c0 +

1

π
ln

(
n+

3

4
+

11

192n

)
, n ∈ N. (2.6)
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Chen [13] 改进了 (2.6) 的上界获得了下面不等式:

c0 +
1

π
ln

(
n+

3

4

)
< Gn < c0 +

1

π
ln

(
n+

3

4
+

11

192(n+ 3
4 )

)
, n ∈ N0. (2.7)

事实上, 下面逼近公式成立 (参见文献 [13, 14]):

Gn = c0 +
1

π
ln

(
n+

3

4

)
+O(n−2), (2.8)

Gn = c0 +
1

π
ln

(
n+

3

4
+

11

192n

)
+O(n−3), (2.9)

Gn = c0 +
1

π
ln

(
n+

3

4
+

11

192(n+ 3
4 )

)
+O(n−4). (2.10)

基于 Nemes [15] 的结果 (见 (2.14)), 陈超平和成军祥 [16] 拓广 (2.8)–(2.10) 成为一个完全渐近展开式:

对于 m ∈ N, 0 < h < 3/2, 有

Gn = c0 +
1

π
ln(n+ h) +

1

π
ln

(
1 +

m∑
j=1

aj(h)

(n+ h)j

)
+O

(
1

(n+ h)m+1

)
, n → ∞, (2.11)

而且还给出一个递推公式来确定系数 aj(h).

Zhao [17] 建立了下面双边不等式:

1

π
ln(n+ 1) + c0 −

1

4π(n+ 1)
+

5

192π(n+ 1)2

< Gn <
1

π
ln(n+ 1) + c0 −

1

4π(n+ 1)
+

5

192π(n+ 1)2
+

3

128(n+ 1)3
, n ∈ N, (2.12)

这推出了 Watson 渐近公式 (2.2). Mortici [12] 改进了 (2.12) 获得下面双边不等式:

c0 +
1

π
ln(n+ 1)− 1

4π(n+ 1)
+

5

192π(n+ 1)2
+

3

128π(n+ 1)3
− 341

122880π(n+ 1)4
− 75

8192π(n+ 1)5

< Gn

< c0 +
1

π
ln(n+ 1)− 1

4π(n+ 1)
+

5

192π(n+ 1)2
+

3

128π(n+ 1)3
− 341

122880π(n+ 1)4
, n ∈ N. (2.13)

利用文献 [18] 中的一个公式, Nemes 和 Nemes [19] 获得了 Gn 的完全渐近展开式, 他们也猜想了

展开式系数的一个对称性质. 稍后, Nemes [15] 证明了这个猜想. Nemes [15] 证明了对于 0 < h < 3/2,

Landau 常数 Gn 有下面渐近展开式:

Gn ∼ 1

π
ln(n+ h) + c0 −

∞∑
k=1

gk(h)

(n+ h)k
, n → ∞, (2.14)

其中系数 gk(h) 由下面公式给出:

gk(h) =
1

πk

k∑
j=0

((
k

j

)
Bk−j

(
h− 1

2

) j∑
m=0

(−1)j+m

(
2m

m

)2
m!S(j,m)

16m

)
, (2.15)

这里 S(j,m) 表示第二类 Stirling 数, 由下面生成函数给出 (参见文献 [10, 第 78 页]):

(ex − 1)m

m!
=

∞∑
k=m

S(k,m)
xk

k!
,
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Bk(t) 表示 Bernoulli 多项式, 由下面生成函数给出 (参见文献 [10, 第 81 页]):

zetz

ez − 1
=

∞∑
n=0

Bn(t)
zn

n!
, |z| < 2π. (2.16)

Bernoulli 数 Bn (n ∈ N0) 定义为 Bn := Bn(0).

事实上, 对于 h = 0, (2.14) 也成立. Nemes [15] 说明了对于 0 < h < 3/2, 有

gk(h) = (−1)kgk

(
3

2
− h

)
, k ∈ N, (2.17)

这推出

g2k−1

(
3

4

)
= 0, k ∈ N. (2.18)

在文献 [15] 中, h = 3
4 情形已被研究.

文献 [20] 提供了另外一个公式来计算展开式 (2.14) 的系数, 文献 [19] 提出的猜想也已被核实. Li

等 [21] 考虑了一个重要的特殊情形, 证明了

(−1)ℓ−1

(
Gn − 1

π
ln

(
n+

3

4

)
− c0 −

1

π

ℓ−1∑
s=1

β2s

(n+ 3
4 )

2s

)
> 0, ℓ ∈ N, n ∈ N0, (2.19)

而且给出了一个公式来确定系数 β2s, 并说明了 (−1)s+1β2s > 0. 不等式 (2.19) 导出下面不等式:

1

π
ln

(
n+

3

4

)
+ c0 +

1

π

2m∑
s=1

β2s

(n+ 3
4 )

2s

< Gn <
1

π
ln

(
n+

3

4

)
+ c0 +

1

π

2m−1∑
s=1

β2s

(n+ 3
4 )

2s
, n ∈ N0, m ∈ N. (2.20)

前几个系数 β2s 分别为

β2 =
11

192
, β4 = − 1541

122880
, β6 =

63433

8257536
, β8 = − 9199901

1006632960
,

β10 =
317959723

17716740096
, β12 = − 14849190321163

281406257233920
, β14 =

717209117969

3298534883328
.

不等式 (2.20) 给出

Gn ∼ 1

π
ln

(
n+

3

4

)
+ c0 +

1

π

∞∑
s=1

β2s

(n+ 3
4 )

2s
, n → ∞. (2.21)

注意到 (2.18) 成立, 从 (2.14) 和 (2.21) 可得

− πg2ℓ

(
3

4

)
= β2ℓ, ℓ > 1. (2.22)

Landau 常数有其他类型的不等式和渐近展开式. 例如, 文献 [13, 16, 18, 22, 23] 利用 Digamma 函

数, 建立了 Landau 常数的渐近展开式和关于其上下界估计的不等式. 最近, 利用 Digamma 函数和

Polygamma 函数, Chen 和 Choi [24] 建立了 Landau 常数的渐近展开式和关于其上下界估计的不等式.

在文献 [25–30] 中, 我们能发现 Landau 常数的其他渐近展开式和关于其上下界估计的不等式.
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利用 Maple 我们发现, 当 n → ∞ 时,

πGn − πc0

∼ 1

2
ln

(
n2 +

3

2
n+

65

96

)
+

− 3413
368640

(n2 + 3
2n+ 6631657

6880608 )
2
+

− 63330965062657
13636048382853120

(n2 + 3
2n+ 20126145245221969820345

14379932980308662430048 )
4

+
− 11009983923860712024690190773212525810259215993

578801307757156887669276233676715983326486200320

(n2 + 3
2n+ 942873770537510393747513987416523147013548984037886982909311586537443

474968492818178490488559930496880726719368626060492036751560056072992 )
6
+ · · · , (2.23)

这导致我们提出下面问题: 确定常数 νℓ 和 µℓ, 使得

πGn − πc0 ∼ 1

2
ln

(
n2 +

3

2
n+

65

96

)
+

∞∑
ℓ=1

νℓ

(n2 + 3
2n+ µℓ)2ℓ

, n → ∞.

本节的第一个目的是解决这个问题. 第二个目的在于确定最好可能的常数 α 和 β 使得不等式

1

2
ln

(
n2 +

3

2
n+ α

)
6 πGn − πc0 <

1

2
ln

(
n2 +

3

2
n+ β

)
对于所有的 n ∈ N0 成立.

定理 2.1 下面渐近展开式成立:

πGn − πc0 ∼ 1

2
ln

(
n2 +

3

2
n+

65

96

)
+

∞∑
ℓ=1

aℓ

((n+ 3
4 )

2 + bℓ)2ℓ
, n → ∞, (2.24)

其中 aℓ 和 bℓ 由下面一对递推关系式给出:

aℓ = −πg4ℓ

(
3

4

)
+

1

4ℓ

(
11

96

)2ℓ

−
ℓ−1∑
k=1

akb
2ℓ−2k
k

(
2ℓ− 1

2ℓ− 2k

)
, ℓ > 2 (2.25)

和

bℓ =
1

2ℓaℓ

{
1

4ℓ+ 2

(
11

96

)2ℓ+1

−
ℓ−1∑
k=1

akb
2ℓ−2k+1
k

(
2ℓ

2ℓ− 2k + 1

)
+ πg4ℓ+2

(
3

4

)}
, ℓ > 2, (2.26)

这里 gk(h) 由 (2.15) 给出,

a1 = − 3413

368640
, b1 =

2761315

6880608
.

证明 为了证明定理 2.1, 设

πGn − πc0 − ln

(
n+

3

4

)
∼ 1

2
F1(n) + F2(n), (2.27)

其中

F1(n) = ln

(
1 +

11

96(n+ 3/4)2

)
,

F2(n) =
∞∑
ℓ=1

aℓ

((n+ 3
4 )

2 + bℓ)2ℓ
=

∞∑
ℓ=1

aℓ

(n+ 3
4 )

4ℓ

(
1 +

bℓ

(n+ 3
4 )

2

)−2ℓ

,

这里 aℓ 和 bℓ 是待确定的实数.

928



中国科学 : 数学 第 48 卷 第 7 期

利用 ln(1 + t) 的 Maclaurin 展开式, 可得

F1(n) =
∞∑
j=1

(−1)j−1

j

(
11

96

)j
1

(n+ 3
4 )

2j
. (2.28)

直接计算给出

F2(n) ∼
∞∑
j=1

aj

(n+ 3
4 )

4j

∞∑
k=0

(
−2j

k

)
bkj

(n+ 3
4 )

2k

∼
∞∑
j=1

aj

(n+ 3
4 )

4j

∞∑
k=0

(−1)k
(
k + 2j − 1

k

)
bkj

(n+ 3
4 )

2k

∼
∞∑
j=2

j−2∑
k=0

ak+1b
j−k−2
k+1 (−1)j−k

(
j + k − 1

j − k − 2

)
1

(n+ 3
4 )

2(j+k)

∼
∞∑
j=2

{ ⌊j/2⌋∑
k=1

akb
j−2k
k (−1)j

(
j − 1

j − 2k

)}
1

(n+ 3
4 )

2j
. (2.29)

将 (2.28) 和 (2.29) 代入 (2.27), 有

πGn − πc0 − ln

(
n+

3

4

)

∼
11
192

(n+ 3
4 )

2
+

∞∑
j=2

{
(−1)j−1

2j

(
11

96

)j

+

⌊j/2⌋∑
k=1

akb
j−2k
k (−1)j

(
j − 1

j − 2k

)}
1

(n+ 3
4 )

2j
. (2.30)

另一方面, 根据 (2.14), 有

πGn − πc0 − ln

(
n+

3

4

)
∼

11
192

(n+ 3
4 )

2
+

∞∑
j=2

−πg2j(3/4)

(n+ 3
4 )

2j
, (2.31)

其中 gk(h) 由 (2.15) 给出. 比较 (2.30) 和 (2.31) 右边 (n+ 3
4 )

−2j 的系数, 我们有

(−1)j−1

2j

(
11

96

)j

+

⌊j/2⌋∑
k=1

akb
j−2k
k (−1)j

(
j − 1

j − 2k

)
= −πg2j

(
3

4

)
, j > 2. (2.32)

在 (2.32) 中, 分别取 j = 2ℓ 和 j = 2ℓ+ 1, 我们获得

− 1

4ℓ

(
11

96

)2ℓ

+
ℓ∑

k=1

akb
2ℓ−2k
k

(
2ℓ− 1

2ℓ− 2k

)
= −πg4ℓ

(
3

4

)
, ℓ > 1, (2.33)

1

4ℓ+ 2

(
11

96

)2ℓ+1

−
ℓ∑

k=1

akb
2ℓ−2k+1
k

(
2ℓ

2ℓ− 2k + 1

)
= −πg4ℓ+2

(
3

4

)
, ℓ > 1. (2.34)

对于 ℓ = 1, 从 (2.33) 和 (2.34), 可得

a1 = −πg4

(
3

4

)
+

1

4

(
11

96

)2

= β4 +
1

4

(
11

96

)2

= − 3413

368640
,

b1 =
1
6 (

11
96 )

3 + πg6(
3
4 )

2a1
=

1
6 (

11
96 )

3 − β6

2 · (− 3413
368640 )

=
2761315

6880608
;
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对于 ℓ > 2, 有

− 1

4ℓ

(
11

96

)2ℓ

+

ℓ−1∑
k=1

akb
2ℓ−2k
k

(
2ℓ− 1

2ℓ− 2k

)
+ aℓ = −πg4ℓ

(
3

4

)
,

1

4ℓ+ 2

(
11

96

)2ℓ+1

−
ℓ−1∑
k=1

akb
2ℓ−2k+1
k

(
2ℓ

2ℓ− 2k + 1

)
− 2ℓaℓbℓ = −πg4ℓ+2

(
3

4

)
,

于是获得递推关系式 (2.25) 和 (2.26). 定理 2.1 证毕.

利用递推关系式 (2.25) 和 (2.26), 我们给出 aℓ 和 bℓ 的前几个值:

a1 = − 3413

368640
, b1 =

2761315

6880608
,

a2 = β8 +
14641

679477248
− 3a1b

2
1 = − 63330965062657

13636048382853120
,

b2 =
161051− 326149079040a1b

3
1 − 81537269760β10

326149079040a2
=

12037432943798347203443

14379932980308662430048
,

a3 = β12 +
1771561

9393093476352
− 5a1b

4
1 − 10a2b

2
2

= −−11009983923860712024690190773212525810259215993

578801307757156887669276233676715983326486200320
,

b3 =
19487171− 6312158816108544a1b

5
1 − 21040529387028480a2b

3
2 + 1052026469351424β14

6312158816108544a3

=
675703993327284992847699026512027738233904131878860212236559054996385

474968492818178490488559930496880726719368626060492036751560056072992
.

将 (2.24) 写成

Gn ∼ 1

2π
ln

(
n2 +

3

2
n+

65

96

)
+ c0 +

1

π

∞∑
ℓ=1

νℓ

(n2 + 3
2n+ µℓ)2ℓ

, n → ∞, (2.35)

其中

νℓ := aℓ, µℓ :=
9

16
+ bℓ, (2.36)

于是获得 νℓ 和 µℓ 的前几个值:

ν1 = a1 = − 3413

368640
, µ1 =

9

16
+ b1 =

6631657

6880608
,

ν2 = a2 = − 63330965062657

13636048382853120
,

µ2 =
9

16
+ b2 =

20126145245221969820345

14379932980308662430048
,

ν3 = a3 = − 11009983923860712024690190773212525810259215993

578801307757156887669276233676715983326486200320
,

µ3 =
9

16
+ b3 =

942873770537510393747513987416523147013548984037886982909311586537443

474968492818178490488559930496880726719368626060492036751560056072992
.

其中获得的 νℓ 和 µℓ 的前几个值与 (2.23) 中给出的值相同. 从计算的观点看, (2.35) 改进了 (2.21).

定理 2.2 对于所有的整数 n > 0, 下面不等式成立:

c0 +
1

2π
ln

(
n2 +

3

2
n+

1

256
e2π−2γ

)
6 Gn < c0 +

1

2π
ln

(
n2 +

3

2
n+

65

96

)
. (2.37)

常数 1
256e

2π−2γ = 0.65940097 · · · 和 65
96 = 0.67708333 · · · 是最好可能的.
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证明 首先证明 (2.37) 的左边不等式. 直接计算给出

c0 +
1

2π
ln

(
1

256
e2π−2γ

)
= 1 和 G0 = 1,

因此, 对于 n = 0, (2.37) 的左边不等式中的等号成立.

现在证明 (2.37) 的左边不等式对于 n > 1 也成立. 根据 (2.20) 的左边不等式, 只需证明

f(n) > 0, n > 1,

其中

f(x) = ln

(
x+

3

4

)
+

11

192(x+ 3
4 )

2
− 1541

122880(x+ 3
4 )

4
− 1

2
ln

(
x2 +

3

2
x+

1

256
e2π−2γ

)
.

直接计算给出

f ′(x) = − P (x− 1)

30(4x+ 3)5(256x2 + 384x+ e2π−2γ)
,

其中 (P (x) 是关于 x 的 4 次多项式, 并且所有的系数都是正的)

P (x) = 47402240− 278881e2π−2γ + (110995584− 646240e2π−2γ)x

+ (96941824− 560960e2π−2γ)x2 + (37273600− 215040e2π−2γ)x3

+ (5324800− 30720e2π−2γ)x4

> 0, x > 0,

于是获得 f ′(x) < 0, x > 1, 并且有 f(n) > limt→∞ f(t) = 0, n > 1, 因此, (2.37) 的左边不等式对于所

有的 n > 0 成立, 而且等号成立当且仅当 n = 0.

其次证明 (2.37) 的右边不等式. 直接计算给出

G0 = 1 和 c0 +
1

2π
ln

(
65

96

)
=

2γ + ln(520/3)

2π
= 1.00421164 · · · ,

因此, 对于 n = 0, (2.37) 的右边不等式成立.

现在证明 (2.37) 的右边不等式对于 n > 1 也成立. 根据 (2.20) 的右边不等式, 只需证明

g(n) < 0, n > 1,

其中

g(x) = ln

(
x+

3

4

)
+

11

192(x+ 3
4 )

2
− 1541

122880(x+ 3
4 )

4
+

63433

8257536(x+ 3
4 )

6

− 1

2
ln

(
x2 +

3

2
x+

65

96

)
.

直接计算给出

g′(x) =
24464384x4 + 73393152x3 + 55916480x2 + 1307424x− 10739215

420(4x+ 3)7(96x2 + 144x+ 65)
> 0, x > 1,
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从而有

g(n) < lim
t→∞

g(t) = 0, n > 1,

因此, (2.37) 的右边不等式对于所有的 n > 0 成立.

如果将 (2.37) 的右边不等式写成

e2πGn−2πc0 − n2 − 3

2
n <

65

96
,

那么, 利用 (2.21) 我们发现,

e2πGn−2πc0 − n2 − 3

2
n =

65

96
+O

(
1

n2

)
, n → ∞,

这给出

lim
n→∞

(
e2πGn−2πc0 − n2 − 3

2
n

)
=

65

96
,

因此, (2.37) 上界中的常数 65
96 是最好可能的. 定理 2.2 证毕.

不等式 (2.37) 改进了不等式 (2.7).

3 Lebesgue 常数

Fejér [31]、Gronwall [32]、Hardy [33]、Szegö [34] 和 Watson [9] 研究了 Lebesgue 常数, 发现了一些重

要的性质. 例如, 他们建立了 Lebesgue 常数的单调性定理以及各种级数和积分表示式. 下面渐近公式

属于 Watson [9]:

Ln/2 =
4

π2
ln(n+ 1) + c1 +O

(
1

n2

)
, n → ∞, (3.1)

其中

c1 :=
8

π2

∞∑
k=1

ln k

4k2 − 1
+

4

π2
(γ + 2 ln 2) = 0.9894312738311469517416488 · · · , (3.2)

这里 γ 表示 Euler-Mascheroni 常数. 在下文中, c1 由 (3.2) 给出.

利用 (3.1) 和 (3.2), Galkin [35] 获得了下面不等式:

c1 +
4

π2
ln(n+ 1) < Ln/2 6 1 +

4

π2
ln(n+ 1), n ∈ N0, (3.3)

0.7190 +
4

π2
ln(n+ 2) < Ln/2 6 c1 +

4

π2
ln(n+ 2), n ∈ N0. (3.4)

Zhao [17] 建立了下面双边不等式:

4

π2
ln(n+ 1) + c1 +

d0
(n+ 1)2

− d1
(n+ 1)4

< Ln/2 <
4

π2
ln(n+ 1) + c1 +

d0
(n+ 1)2

− d1
(n+ 1)4

+
d2

(n+ 1)6
, n ∈ N0, (3.5)
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其中

d0 =
12− π2

18π2
,

d1 =
7

120π2

(
8− 2π2

3
− π4

90

)
= −5040− 420π2 − 7π4

10800π2
,

d2 =
1

16π2

(
32− 8π2

3
− 2π4

45
− π6

945

)
=

30240− 2520π2 − 42π4 − π6

15120π2
.

不等式 (3.5) 推出 Watson 渐近公式 (3.1).

最近, Chen 和 Choi [24] 证明了对于 n ∈ N0 和 N ∈ N0, 有

4

π2
ln(n+ 1) + c1 +

2N∑
j=1

λj

(n+ 1)2j
< Ln/2 <

4

π2
ln(n+ 1) + c1 +

2N+1∑
j=1

λj

(n+ 1)2j
, (3.6)

其中

λj =
4

π2

B2j

j
(22j−1 − 1)

(
1−

j∑
k=1

(−1)k−1

(2k)!
B2kπ

2k

)
, (3.7)

这里 Bn (n ∈ N0) 是 Bernoulli 数. 在 (3.6) 中取 N = 1, 我们获得下面不等式:

4

π2
ln(n+ 1) + c1 +

12− π2

18π2(n+ 1)2
− 5040− 420π2 − 7π4

10800π2(n+ 1)4

< Ln/2

<
4

π2
ln(n+ 1) + c1 +

12− π2

18π2(n+ 1)2
− 5040− 420π2 − 7π4

10800π2(n+ 1)4

+
937440− 78120π2 − 1302π4 − 31π6

952560π2(n+ 1)6
, n ∈ N0. (3.8)

不等式 (3.8) 核实了 (3.5) 的下界, 改进了 (3.5) 的上界.

不等式 (3.6) 给出下面渐近展开式:

Ln/2 ∼ 4

π2
ln(n+ 1) + c1 +

∞∑
j=1

λj

(n+ 1)2j
, n → ∞. (3.9)

渐近公式 (3.9) 参见文献 [36, 第 40–42 页]. 文献 [24] 给出了渐近公式 (3.9) 不同于文献 [36, 第

40–42 页] 的证明. 事实上, Watson [9] 首先证明了渐近公式 (3.9). 系数 (3.7) 能从文献 [9, (7a)] 导出.

利用 Bell 多项式, Chen 和 Choi [25] 建立了下面渐近展开式:

Ln/2 −
4

π2
ln(n+ 1)− c1 ∼ 4

π2
ln

(
1 +

∞∑
j=1

ρj
(n+ 1)j

)
, n → ∞, (3.10)

而且给出了一个递推公式来确定系数 ρj (j ∈ N). 主要基于配分函数, Chen 和 Choi [25] 提供了一个显

性公式来确定系数 ρj (j ∈ N).
Lebesgue 常数有其他类型的不等式和渐近展开式. 例如, 文献 [22,23,25] 利用 Digamma 函数, 建

立了 Lebesgue 常数的渐近展开式和关于其上下界估计的不等式. Chen 和 Choi [24] 利用 Digamma 函

数和 Polygamma 函数, 建立了 Lebesgue 常数的渐近展开式和关于其上下界估计的不等式.
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这里, 我们的第一个目的在于确定常数 pℓ 和 qℓ, 使得

Ln/2 ∼ c1 +
2

π2
ln

(
n2 + 2n+

4

3
− π2

36

)
+

1

π2

∞∑
ℓ=1

pℓ
(n2 + 2n+ qℓ)2ℓ

, n → ∞.

第二个目的在于确定最好可能的常数 a 和 b 使得不等式

c1 +
2

π2
ln(n2 + 2n+ a) 6 Ln/2 < c1 +

2

π2
ln(n2 + 2n+ b)

对于所有的 n ∈ N0 成立.

定理 3.1 下面渐近展开式成立:

π2Ln/2 − π2c1 ∼ 2 ln

(
n2 + 2n+

4

3
− π2

36

)
+

∞∑
ℓ=1

αℓ

((n+ 1)2 + ωℓ)2ℓ
, n → ∞, (3.11)

其中 αℓ 和 ωℓ 由下面一对递推关系式给出:

αℓ = π2λ2ℓ +
1

ℓ

(
4

3
− π2

36
− 1

)2ℓ

−
ℓ−1∑
k=1

αkω
2ℓ−2k
k

(
2ℓ− 1

2ℓ− 2k

)
, ℓ > 2, (3.12)

ωℓ =
1

2ℓαℓ

{
π2λ2ℓ+1 −

2

2ℓ+ 1

(
4

3
− π2

36
− 1

)2ℓ+1

+
ℓ−1∑
k=1

αkω
2ℓ−2k+1
k

(
2ℓ

2ℓ− 2k + 1

)}
, ℓ > 2, (3.13)

这里 λj 由 (3.7) 给出,

α1 = −16

45
+

11

540
π2 +

23

16200π4
, ω1 =

−143216640 + 9994320π2 + 404712π4 + 1565π6

10584(−5760 + 330π2 + 23π4)
− 1.

证明 为了证明定理 3.1, 设

π2Ln/2 − π2c1 − 4 ln(n+ 1) ∼ 2F3(n) + F4(n), (3.14)

其中

F3(n) = ln

(
1 +

4
3 − π2

36 − 1

(n+ 1)2

)
, F4(n) =

∞∑
ℓ=1

αℓ

((n+ 1)2 + ωℓ)2ℓ
=

∞∑
ℓ=1

αℓ

(n+ 1)4ℓ

(
1 +

ωℓ

(n+ 1)2

)−2ℓ

,

这里 αℓ 和 ωℓ 是待确定的实数.

利用 ln(1 + t) 的 Maclaurin 展开式给出

F3(n) =
∞∑
j=1

(−1)j−1

j

(
4

3
− π2

36
− 1

)j
1

(n+ 1)2j
. (3.15)

直接计算给出

F4(n) ∼
∞∑
j=1

αj

(n+ 1)4j

∞∑
k=0

(
−2j

k

)
ωk
j

(n+ 1)2k

∼
∞∑
j=1

αj

(n+ 1)4j

∞∑
k=0

(−1)k
(
k + 2j − 1

k

)
ωk
j

(n+ 1)2k
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∼
∞∑
j=2

j−2∑
k=0

αk+1ω
j−k−2
k+1 (−1)j−k

(
j + k − 1

j − k − 2

)
1

(n+ 1)2(j+k)

∼
∞∑
j=2

{ ⌊j/2⌋∑
k=1

αkω
j−2k
k (−1)j

(
j − 1

j − 2k

)}
1

(n+ 1)2j
. (3.16)

将 (3.15) 和 (3.16) 代入 (3.14), 可得

π2Ln/2 − π2c1 − 4 ln(n+ 1) ∼
2( 43 − π2

36 − 1)

(n+ 1)2
+

∞∑
j=2

{
2(−1)j−1

j

(
4

3
− π2

36
− 1

)j

+

⌊j/2⌋∑
k=1

αkω
j−2k
k (−1)j

(
j − 1

j − 2k

)}
1

(n+ 1)2j
. (3.17)

另一方面, 根据 (3.9), 我们有

π2Ln/2 − π2c1 − 4 ln(n+ 1) ∼
2( 43 − π2

36 − 1)

(n+ 1)2
+

∞∑
j=2

π2λj

(n+ 1)2j
, (3.18)

其中 λj 由 (3.7) 给出. 比较 (3.17) 和 (3.18) 右边 (n+ 1)−2j 的系数, 我们有

2(−1)j−1

j

(
4

3
− π2

36
− 1

)j

+

⌊j/2⌋∑
k=1

αkω
j−2k
k (−1)j

(
j − 1

j − 2k

)
= π2λj , j > 2. (3.19)

在 (3.19) 中, 分别取 j = 2ℓ 和 j = 2ℓ+ 1, 可获得

− 1

ℓ

(
4

3
− π2

36
− 1

)2ℓ

+

ℓ∑
k=1

αkω
2ℓ−2k
k

(
2ℓ− 1

2ℓ− 2k

)
= π2λ2ℓ, ℓ > 1, (3.20)

2

2ℓ+ 1

(
4

3
− π2

36
− 1

)2ℓ+1

−
ℓ∑

k=1

αkω
2ℓ−2k+1
k

(
2ℓ

2ℓ− 2k + 1

)
= π2λ2ℓ+1, ℓ > 1. (3.21)

对于 ℓ = 1, 从 (3.20) 和 (3.21) 可得

α1 = −16

45
+

11

540
π2 +

23

16200π4
,

ω1 =
−143216640 + 9994320π2 + 404712π4 + 1565π6

10584(−5760 + 330π2 + 23π4)
− 1;

对于 ℓ > 2, 有

− 1

ℓ

(
4

3
− π2

36
− 1

)2ℓ

+
ℓ−1∑
k=1

αkω
2ℓ−2k
k

(
2ℓ− 1

2ℓ− 2k

)
+ αℓ = π2λ2ℓ,

2

2ℓ+ 1

(
4

3
− π2

36
− 1

)2ℓ+1

−
ℓ−1∑
k=1

αkω
2ℓ−2k+1
k

(
2ℓ

2ℓ− 2k + 1

)
+ 2ℓαℓβℓ = π2λ2ℓ+1,

于是获得递推关系式 (3.12) 和 (3.13). 定理 3.1 证毕.
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将 (3.11) 写成

Ln/2 ∼ c1 +
2

π2
ln

(
n2 + 2n+

4

3
− π2

36

)
+

1

π2

∞∑
ℓ=1

pℓ
(n2 + 2n+ qℓ)2ℓ

, (3.22)

其中

pℓ := αℓ, qℓ := 1 + ωℓ, (3.23)

也就是

Ln/2 ∼ 2

π2
ln

(
n2 + 2n+

4

3
− π2

36

)
+ c1

+
−16

45 + 11
540π

2 + 23
16200π

4

π2(n2 + 2n+ −143216640+9994320π2+404712π4+1565π6

10584(−5760+330π2+23π4) )2
+ · · · . (3.24)

从计算的观点看, (3.22) 改进了 (3.9).

定理 3.2 对于所有的整数 n > 0, 下面不等式成立:

c1 +
2

π2
ln(n2 + 2n+ eπ

2(1−c1)/2) 6 Ln/2 < c1 +
2

π2
ln

(
n2 + 2n+

4

3
− π2

36

)
, (3.25)

而且常数 eπ
2(1−c1)/2 = 1.05353857 · · · 和 4

3 − π2

36 = 1.05917765 · · · 是最好可能的.

证明 首先证明 (3.25) 的左边不等式. 直接计算给出

c1 +
2

π2
ln(n2 + 2n+ eπ

2(1−c1)/2) = 1 和 L0 = 1,

因此, 对于 n = 0, (3.25) 的左边不等式中的等号成立.

现在证明 (3.25) 的左边不等式对于 n > 1 也成立. 根据 (3.8) 的左边不等式, 只需证明

F (n) > 0, n > 1,

其中

F (x) = 4 ln(x+ 1) +
12− π2

18(x+ 1)2
− 5040− 420π2 − 7π4

10800(x+ 1)4
− 2 ln(x2 + 2x+ eπ

2(1−c1)/2).

设 a = eπ
2(1−c1)/2. 直接计算给出

F ′(x) = − U(x− 1)

2700(x+ 1)5(x2 + 2x+ a)
,

其中 (U(x) 是关于 x 的 4 次多项式, 并且所有的系数都是正的)

U(x) = 200880− 2340π2 − (163440 + 780π2 − 7π4)a+ 21π4

+ (426240− 6720π2 + 28π4 − 1200π2a− 331200a)x

+ (336960− 6480π2 + 7π4 − 300π2a− 255600a)x2

+ (115200− 2400π2 − 86400a)x3 + (14400− 300π2 − 10800a)x4 > 0, x > 0,
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于是获得 F ′(x) < 0, x > 1, 并且有 F (n) > limt→∞ F (t) = 0, n > 1, 因此, (3.25) 的左边不等式对于所

有的 n > 0 成立, 而且等号成立当且仅当 n = 0.

其次证明 (3.25) 的右边不等式. 根据 (3.8) 右边不等式, 只需证明 G(n) < 0, n > 0, 其中

G(x) = 4 ln(x+ 1) +
12− π2

18(x+ 1)2
− 5040− 420π2 − 7π4

10800(x+ 1)4

+
937440− 78120π2 − 1302π4 − 31π6

952560π2(x+ 1)6
− 2 ln

(
x2 + 2x+

4

3
− π2

36

)
.

直接计算给出

G′(x) =
Q(x)

793800(x+ 1)7(36x2 + 72x+ 48− π2)
,

其中 (Q(x) 是关于 x 的 4 次多项式, 并且所有的系数都是正的)

Q(x) = −155π8 + 2988π6 − 141624π4 + 18144000π2 − 166561920

+ (15276π6 − 139345920 + 17136π4 + 12882240π2)x

+ (−2872800π2 + 92897280− 640584π4 + 7638π6)x2

+ (162570240− 9313920π2 − 649152π4)x3

+ (−162288π4 − 2328480π2 + 40642560)x4 > 0, x > 0,

于是获得 G(n) < limt→∞ G(t) = 0, n > 0, 因此, (3.25) 的右边不等式对于所有的 n > 0 成立.

将 (3.25) 的右边不等式写成 e(π/2)(Ln/2−c1) − n2 − 2n < 4
3 − π2

36 . 利用 (3.9), 我们发现

e(π/2)(Ln/2−c1) − n2 − 2n =
4

3
− π2

36
+O

(
1

n2

)
, n → ∞,

这给出 limn→∞(e(π/2)(Ln/2−c1) − n2 − 2n) = 4
3 − π2

36 , 因此, (3.25) 上界中的常数 4
3 − π2

36 是最好可能的.

定理 3.2 证毕.

致谢 衷心感谢审稿人对本文所提出的有益修改建议.
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Asymptotics and inequalities for the constants of Landau and
Lebesgue

Chaoping Chen

Abstract The constants of Landau and Lebesgue are defined, for all integers n > 0, respectively, by

Gn =

n∑
k=0

1

16k

(
2k

k

)2

and Ln =
1

2π

∫ π

−π

∣∣∣∣ sin((n+ 1
2
)t)

sin( 1
2
t)

∣∣∣∣dt.
In this paper, we give new asymptotic series for Gn and Ln/2. Based on the obtained results, we establish new
inequalities for the constants of Landau and Lebesgue. Let f ∈ C[−1, 1], and let (snf)(x) =

∑n
k=0 akTk(x) be

the partial sum of the Chebyshev expansion of f . Cheney pointed out that, for all n up to 400, one can secure at
most one extra decimal place of accuracy in replacing snf by the polynomial of best approximation. We prove
that Cheney’s claim is also true for n 6 191833603. Moreover, we show that 191833603 cannot be replaced by a
larger integer.
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